Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


D.,..„ct,GoogIc 


r 


''H 


;'  HOBAOa     AFFI,IITON     HAVEN, 
l  Of   PorUmouth,    N.    H. 

I  ICImm  «t  1S4S.) 


SaENCE  CENTER  LIBRARY 


D.,.„ct,GoogIc 


D.s..»cbyG00gIc 


»Google 


A  r  c  h  i  T 

der 

Matlieiiiatlk  nnd  Pliysllc 

mit  besonderer  Rücksicht 

auf  die  Bedflrftaisse  der  Xielirer  an 
IiOIiem  ViiteiTiGlitsanstalteii. 


Beransgegebea 


Johann  Auf/ust  €frunert, 

Profe«tor  «i  GreibwaM. 


Achtzehnter  Theil. 


Mit  »fcn  litbognpfcfrtM  TbUbIb. 

c  Oreifiiirald. 


D,g,t,z.ctvG00gIC 


D,g,t,z.ctvG00gIC 


Inhaltsveneichniss  des  achtzehnten  Theils. 


IV.  Di«  DifforttillBtiaii  unter  dem  Iiit«fral laichen. 
Ton  Hern  Oikar  Warner,  Lehrer  der  Hb- 
themalib  in  Dreedaa 


T.  Dia  Unforma^g  der  ImtioiMleii  gdkrocbaMii 
FanclioBen  in  andere,  welche  «neu  rationalea 
Nenner  haben.  Von  Herrn  B.  Somaier,  sb 
Cohlens        


XI.  Uirtarauoknog'  der  bi^aadratUchen  Fomeik 
Von  Herrn  Doctor  F.  Arndt,  LebTar  an  der 
höheren  Bürgerichnle  in  Stralsnnd  .  .  . 
XIV.  lieber  dieAnegleichniig  der  Beobaehtnngtfehler, 
Ven  dem  Herrn  ProfMaor  Ur.  J,  Dianger  an 
der  peljlechnUchen  Schule  su-CarlirDhe  . 
XT.  Die  Aaflöiiing  algebraitcfaer  Gleichnngen.  Von 
Herrn  Angnet  Weiler,  GyrnnHiallehram ti- 
li (Darmstadt) 


D,g,t,z.ctvG00gIC 


u 

Nr.  der 

Abbandlang.  Heft,  Seite. 

XVIII.    Erweiternngen   der  IntegiBlrechnang.    Toa  dem 

Heranigeber IIL        211 

XIX.  Veber  die  independente  Beitiramang  der  Coeffl- 
cienlen  qneDdUciier  Reihen  and  der  Fakaltäten- 
coefflcieaten  iaabeiondere.  Ton  dem  Herrn  Pro- 
feMor  Dr.  O.  Schlömilch  la  Dreadeo  .  III.  300 
XX.  Combinntoritclie  Daratdlong  der  Kiliernng«- 
werthe  eiaei  Kettenbmelia.  VonHermF.  Bar- 

tbolomäi   so  Jena UI.         32S 

XXV.     Zur   Differenieorechniing.     Ton    Herrn  Profei- 
:  (or  Dr.  0.  Schlömilcli    an  der  polytecbni- 

•cben   Scfanle    lu    Dreaden IV.         381 

KXVl.     Uelier  die  SabstilntiDn  neuer  Variabelen  Innn- 
beitimmte     nad     beitimmte     Integrale.       Ton 

Demielben IV.         391 

XXTIU.     Bemerliungen     za    den    Elementen    der    Arith- 

raelib.     Von  dem  Herrn   Doctor   B.  Baltser, 

Oberlehrer  an  der  Krousscfanle  zd  Dreaden    .    IT.         405 

XXIX.     Bemerkung     zar     Theorie     der    Kettenbrücbe. 

Von   dem  Herrn  Profestor  Dr.  O.Schlömilch 


zu  Dreaden IT. 

,  lieber  eine  gewiiae  Klaau  in  der  Trigono- 
metrie nnd  Aitronomle  hiuHg  In  Anwendang 
kommender  aneadliefaer  Reihen.  Von  den  Her- 

«»«S»b<r IV. 

Ueber  eine  Aufgabe  in  der  Kreiatheilang,  Von 
dem  Herrn  Dr,  F.  Arndt,  Lehrer  an  der  hebe- 
ren Bnrgerichnle  cn  Stralanad IV. 


41« 


Geometrie. 


Die  Krümm Dogitheorie  der  Kegelacbnitte,  ele- 
mentar geometriich  begründet.  Von  Herrn 
Planck,  Repetenten  an  der  polf techniachen 
Schule  in  Sinttgarl 


D,g,t,z.ctvG00gIC 


Kr.  <l«r 

Abhaadliug. 


B.  lD*eaire  Rhombnni  muiiBiini  «t 
qnt  in  Ellipiia  datHiu  (uei  =a, 
d,  a>4)  iotcrlbi  poMit  AnctorChrittla- 
DU!  Fe.  Lindman,  Lsctor  Strengneaenai« 
Xn.  Sjfntbctiiche  Beweiie  der  Sätze  in  TbL  Syi. 
Kr.  Will,  und  Kr.  XIX.  deiArchirs.  Voa  Herrn 
FrofeMor  Proia  in  Stuttearl ! 


Einfmche  Bereehnnngp  der  Zahl  tt.     Von  Herrn 
C.    Bellvig,     Lehrer    der    MBtfaemBtiB     in 


Fun 


«mide 


n. 


XVn.  Leichte  BeitimiDitnif  dea  Inhalt«  der  dtelteiti- 
g;eii  Fjraniide  bdh  drei  in  einer  Ecke  laiRm- 
dienatouenden  Kanten  und  den  elngeichloise- 
nen  Wlokelii.  Von  dem  Heraacgeher  . '  .  II> 
XXI.  Der  Paacariche  Lehr«Bti  in  ■einer  Aawendung 
auf  die  geometriaclie  Anslyiii.  Von  Herrn 
Flanclt,    Repetenten  an  der  piiljtei4iniicheD 

Schnle  zo  Stnttgart III. 

XXIU.  lieber  die  CoDTene  dea  Satiea:  Im  gleich- 
•ehenbligen  Dreieck  aind  die  die  BuiBwinkel 
nach  gleichem  Verhältniw  theilenden  Tranaver' 
aalen  «nander  gleich.  Von  Herrn  C,  Schmidt, 
Lehrer  an  der  höheren  Bnrgenchnle  in  Stolp 
(jetit    Reclor   der    höheren    Bärgerschale    in 

Heoatadt-Eberaimlde) lU. 

XXVn.  Die  Beiiebnng  der  Ellipae  auf  ihre  «vei  glei- 
chen coi^ngirten  Darchroeaser.  Von  Herrn 
,  Doctor  Köatera  in  Wareo^orf  .  ....  IV. 
XXXII.  Abriaa  eine«  Beweiaea  für  den  aogenannten  elf- 
ten Enklidiachen  Grandaati.  Van  dem  Stnditen- 
deo  der  Theologe  Herrn  H.Th.Hörlych  aua 
Schleawig-Holalein  in  Bonn IV. 


D,g,t,z.ctvG00gIC 


Trigonometrie. 
XXXV.    Einfiidiflr  Btvel*  der  Foimeln  för  »iit(x±p) 
and  co»(x^v).    Von  Hefin  J.  J.  Aitcand, 
^  FriTBÜehrer  der Hmthemalik  so  Gathenbnrg 

in  Schweden IV. 

M.  *.  OB«»  JrUkmaUk  f/r.  XXX.  Hift  IF.  8.  4S«. 

Geodäsie. 

VII.  Beatinunang  der  ^ogrephitchen  Breite  oihI 
Länge  bdi  geodätiicfaec  Hwinngen.  Von  dem 
Rerm  Frofeuor  Dr.  J,  Dienger  am  der  pelj- 
techniichen  Schule  la  Carlimhe  ....  I, 
XXXI.  Einfncher  Beweil  für  die  von  HaacberoBi  ge- 
gebene An  flöinng'  dei  Aufgabe:  die  Länge  einer 
ku  ihren  beiden  Endpunkten  aniuginglichen 
geraden    Linie    su  ineiien.     Von  Henn  Dr.  J, 

R.  B07111B11   in    Coblenz IT. 

XXXV.    Zum  WinkeikroM.      Von   dem    Heranigeber    IV. 


Mechanik. 

I.    Aufgaben  aut  dem  Attractionecaicnl.   Von  dem 

Heraolgeber      

VIU,  lieber  die  Gleicliungen  der  Bewegung,  Anwen- 
dungen derselben.  (Nach  Jnle«  Vieille  in  Lioa- 
-Tiile's  Jonrnal ,  Jnillet  ]Bt90  Von  dem  Hrn. 
Prefeiaor  Dr.  J.  Dienger  an  der  poljtechni- 
■chen  Schule  su  Carlsrnhe I 


XXn.    Wann  liegt  der  Schverpunkt  einea  ebenen  Vier- 
eck« anieerhalb  deetelben?  Eine  Gelegenheita- 


Dig.tizecbvGoOglC 


Nr.  der 
AbhudiDDg. 


frage,  heanlwortet  vod  Herrn  Dr,  Wilbeln 
MatBkK,  PrefeMar  der  Matbnaatib  an  4er 
UniTenltit  an  Frag 


Optik. 

III.  Direkter  Beweie  der  Undalationstheorie  de* 
Liohti  BDI  der  Aberration  der  Fiiilerne.  Ten 
Hbtth  Frefwwr  Dr.  Biecke  an  der  königl> 
wärttembergiichea  iaad'  nnd  foratwirthicbaft- 
lichoa  lUademi«  an  Hoheahein  .... 
VI.  Veber  deo  Wiakelipiegel.  Von  Uerm  Doctor 
Jalin«    Uarlnana,      G^aaeiallebrer     m 


Astronomie. 

XIII.  Ueber  die  BerechnDog  der  Conietenbahiien. 
(Ente  FoTtaetsDug-  der  Abbandlnng:  Nene  He- 
tb«de  eut  Berechanng  der  Comet«ibabn«i,  Ar- 
chiT.  Tbl.  ILVII.  Nr.  IV.).  Von  dem  Hersne- 

geber       

XSK.  Heber  eine  gewiiie  Ktaiae  in  der  Trigonometrie 
nnd  Aatronomie  hsDig  ioAnwendong  kommen- 
AorwieBdlicber Beiben.  VoadonHeranageber 

M.  <■  ssdl  Arlihmtlik.  Itr.  XIV.  Heft  II.  Stät  U9. 
Oftik.  !fT.  III.  He/t  I.  StUt  33. 


Meteorologie 

SSIV.  Dia  IS  leisten  WinUr  In  Berlin,  dBigeileUt 
□nd  beiprocben  von  Hern  Profestor  Dr.  3.  th. 
Wolter*    in    Berlin 


.D,g,t,z.ctvG00gIC 


VI 

Abbiudluaf .  Heft.  Seite. 

Chemie. 

IX.  AnflSaHngen  der  Aufgabe,  bei  eiDGin  Ga«- 
gemeage  toq  Tierertei  bnnmbareii  Gaien  die 
nDbekwuitea  Glieder  p,  Cx,  Cy'  nod  Cp  in 
beatimmea.  Von  Herni  Frofeuoi  Zenneck 
zu    Stuttgart I.  102 

Uebangsaufgaben  t&x  Schfiler. 

XXXIV.  VoB  dam  Lebrw  dcf  HBthMnatlkawni  Wer- 
ner tu  Dreiden      IV.         4TS 

XXXV.  Zu  beweitender  Lehrsatz.  Von  Herrn  3.  J. 
Ai.trand,  PriTatlehrer  der  Hathematilc  zu 
G«thenbnrg  in  Scbweden IV.         480 


Literarische  Berichte*). 


I.XIX.  , 

LXX.  . 
;    LXXL 

Lxxn.  , 


*)    leb  bemerke  bEebel.  da«*  die  Litersriachen  Berichte  mit  beaen- 
deran  fortlaufendeii  Seitenzahlen  Terzeheu  ibd. 


^ecbvGoogle  I 

I 


I. 

Anfirabcn  aus  dein  AUractionscaicul. 

Von 

dem   Herausgeber 


Uater  den  vielen  lateTessanteii  Aursaben,  welche  der  At- 
tractionscalciil *)  darbietet ,  haben  vorifigiich  zwei,  negen  ihrer 
grossen  Wichtigkeit  fCr  die  physische  Astronomie  und  eile  Theo- 
rie der  terreBtnsehen  Schwere,  die  Mathematiker  vielfach  beschüf- 
tif(t,  Dimlich  die  Aufgaben  über  die  Bestimmung  der  AnziehuDg 
eiDer  Kugel  und  der  eines  dreiaxigen  elliptischen  SphSroids.  Es 
■cheint  mir  aber  wQnschenswertb ,  dass  Iheils  diese  Aurgaben 
vennehrt,  theils  frQher  achon  aufgelöste  nach  neuen  Methoden 
behandelt  werden.  Ich  will  daher  in  einer  Reihe  von  Abhand- 
lungen, welche  durch  die  vorliegende  eröffnet  wird,  die  Resultate 
meiner  mebijährigen  gelegentlichen  Bescbäflieungen  mit  diesem 
Gegenstände  vorlegen,  in  der  Hoffnung,  dass  aadurch  auch  andere 
Mathematiker  mehr  als  bisher  zu  dergleichen  Untersuchungen  und 
Ali tth eilungen  veranlasst  und  angeregt  werden.  In  der  vorliegen- 
den Abhandlung  mache  icb  den  Anfang  mit  einigen  leichteren 
Aufgaben,  die  aber  späteren  Untersuchungen  theiltveise  zur  Grund- 
lage dienen,  nnd  an  die  sich  daher  einige  kCnRig  noch  zu  ver- 
üffeutlichende  Abhandlungen  zweckmBssig  anschtiessen  lassen 
werden.    Unter  den    hier    behandelten  Aufgaben  findet  sich  übri- 

Kns  auch    schon    das  für  die  physische  Astronomie  so  wichtige 
ablem    von  der  Anziehung  emer  Kugel,   welches  ich  hier  auf 


*}    Ich  bediene   mich   dieier  sweckDiMiI^n,     toii  Herrn  FrofcMOr 
Dr,  SehlSmMeh    in   «einer  nenerltch  erichienenen  Schrift:     Der    At- 
trnelieDicaUnl.     Gtne   HoDorraphio    von  Dr.  0.  Schldmilrh   ' 
fi.  ».  w.     Halle.     1SÖ1."     einge^hrlea  Benennang 
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«Ine  von  der  bisherigen  ganE  verschiedene  Weise  aufgelöst  bähe, 
«ine  Auflüsans,  die  sich  wegen  ihrer  Anscbaulichlieit  violleicbt 
voizngsvreise  i^r  AnfÜinger  empfehlen  rauchte,  wenn  ich  anch  gern 
zugebe,  daes  die  bekannten  allgemeinen  Formeln,  welche  u.  A. 
auch  Herr  Professor  Schlümiich  a.  a.  O.  mittheilt,  kürzer  zum 
Zweck  üQhren. 


Wirkung  der  Anziehung  eines  Punktes  von  der  Masse 
fi  attfeinen  Punkt  von  der  Masse  Eins. 

In  Bezng  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  C »ordinale nsyatem 
seien  je.  y,  i  die  Coordinaten  des  angezogenen  Punktes  ron  der 
Masse  Eins;  die  Coordinaten  <tes  anziehenden  Punktes  von  der 
Masse  ft  seien  x,  y,  i;  die  Entfernung  der  beiden  Pnnkte  von 
einander  sei  r\  so  iint  die  Wirkung  des  Punktes  {x^i)  von  der 
Masse  n  auf  den  Punkt  {ffi)  von  der  Masse  Eins,  n-enn  wir  trie 
gewtihnlich  die  Anziehung  gerade  der  Masie  und  uragekebrt  dem 
Qnadrate  der  Entfernung  von  dem  anziehenden  Punkte  propor- 
tional setzen: 


nnd  diese  Kraft  muss  man  sich  als  von  dem  Punkte  Ory$)  nach 
dem  Punkte  (j^i)  hin  wirkend  vorstellen,  weil  der  PujHtt  (.ryi) 
auf  den  Punkt  (ryj)  anziehend,  nicht  abstossend,  wirken  soll. 
Legen  wir  nun  durch  den  Punkt  ijji)  drei  den  primitiven  Coor- 
dinatenaxen  parallele  secnndäre  Coordinateoaxen ,  zerlegen  die 
Kraft 


nach  diesen  secuntlSrenCoordinatenazen,  und  bezeichnen  die  ent- 
sprechenden Composanten  durch  X,  Y,  Z,  die  von  der  als  von 
dem  pKnkte  {fyi)  au«  nach  dem  Punkte  (.xyz)  hin  (rehend  gedach- 
ten geraden  Linie  r  mit  den  positiven  Tbeilen  der  drei  secnnda- 
ren  Coordüiatenaxen  eingeschlossenen ,  180"  nicht  übersteigenden 
Winkel  aber  durch  qp,  ifi,  i\  so  ist 

X=f^coitp,     F=^cosi(»,     Z  =  3C0Sj;. 

Bezeichnen  wir  nun  aber  die  Coordinateo  des  Punktes  Ixyz)  in 
dem  durch  den  Punkt  {'pfi)  gelegten   aecnndfiren  Systeme  durch 
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x',  g'vtfi   B»ist  rfneh  d«t  Lehre  v«n  der  VenftüdloDg  dei  Coor- 
dinftlen  bekanntlicb: 

x=j:  +  x:   s-y+y,    «=>  +  «'; 

aZ—x  —  f,    y'=ff—f.    s'=i— j. 

Ndo  igt  aber  allgemein 

x'^rcoBip,    y'=rco8^,     i'^rcooj;  ' 

also 

X  —  f=.rcoBip',    s — f=:rcMii ,     z~t  =  rcoB%i 

x—t  v—y  z—f 

campss——  ,     cosiC="— -  >     co«x  =  -— ■ 

Folglieb  ist  nach  dem  Obigen: 

y_^*-y)    r^eüLrZ)   z^^eiiii). 

Bekanntlich  ist  abet  nacb  den  Lehren  der  analytiscben  Geometrie 


'iis-ry+iy-n^+iz-mi' 
Ms~r) 


Die  GrSsse   ond  Läse  der  geraden  Linie,  deren  Aniiebnng 
■of  einen  Pnnlct  von  der  Afa«se  Eins  wir  jetzt  betrachten  wollen. 


D,g,t,z.ctvG00gIC 


die  Gleichtinffen   dieser  geraden  Linie  sind;    ihre  Lunge  wollen 
nlr  durch  1<  lieteichn^D. 

Th«ilen  wir    nuu  die  gerade  Linie  in  r  gleiche  Theile,    nnd 
setzen  der  Kflrze  wegen 


so  sind  die  Coordinaten  der  beiden  Endpunkte  der  geraden  Linie 
und  aller  aof  derselben  liegenden  Theilpunkte  von  dem  Punkte 
(abc)  an  nach  der  Reihe: 


a  +  i.. 

i+it, 

c  +  fci 

0  +  84, 

*+2u, 

o+'A; 

«+3i.,     - 

6  +  3». 

<'  +  3fci 

0.  ..  IV. 

n.  s.  w. 

U.   8.    K 

i +«,•.=<.,, 

6+ii(.=S,, 

c+»i.= 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  angezogenen  Punktes  wie 
TrOher  durch  je,  y,  f,  die  den  Coordinaten axen  parallelen  Compo- 
santen  der  Anziehung  durch  X,  F,  Z;  die  Dichtigkeit  der  anzie- 
henden geraden  Linie  durch  i,  ihre  Masse  also  durch  iL,  sowie 
die  Masse  eines  jeden  der  n  gleichen  Theile,  in  welche  dieselbe 
getheilt  worden,  durch  il,  und  setzen  der  Kurie  wegen: 


9',W= 


t(:r-WM(ff-)'}»  +  (*~J)'!-\ 
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so  dod  tuich  I.  die  Compasantflu  X,  Y,  Z  offeDbar  die  GrXnzett, 
deneo  die  GrOwen 

dlyjW  +  nci),(«+(.)  +  M9P,(0+2J.)  + .... +dl»^(<i  +  («-DW . 

dJ»,(S)4«y,(6+4)  +  U?i,(4+2i.)+..+  aiT,(»  +  (»-l)W. 

»lV,(i:)+«ifj(e+i.)  +  äl»,(c+2l.)+...+MT,(e  +  (n-l)i,); 

oder,  weil 

dl=-^—  '^  "  " 


vA,  die  GrfiDEen,  denen  die  GrKseee 

iL 

Ol — a 


iL 

rz:;'.l»^«)+9';(«+i.)+»,(«+2«+....+«>,<"+»i.)l 

Ä'.l9>(»)+ip,(»  +  4)  +  »,(4+a4)+ +  if,(H"WI 

„■^*.l»,<e)  +  T,(e+i.)+»',(e42i.)+....+y,(e+i.i,)| 

«ich  n&lisrn,    Treon  n  in's  Unendliche  wKcbst.    Weil  aber  nater 
dieser  VoraosselEiing  die  Grüesen 

^=iW|(".)>    5p;:i«¥>(*i).     ^^f.VjC'^.) 

neh  sCmmllich  der  Null  nShem,  so  ist  nacb  dem  bekannten  Haupl- 
latie  Ton  den  bestimmteD  Integralen: 

oder,   irenn  irtr  die  Masse  unserer  geraden  Unle,  nSmlich  iL, 
durch  I»  bexeichnen: 
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Wir  wollen  nun  daa  Int^ral 


zu  entwickeln  sucbeo. 
We'd 


9^)  = 


ist,  und 


t  (x-X)«  +  (,-7)»  +  (i-jpil 


gesetst  frerdn  kann;  so  ist,  wenn  wir  der  Kfirze  wegen 
*!-*_„  C|— g^ 

«1— a     '^'         *j— « 
und 

■  -Jt=j:|,     *-r=ri.    c-^yatj,; 
x~a=Xi,  J  — A=iyi.    s  — c^ti 
setzen : 

Aber  dx^dx^,  also 

und  folglich,  weiirarx;=o,  a=«i  respective  a:i=:0,  a^i^o,— ninl: 

y_     f*       />■■—  (yi+J',)Sj-, 

'*-a,-ajf  l(!r.+:Cj)H()'i+Px,)*+(l,H)'a:,)«ll  ' 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 
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j=fi+»i+r>i.. 

eeUen : 


Ea  ist  aber,  wie  raan  leicht  findet: 


/»  -  ff' = (i+P'+y*)  üfiHri'-Hi")  -  öTi + ßr,  +  r>i)» 

also  fh—g*,  eben  -so  wie  /  und  A,  eine  positive  Grösse.    Daher 
ai  ea  vetstattet 

ZQ  setzen,  woraus  , 


/■+ 25;.:, + *!,« =f^(r + ■.»)! 

also,  weil  A  nnd /% — y>  positive  Grössen  sind: 

folgt.    Nach  gebSriger  Substitution  erhält  man: 

,     (ti+»i)8j:, «V2E2r<fc*L)_  8„ 

■(/■+2jJ:, +*»,')i-     (/*-J«)V/l.(l +■«")•        • 
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p     0:,+^,)ar, 
__  1  /*  «3h     _     ff— /iFi       p  _^__ 

Setzen  wir  nun,   azwisdiefl  '~?r''  "'>*'  'l'ö'*  nebmend. 


-  3»        .5        smoj  -       ,  .    -  I     . 

cnsoP  coso'  coHtt' 

also ,  weil  gos«>  positiv  i^t : 

<'+"')'='(iüV.)=™V.- 

Daher  ist 

«3« .     -  3«  . 

foi^iicii    . 

/ttdu  P     Sil 

aUo  nach  dem  Obigen 

/•  (ti+x,)8»i       • 

(ff— AjTijaiiiM 


V  *(/*-»')        (A-irtV*' 


lanaw 


VTHÜTga»  V  l+lang«« 

d.  i.  nach  dem  Obigeo 

ist;  so  ist,  nie  man  leicht  findet: 
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Fährt  mftn  nun  fllr  u   seinen  ans  dem  Obigen  bekannten  W«r(h 
ein,  so  erhfilt  man: 


/ö 


X=r 


V+25»i  +  **i')"      ~  (/■»-j«)V'/-+Vi+*V' 

nod  es  ist  folglich  Dach  dem  Obigen: 

.  ItUa        /•-ili:.-Ksi-«)(!>-^f.)_( 

-(«,-o)(/»-S')i    vr       V"/'+  2<K»i-")  +  «("1  -o)"l 

Es  ist  nnn 

_'(ni-ii)IiH-(6i  -t)r,  +(C|  -c)), 
^  «,  — s  ' 

_  («i-»)'+(6,-H'+(Ci-c)'. 
alM,  wenn  wir 

G=(s,-a)r,+(6,-4)f,  +  (c,-<:)J„ 
B=(a,-ci)"+(6,-*)»  +  (c,-e)», 
sstifla; 

C        .  « 


Fohran  wir  F,  G,  B  statt  /^,  ß,  h  in  den  obigen  Ansdracic 
Ton  ^  sin ,  so  erhalten  wir  nach  eioigen  leichten  Verwandkingeo : 

■  n«!—)-»,         (F+g(.i-a)-(G+g)ri     ■ 
<  VP  VTo.-rl«+(6.-«"+(c.-rt«'' 


FH-O  VF.  V'(o,-j)i+l*,-W"+(»,->V 

Es  ist  aber,   wenn  wir  der  Kärze  wegen 

t)T)=(a-n,)(6-W-(6-«,)(«-ir), 
riI>l=<*-«i)(»-0-<«-«i)(»-|'). 
l)fl  =  (c-ei)(»— »— («-»iXo-»)! 
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[lcr)=(.4,-4n,)-("-"i)l'+(»-«i)l'. 

[|r»]='(4c,-<*,)-(6-«i)>  +  (i!-c,)|r. 

(«c]  =  (CO,— «c,)  — (c-c,)r  +  (o-o,)> ; 
oder 

[xr]=-(o,-j)6-0:-o)*,-(a-o,)r, 

W  =  -  (*.-r)i:-»-  -»jaiHS-Si» , 
'  [Wl=-(«i-««-(I-i-)»i-(c-':i)f 

setzen: 

™-G>=[jrf'+[f(]H[!r)», 

f (»I  -»)-Cf,  =-  (4-]r)[inrJ  +  (c-))tn] , 

(r+G)(<.,-o)-(C+/j)j,=-(«,-rt[)T]+(ci-))[>rli 

Also  nach  dem  Obigen 

(ti-nCtyMci-arirl 


jr= 


I.       )  v^(o,-jr)»+(4;-?)'+(cr->?[ 

MHW+M" _(ft-iO[tyl-(c-»[»l       1' 

(    V"(o-«»  +  (6-i')"+<c-iF) 


Ee  ist  über  auc^ : 

(it-yy[rrl-i',-«[n]=  («-«.JlK-ö'+A-W'+te-s)') 

-(o,-f)l(»-n,)("|-»+(»-*,)(6,-rt+(c-c,)(c,-))l, 

<'-l')[fr]-(c->)[if]=-(''i-«)i(«-r)H(6-«H(c-))'i 

■   +("-«ic«i-")(»-f)+<*i-*x'-r)+(ci-cXc-»i! 

und  folglich,  ivenn  wir  der  KGrze  liegen 

P=(o-ltJH(«-l')»+(e-«', 
''.=(«.-J)H(4i-)r)'+(c,-!)'i 
ferner 

«  =  (»,_«)  (a_,)+ (4,-6)(4-|,)  +  (e,_e)  (e->) , 
<l,  =(a-«,)<.,-t)  +(4-*,K»,-l')+(c-e,Xc,-!) 
setzen,  zugleich  mit  Vorn echeclHng  der  Zeichen: 
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-(xrPflyTJHW 


i(a.-«)P-(<i-)r)Q  .  (»-ai)Pi-(«i-|t)0.  j 


__  ).  i(i!,-«)P-(c-»)Q  .  (c-c,)P,-(C|-;)Q,, 

Weil  nach  dem  Obigen 

[)T]=-("i-f)«-(X-")*i-(«-«i)r. 

[r>l = -  (»i-W»  -(r-*M-(»-»i» . 

M  =  -(C|-5)a-(»-c)ii,-(c-c,)ir 
ut,  «0  sind  die  absoluten  Wertfae  von 

DtJ,  w.  m 

ilie  doppelten  FlScbeDrlnme  ^er  Projectionea  i}ea  zwischen  den 
Punkten  {abc),  (ui^iC,),  (rf})  liegendeo  Dreiecks  ituf  den  Ebe- 
nen der 


und  beseichnen  wir'  also  den  Flächen  in  halt  des  in  Rede  stehen- 
den Dreiecks  durch  ^,  so  ist  nach  einem  bekannten  Satxe 

Beseicbnen  wir  die  Enirernan^en  des  Pnnkles  fm)  von  den 
Punkten  (nie)  nnd  (ai^iC^)  respective  durch  R  und  Rx,  so  ist 


ff.  =V  («,  -ö'+(4,-ir)'+(c.->)'=  fPi ; 
also  nacli  dem  Obigen: 


■*=4|äl(«r-«)(«-«i)-(n-0B-(«i-r)^l. 
•'=3|äl(»i-«(«-ni)-(4-|')fl-(*.-7)ft^l, 
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u 

Bezeichnen  wir  die  an  den  Spitzen  («Ae)  und  (oiöiCj)  liegen- 
den  Winkel  den  ztrUchen  den  Punltten  (abc),  (<t,Ä,C|),  irfi)  Me- 
cenden  Dreiecks  ^  renpective  durch  u  und  mi,  ao  ist  nach  den 
Lebren  der  ebenen  Trigonometrie: 

'2Lfico8M=    {«— Oi)«  +  (*-fti)*+Cc— Ci)» 
+  (a-X)*  +  (6-r)»+(«:-fl" 
-(oi-rt«-(6i-J')'-(«.-J)', 

2LÄ,cosa»=  (a-o,)»  +  (6-A,)»  +  Cc-Ci)» 
+  (*'i-y)«  +  (»i-r)H(c,-J)« 
-(a-X)"-(Ä-r)«-(c-J)«; 

aUOf  nie  man  leicht  findet: 

LRcma  =—(«,— n)(a-r)  -  (b^-b)(b—y)--(ei—cXc-5), 
iÄaC08i»,=-H'ffl— a,)(ffl,— j:)— (4— A,)(A,  -y)_(c— «,)  (c,— J) ; 

d.  L  nach  dem  Oh^en 

LRcaaoiT^i  —  Q,    ifficos(o,=— Q, ; 

folgRcb 

I'=jt5l(ft,— 4)(Ä— Ä,)+(4-)')icosQi+(6,— Wicoso,), 

Z=|^,  I  lci~c)  (ß— Ä,)+(c- j)I«oBoH-(ci— j)ico««)i ) . 

Weil 

Jl:  R^  =Binii)i  ;siDai, 

ß  iL  =slnaii:6iD(ai-f  Dil), 

fii :  L  =  sinm :  sinC»  -f-  <»i) 

Ut,  BD  kann  man  mit  den  obigen  Ansdrficken  noch  verschiedene 
einfache  TTaneformationen  vornehmen,  bei  .denen  itit  aber  jetzt 
nivfat  verweilen  wollen.    Man  kann  auch 

L=  Rcosw  -(-  Aicosui 


Beaeichuen    wir  die  Reaultirende  der  drei  Kräfte   X,  Y,  Z 
darch  2t>  and  die   auf  gewSholicbe  Weise  genommenen  Winkel, 
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welch«  deren  Ricbtung  mit  ilen  drei  Cuordinalenaxen  «inschliesst, 
dnreh  <f ,  ifi ,  %;  an  ist  ' 

7icosg>=X,    2tcM^=:r,    2icoax=Z; 


Wird  Terner  der  ao  der  Spitze  (jyi)  des  Oreieclu  A  liegende 
Winlcel  dieses  Dreiecks  durch  0  bezeichDet,  so  ist 

_(a_<,,)«_{6-*,)»-(c-c,)«, 
also,  wie  msD  Idebt  üiidet: 

AB,  cosfl™  (fl-0  K-rt  +  (6-r)  (fr^-F)  f  (c-»  (c.-^) . 
Daher  ist  Dach  dem  Obigeo; 

+  2fi,(ß— ÄJco8»i«    ( 

-|-2/iff)C0B0)CO80l|GOsd  | 

=^S  I  «•»in»"  H  Äi^sißw,«  j 

—  2Äffi(l— cosm'— cosi»!*— cosojcosojicosö)) 
Weil  aber  . 

COSd  =  — C08(»-|- »i) 

ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

I  — cos  m* — cos  »i ' — CO  si9co8(0icoiid=8inai8inci),cosä, 
ond  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

X»=  ^Ti  (fi''*in<a''+  ßt'«'"iWi'-2ßÄ]8in(»«iO(i»,co»Ö) . 

Bezeichnen  wir    nun   die   in  Bezni;  aiif  L  als  Grundlinie  ge- 
nommene Hühe  des'  Dreiecks  A  durch  0,  so  ist 

H=  ßsin«  =  ß,siiiii)i ; 
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und  fo^lich 


^^J^^n 


Aber  X.i/=2A,  als« 

Nehmen  wir  jetzt 'det-Küra«  tvefjen  die  Ebene  den  Dreieck» 
^  als  Ebene  der  a^,  den  Punkt  (abc)  ak  Anfang  der  (;i^:}>  and 
die  Linie  X  als  den  posiltvea  Theil  der  Axe  der  :r  an;  so  ist  im 
Obigen 

a=0,    6=0,    c=0; 

«,  =  i,  4,  =  0,  «1=0; 

XU  setzen,  'und  es  ist  folglich 

X=    ~^\R—Ki—rco8a+iL—f)citBo>, !, 

r=— ^r(«»»o.  +  cos»,). 

Es  ist  aber  allgemein 

j:=Rco8(a, 
L — f=L—RcoBw^RiCoaai, 
folglich 
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X=      ^(ßwnw'— Ä,8inw,'), 


Nimmt  mitf)  nun  die  pottitiven  y  von  d«r  Seite  L  des  Drei- 
ecks ^  an  nach  der  dieser  Seite  gegenüberstehenden  Spitze  des- 
selben biu,  HO  ist 

H^f=  Rt'ma^  RiBinoii 

also 

y=  ~'2\*  C*^*»  +  cos»,) , 
Z=0;, 
lolglich;  weil  ifl=:2Ä  ist:  / 


ß        t  I 


F=-^(co»ia+co9ai,)  =  ~£coB2(»  — (Bi)ctts^(M+w,), 


2A 
Z=0. 


ß:«.: 


:6iniV|:sina> 


ist,  so  ist  such: 


^_: C   . 


F(     ft-fi, 


*^-     2ii'  7i, 
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„  f4        fi— g,     . 


Z=ft 
Weil  nach  «lein  Oblften 


cos9i=^)    co8^=^,     co«j;=5s 


Hin^(B  — (ii)i)cos2(o)+  «,) 


CMq(io  —  <a,)cos:,{<o+  oi,) 


COS2=:0.     ■ 

Die  Gleichung  der  Richtung  der  Re^ultlrenden  In  der  Ebene 
der  a^y  i»t: 


S—J=—(x-j:)cot:^(a-m,)/ 


V — 7?9in«=— (x  — ßco8(i))cot(,(o>  —  a,). 

I 

Bezeichnen  nir  die  ersle  Coordinate  dei<  Durchschnltbipank-  j 

tes  der  Richtung  der  Kenultirenilen  mit  der  Axe  der  x,  d.  i.  mit  i 

der  Linie  L,  Juich  p,   ao  ist  \ 

I 

—  R»inu^=  —  (p  —  ltcosa)cat;y(a  —  Uj), 
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'vornhin  +  Vi) 
p  =  R j — 

folgt     Also  ist 

L — p  =  Rep»»  +BiUMto,—R — s ■_ — 


cosnsiniD, 


siDii>,cofl5(»-t-Wi)  j 

—     I  cuaiDHiiiia«-  *  ^  ^  "  I 

=  «1  ^  COS  »i  +  - 

siDacos5.(a  —  tOt)  1 


CO«g(«  — M») 

^      co.2(<»  +  »,)    J2aln^(<»  +  w,)- j^^^^* j 


Weil  M-|-«it  und  noch  nebr  der  »baolat«  Werth  von  a> — Oi, 
immer  kleiner  tis  180**  ist,  so  sind  cos ^((a-t-oi)  und  cosü(«>~ii>i) 

Thcii  xvni.  9 
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stets  positive  Grüssen.  Abo  sind  aucfa  v  und  L—p  pMMve 
Grüssen,  und  weil  nun  nach  dem  Vorher  geh  enden  ' 

Ut,  so  erhellet  aun  einem  bskannten  geometrischen  Salrc,  doss 
die  Richtung  der  Resultirenden  den  der  Seite  L  des  Dreiecks  ^ 
{^egenaberstehenden  Winkel  0  halbirt. 

Weil  fi^dXi  ist,  so  konn  man  die  Resultirendc  K  auch  auf 
folgende  Art  ansdrflcken: 


Nun  Ist  aber 

^c= 

j  Ä«,.ln»=RB,  aln  \etn\ 

9, 

alu 

_..           >L 

Ä«,co,|» 

Weil  bekannt 

IIA 

1 

""2 

^.y<«.^.^*.^. 

-i| 

ist,  »0  Ut , 

Aff.cos  |ö= j V^flÄ,  ( ß + Ä,  +i)(ß+  fi,  -X.) , 
folglich 

Vttlii(H+Ri  +L)  (K+Äi— X) ' 

nan  die  den  Winkel  l 

t  Ut 

ß:ic=rin(2fi  +  »}:sinv 

^«■gdevtw -f  cosgO:!, 
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cot«=:^ —  -■■■j 


folgt     Ferner  Ut 

=  siudeotw-l'CMd' 1 1 
wonn^  steh 

'  .        R~R,cog9' 

'=^*"=     J?.,tng 
ei^ebt    Alaa  i«t 

NSia  •>  0 
wgrauN  aan  leicht 

^RRteam^6=(R-i-Ht)u 
findet.    Alao  Ist  nach  dem  Obigen: 

^~iR+R,)m- 

Den  Fall,    wenn  der  angezogeoe  Punkt   in  der  aiuiehenden  - 
geraden  Linie  liegt,  miiw  man  nno  noch  beaonders  betrachten. 

Die  g^ebene  anziehende  gerade  Linie  eei  'AB=L,  und  der 
•Bj^ogeoe  Punict  liege  in  deren  VerlgDgerung,  etwa  Ober  den 
Punkt  B  hinaus.  Die  Eatf^mung  des .  angasogeaen  Pmbtee  von 
dem  Punkte  B  eei  n.  Thellt  mau  die  Linie  AB  =  L  in  n  gleiche 
Theile  nnd  setzt 


•a  ist  2C  offeähar  die  Grfinze,  welcher  die  GrOsse 

■  ■■  ,,  I  1  I  I       )  « 

web  aShert,  wean  n   ins  Unendliohe  wäcbst.    Also  ist  nach  der 
Theorie  der  beetimralen  Integrale: 


.    n.„t,z^byG00gIc 
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J^       (.  +  !)'-■ 

Fiif  f^-x  —  v,  Sx=Sb  ist 

■-_.4l  '     f *^ t 

Fdr  e=0,  d.  h.  wenn  der  anf^esoeene  Punkt  der  Endpunkt 
B  der  Linie  AB=L  selbst  ist,  nird  {K  =  oo- 

>yenD  der  angezogene  Punkt  in  der  Linie  AB^L  «vibst, 
d.  h.  zivischen  ihren  Endpnnkten  liegt,  so  wollen  w'n  die  beiden 
Theile  dieser  Linie,  in  welche  dieselbe  durch  den  aneezogeneu 
Punkt  ^etheilt  wird,  dur(;h  k  und  i,  bezeichnen.  Nehmen  wir 
dann  die  positive  Richtung  der  KrSne  mit  dem  Theile  i,  als  zu- 
sammenfallend an,  so  kann  die  gesammta  Wirkung  der  Linie  L 
auf  den  in  Rede  stehenden  Punkt  nach  '  dem  Vorhergehenden 
oKenbfir  desto  genauer,  je  kleiner  t  ist,  durch 


darstellt  werden,  was  aogenscheinlich 
d(^-^i) 

'     -.  iXx  , 

giebt. 

Ich  erlaube  mir  bei  dieser  Gelegenheit  eine  altgemeine  Be- 
merkung zu  machen,  deren  weitere  Prüfung  mir  angenehm  sein 
wird.  Man  kommt  nfimlich  hei  ioifgaben  des  Attractionscaicula, 
überhaupt  bei  Unteraucbungenj  denen  das  Attractions-  oder  Gra- 
vi tat!  onsgeselz  zum  tirnnde  liegt, 'sehr  bfiuGg  in  gewissen  beson- 
deren Fällen  anf  das  sogenannte  Unendliche.  Der  Grund  hiervon 
scheint  mir  aber  in  dem  analytischen  Ausdrucke  des  Attraclions- 
geselzes,  oder,  wenn  man  will,  in'  diesem  Gesetze  selbst  zu  lie- 
'  gen.     Denn  drückt  nmn,    wenn  im  Allgemeinen  fi  die  Masse  und 

r  die  Entfernang  bezeichnet,  die  AttracUon  durch  5^au8,    so  ist 
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iTohl  klar,  dass  dieser  Ausdruck  in  daä  sogenannte  UaftiMlIitthe 
übergeht,  wenn  man  r  verschwinden  l&«8t,  und  dass  dies  wobi 
auch  auf  jede  UulerMichuRg  >  der  das  Attraclions^eaets  zum  Grunde 
liegt,  van  Einfluss  sein  muss,  unterliegt  gewiss'  keinem  Zweifel. 
Hen  bat,  ivie  es  luir  scfaeiut,  diese  Bemerkung,  fiber  die  ich  mich 
übrigens  jetzt  nicht  weiter  verbreiten  ivill,  bisher  bei  Untersuchuit- 
ecn  dieser  Art  nlcbt  so  brachtet,  nie  es  hatte  geschehen  sollen. 
Ich  m'icble  wohl  wünschen,  dass  dies  künftig  mehr  gcschShe, 
und  bin  wenigstens  der  Meinung,  iloss  bei  Untersuchun- 
gen, denen  das  Allractionsgesetz  zum  Grunde  liegt,  mit  Rücksicht 
aar  das  vorher  (iesagte,  wenigstens  jedenfalls  besondere  Vorsieht 
zu  empfehleD  ist. 


III. 

Wirkung  der    Anz4ehung   einer  KreisfltTche  auf   einen 

Punkt  von  der  Masse  Lius,    wcldier   in   der  auf  der 

KretunSebc   in    ihrem  Mittelpunkte  senkrecht  sieben-  . 

den  geraden  Linie  liegt. 

Man  nehme  die  Eben*  des  ßegebeneii  Kreise«  als  die  Ebene 
der  xg  eines  rechtwinkligen  Coordinaten Systems  der  xgz  ao, 
dessen  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  ist, 
dessen  Halbmesser  «vir  durch  r  bezeichnen  wollen.  Der  Theil 
der  Axe  der  i.  in  welchem  der  angezogene  Punkt  (j^yi)  liegt, 
werde  als  der  positive  Theil  dieser  Ase  angenommen,  so  dass 
also  )  eine  positive  Grösse  ist.  Dies  vorausgesetzt,  betracblu  man 
zuvSrderst  überhaupt  die  Anziehung  einer  aiif_der  Axe  der  x 
seukrecht  stehenden  Sehne  des  gegebenen  Kreises  auf  den  Punkt 
(I7rt.  bezeichnen  wir  die  erste  Cflordinste  riea  Durchschnitts' 
punats'  dieser  Sehne  mit  der  Axe  der  .r  darch  x  nelbst,  s»  ist 
fSr  diese  Sehne,  mit  Rücksicht  auf  II.,  offenbar: 

«,=«.  fr,=.-v^pc::^.  «,=0; 

jr='ö.  f  =  0.  j  =  l. 

Also  ist 

folglich 

[rrP  +  [rJ?  +  Lw)'=4(!'fif)(r'-^«). 
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Fümer  M 

Q  =— 2\^Sdp-V  r«— *»=— 2(r»— *»), 
«,  = -2V"P=3' V;E5»= -S(r«-.T«) ; 


Daher   sigd   nach    II.  die  Gomposanten    der  Anziehang   ueeerer 
Sehpe: 

(I  ,  4j^r* — aej 

4(>«+^Kr»-A:>)  •  V  r«  +  >•  ' 

0, 

I. 4t{r'-x') . 

eder,  ire«l 

ist,  wi«  Ran  leicht  Snffet: 


2J         ;rVr*— ;c»     , 

0, 

__äJ|_  v^=s> 


Bezeichnen  wir  uen  die  Compeeaeten  der  ADziehnng,  welche  die 
ize  Kreisfläche  auf  den  "  "     ■  ■ 

K,  Z;  so  ist  offenbar: 


ganze  Kreisfläche  auf  den  gegebenen  Punkt  (jrfty  ausfibt,    durch 


"V^+>'., 
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w<u 

..a 

■twt 

oCnb» 

r 

5--a.. 

=0 

M.  « 

iM 

-0, 
=0, 

z= 

__2J^ 

=  r 

'V^rs: 

-^ 

w«  es  DHB  aar  di«  Eatwlcicelung  dea  Inl^iaU 

ADkoMMt,  die  «icli  auf  Tolgcnds  Art  bewertistdligen  lBs»t.  i 
E«  ist 

SeUt.m»n  nun 

so  Ist,    d»  X  und  «  gleich«  Vorzcicbeo  haben  m4  h«fcainrtli«h  9 
positiv  ist: 


waniis  sich  l«icht 


a  >5* 
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«rgiebl.     AUo  ist 


imd  lolglleh  nach  dem  Obigen 
Setzt  lOAn  nun 


3«^ -7==:=,  ea;=rc»; 
80  n'ir<],  weil  nacb  dem  Obigen 


Ninnit  inaD  nuD  die  Bogen  swischen  — ,y»  und  -fü  "r  *e  ■"* 


—  Arcsintr^  Arcsin^i 


D,„;,:cc;.,C0ClgIc 


ji=A-«« 


Uaas  Z  negktiv  faersDakoDinit,  antapricbt  mni  dec  Natur  der 
Sache,  weil  man  den  Theil  der  Axe  der  :,  in  welchem  der  an- 
svxogene  Pankt  liegt,  a]«  den  positiven  Thoil  der  in  Kede  ste- 
benden  Axe  attgenoflimeii  hat  p 


Wir  wollen  zuerst  die  Anziehung  hetrachten,  welche  ein 
Kngeleegment  auT  einen  Punkt  auftllht,  der  ausserhalb  des  Kugel- 
Segments  in  der  geraden  Linie  liegt,  die  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  geht,  find  auf  der  Ebene  des  das  Kugelsegmenl  hegrSn- 
Muden  Kagdkteises,  den  wir  die  Grundflicbe  de«  KÜgelsegments 
1  irerden,  senkrecht  steht 
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D«n  Anfang  der Ooordinaten  legen  nir  in  den  Mitt«tpiinLt  dei 
Kugel,  und  nehmen,  das  von  iteinselifen  auf  die  (irundnäcbe  des 
KaselaegnienU  eefiillte  Perpendikel  als  Axe  der  x  an,  indem  wir 
aogleiclv  den  Tbeil  dieser  Aie,  welcher  der  Richtung  von  der 
für  lind  flache  des  Kiigela^menta  nach  dem  angezogenen  Pnitkt« 
bin  enttipricht,  als  deren  positiven  Theil  annehmen.  Die  gehörig 
als  positir  oder  neeativ  betrachtete  Entreriiiing  des  angezogenen 
Puiikfes  ron  dsm  Mittelpunkte  der  Kugel  sei  e;  die  Entfernung 
der  GrandDäche  des  Kugelsefcmcnta  von  dem  Mittelpunkte  der 
Kugel,  welche  gleichfalls  positiv  und  negativ  sein  kann,  sei  (.. 

Denken  wir    uns  nun  irgend  einen  .auf  der  Ale  der  x  setilc- 
'recht  stehenden  Schnitt  des  Kngelsegments ,    dessen   gebSrig  al« 

JoBiliv  oder  negativ  belrachtete  Entfernung  von  dem  Hittelpunkte 
er  Kugel  Jureb  as  beseichnet  werden  mag;  ao  Gtllt  «ach  III.  di« 
ganze  Anziehung,  nelche  der  Schnitt  auf  den  gegebenen  Punkt 
.  ausfibt,  und  dah^r  offenbar  auch  die  ganae  Anziehung  des  Kugel- 
segmenls  auf  .diesen  Punkt,  in  die  Axe  der  x,  und  oie  Wirkang 
der  Anziehung  des  Schnitts  auf  den  gegebenen  Punkt  ist  nach 
111-,  wenn  r  «en  Halbmesser  der  Kugel  Irezetchoet,  offenbar 


-24»  jl- 


V^«-a:»  +  («- 


ergiebl,  u'nd  e«  min  anf  die  Entwichelaag  des  Int^rahi 

also  auf  di«  Entffickelung  des  lategrak 

«ukonmt    SeUeu  wir  m  dem  End«  e—x^u,  dx=:—Stti  so  i«t 


-.Google 


and  frepo  irir  mi 
Mtnp,  ao  «ifd  ;        . 

«a«  _(»'-f»^■«^ 

VT»— e"+2««-         '  '■!«»  ' 


«8; 


33 Y  r»  +  ««-««a: . 


und  Miilkh 


Vr»~  «"+(«—«)«* 


.     .  («  +  r)(r«— 3.«  +  er)     (»*-2«"+«)  V  «•+■"—*» 
=■+'+  — —53 ^  T 3? 

.  r'-S«»     t>*-2e'+«)V?ii»-«CT 


n.q-.zict.GOOglc 


jt=-4fc5.  +  -33 ^ — 33 :-  5- 

Will  msD  die  Anzlebung  hmben,  irelche  das  Kugele«gmmt 
oiiF  dcu  Mittelpniitt  seiner  Gruodfl&cbe  ausübt,  so  inoss  man  e=f 
setzen,  was  nach  leicliter  Recbiinng 


Will  Inno  <lie  Aiiiiehnng  halien,  vvdcfae  A.a  ^adz«  Kugel  Mt 
eiaen  ausserhalb  liejfeaden  Puakt  ausübt,  so  musa  man  iji  dem 
allgemeinen  Ausdrucke  von  21,  »n  e  die  Entfernung  de»  angexo-r 
-  genen  Punktes  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  beietchitel,  f^r 
setzen,  was 

«  — 2d«Lr  +  -g-^5 3^ J.. 

folglidi  nach  leichter  Rechnung 

4 

giebt    Der  Inhalt  der  Kugel  ist  ö^'x,  also,  wenn  wir  ihre  Uass* 

.durch  n  bezeichDen, 
Tolglich  nach  dem  Obigen 


Da  dieser  Ausdruck  von  dem  Uslbmesscr  der  Kuset  ganz  nnab 

bSngig  ist,  d.  h.  eigentlich  »einen  Werth  gar  nlcbl  Kndert,  wie 
BTona  auch  der  Balbmesäer  sein  mag,  wenn  nur,  natürlich  unter 
Voraussetzung  derselben  EntrerDuns  «,  die  Hasse  fi  ungehindert 
bleibt,  so  erhellet,  dass  die  Kiigel  auf  einen  ausserballi  ihr  lie* 
eenden  Punkt  ganz  so'  irirkt,  als  wenn  ihre  ganis  Masse  in  ihrem 
Mittelpunkte  concentrirt  wKre,  und  dass  dies -auch  von  einer  von 


D,g,t,z.ctvG00gIC 


KH-ei  concentriscii«n  KügetflSchvii  IwgrSnst««  Kngclwhal«  ailt>  «r- 
'  telbar.      Die«  filhrl    zu  dem    Tobende» 

Die  AnsiebunK,  w'elche  eine  von  awei  coDceDtri* 
sehen  Kugel rUcbeo  b «grinste  KugeUcbale  auf  einen 
ausserhklb  ibr  befindlichen  Punict  an^flbt,  ist  jeiler- 
seit  gana  dieselbe,  ala  wenn  die  gesammte  Mausender 
Kn^elscbale  in  dem  gemeinschaftlichen  Mitteipuiilite 
der  beiden  begrän  senden  Ku gel fl Sehen  concentrirt 
wftre. 

Dieser  Satz  ist  (är  die  physische  Astronomie  oder  Mechanik 
des  Himmels  wichtig,  weil  mun  nach  demselben  bei  der  Theorie 
der  Bewegnng  der  Planeten  um  dt«  Sonne,  insofern  man  deren 
Massen' gegen  die  iSonnenmasse  als  unendlich  klein  betrachtet, 
die  Hasse  der  Sonne  in  dem  So nnennültelpu niete  concentrirt  an* 
nebmed  kann. 

Wir  (falten  nun  auch  die  AnzlehntiB  einer  Kugel  auf  eine« 
in  ihrem  Innern  liegenden  Punkt  betrachten,  dessen  aja  posltir 
betrachtete  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  durch  > 
bezeichnet  trerden  mag-  Legen  wir  durch  den  nngest^iien  Punkt 
einen  aitf'dem  durch  diesen  Punkt  gehenden  Durchmesser  der 
Kugel  nenkrecht  stehenden  Kngdkreie,  so  theilt  dieser  Kngel- 
krels  die  Kugel  In  zivet  Segmente,  und'  nach  dem  Obigen  Ist  die 
als  positiv  helrBchtete  Anziehung  de»  grosseren  Kugelsegmenfs 
ofrabar 

.     ^tr»  +  <i-(r«-t»)V;JIll*!,     , 

und  die  gtelcbfalle  als  positiv  betrachtete  Anziehung  des  kleine- 
ren Kugelsegments  ist 


3i*' 


-(^'— e')V'*-^l>, 


wobei  sich  nach  dem  Obigen  von  »elbst  versteht,  dasa  die  Rieb- 
tnng  der  Anziehung  in  beiden  Fällen  mit  dem  durdi  den  angezo- 
genen  Pnnkt    gebenden   Durchmefser    der    Kugel  «i '""' 

Also  ist  offenbar  die  Anziehung  der  ganzen  Kugd: 


d.  i.,  wie  ainfa  hieraus  auf  d«r  Stell«  «rgiebti 
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B«selchnet  trf«det  ft  die  MasM  der  Kngel,  so  Ist 
,L=^ir>jt,      also    i-g^i 
Ibiglich  nRch  dem  Vorhergebenden  die  Anziehung 


Denken  wir  uns  eine  von  zwei  concentriscben  KünlAScben 
begrSnzte  Kngelscbale,  nnd  in  deren  Hühlune  einenPunkt,  so  ist 
die  Anaiebun|>,  welche  die  Kngelschale  auf  diesen  Punkt  anaGbt, 
nach  dem  Obigen  offenbar 

4  4 

WM   cn   dem   folgenden   merkwRrdigen 

Die  Anziehung,  ^reiche  eine  von  zwei  concentri* 
acben  KagetflKchen  begränKte  hom«geneKugetsch«le( 
«der  eine  von  zwei  concentriEchen  Kugelfl&chen  be- 
grfinite  homoKene  Uohlkugel,  anf  einen  iincrhnlb 
ihrer  UShIung  benndlicfaen  Punkt  sasabt,  Teiscbwin- 
det  jederzeit,  und  wo  sich  also  auch  dieser  Punkt 
innerhalb  der  Höhlung  befinden  mag,  sind'die  auf  ihn 
wirkendenKräfte  unter  einander  im  Gleichgewichte, 
der  Punkt  befindet  sieb  rolirlich  flberatl  innerhalb  der 
Höhlung  in  Ruhe. 

Hiermit  will  ich  diesen  Aufsatz  schtiessen»  in  der  Hofiiung 
jedoch,  bald  wieder  auf  den  Attractionscaiculzurfickzukommen. 
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Die   Krfiiiimnng:8theorle   der  Kegel- 
schnitte, elementar  geometrisch 
begründet. 

Vot 

Herrn   Planc4c, 

^       RepetrntaB  an  der  polyteehaiictieii  Schale  ■■   Sluttgirl. 


Hittelat  einiger  Lehtsfitze  Ober  Ceoiralprnjection  IOmI  «ich 
Aer  folsende/  die  KrÜminDiiRslhenrie  der  Kegelschnitte  enthaltende 
SeU  nufstellen.     (TaT.  I.  Fig.  !.)• 

„Zwei  Sebneu  MP,  MQ  eine«  KeKelschnittea ,  die  e^me- 
triscb  au  deseeh  flanplaxen  liefen,  eehüren  einem  BerOhranj;«-' 
Icreta  des  Kegelschnittes  im  Punkte  Jf  an." 

Dos  Projectionscentrum  C  iiei^e  in  der  Ebene,  die  man  durch 
den  Mittelpunkt  O  des  cu  projicirenden  Kreises  senkrecht  zar 
Spur  der  Kreisebene  gelegt  hat.  Auf  dem  Schnitt  der  Kreis- 
ebene mit  der  durch  C  parallel  zur  (j  rund  ebene  fce  legten 
Ebene  nehme  man  zwei  Punkte  A  'und  A'  in  gicicber  Ent* 
.fernnog  vnn  O,  und  ziehe  an  den  Kreis  die  Tangenten  AM, 
AN.A'M',  A'N'.  Es  werden  alsdann,  nie  aus  den  Sätzen  von 
der  Polare  TolKt,  die  Geraden  MN',-  M'N  sieb  in  einem  Punkt  D 
der  AA'  schneiden,  der  zugleich  auf  dem  zu  AA'  senkrecbten 
DarehmeMer  liofct.  Von  A'  aus  siehe  man  ein«  Sekante,  die  den 
Kr^  in  P  nnd  Q  schneidet,  so  bilden  die  Geraden  N'A",  IfP, 
IPM".  WO  ein  System  harmoniscber  Linien,  foliiüch  auch  die 
Gerftdeo  MD.  JHP.  MM'.  MQ,  da  A'NP=DMP  u.  s.  w.  Es 
projicireH  sich  nun  A'P  und  A' M'  als  parallele  Geraden,  und 
symuetrisch  Regen  die  Prnjection  der  Taagenle  AM.  Die  Seh- 
nen MP,  MQ  aner  projiciren  sich,  da  die  ProjeclioD  von  D  in 
üpeDdliche  Entrernuiig   ßlit,    ata   ewel  Sehnen   syiometriscb   zur 
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Projection  von  SIHI'.  Es  nerven  Galgüch,  wie  der  Winkel  der 
Tangente  AIS  mit  MQ  Aem  Peripherieninlipl  MPQ  gleicfa  ist, 
so  auch  dio  l'rojectionen  beider  Winliel  einandeT  eleicli  sein ,  und 
hiernach  ist  di«  Tangente  am  Kegelschnitt  anch  Tangente  an  dem 
die  beiden  Sebnen  enthaltenden  Kreise,  mithin  ist  dieser  Kreta 
Berä  h  ran  gs  kreis. 

LSsst  man  jetzt  bettle  Sehnen  sich  um  glelchvief  drehen,  bis 
die  eine  !«  die  Tangente  Rillt,  so  gebt  der  Rerfibranirskrcis  in 
den  KrümmungMkreis  Aber.  Die  Sehne  !ätt,  nach  der  dieser  den 
KegeTschnilt  «cbneidet,  ist  die  Projection  von  A'IU.  Sie  ist  dem 
Durchmesser  zngenrdnet,  der  mit  dem  der  Tangente  zugeordne- 
ten symmetrisch"  liegtt  construlrt  man  den  Punkt  R  des  Kegel- 
Schnitts,  so  lassen  sich  mittelst  dieses  Punktes  beliebig  viele 
SehDen,  vrie  MP,  HtQ  construiren,  da  RP  und  MQ  sich  imiiMr 
auf  demselben  Dijrchmesser  schneiden. 

Ans  den  Gleichungen  des  Kegelschnittes  und  des  BerShrungs* 
kreises  Ifisst  sich  der  enriesene  Sats  «nf  so  einfache  Wqtse  ab- 
lesen, doss  es  uns  wundern  sollte,  irenn  er,  da  er  doch  immer 
interessant  genug  ist,  nicht  irf^ndiro  ausgesprochen  wS^e.  Vet- 
legt  man  den  Coordinateourspruug  in  den  Punkt  jV,  und  besieht 
den  Kegelschnitt  auf  Azen  parallel  zu  den  Hauptaxen ,  so  heisst 
seine  Gleichung 

Ax^  +  Cs*-^Ds  +  Ei,=Ö       (I.) 

Diä  Gleicbone  der  Tangente  im  Crsprai»;  heisst  Dx-\-  Eg^O, 
folglich  die  Gleicnung  der  Normale  Ex — ^^=0. 

nie  Cleichung  des  Kreises  (n-enn^T,  Fsein  Mittelpunkt)  heisst: 

oder,  da  EX—Dr=0: 

.'  +  5--2;r^^±^  =  0.       (II.) 

Durch  Verbindung  von  I.  und  IL  aber  erfailt  man  eine  Gleichung 

von  der  Form 


eine  Gleichung,  dfe  zweien  dem  Kreis  nnd  dem  Kegelschnitt  g«- 
meiDschartlichen,  symmetrischen  Sehnen  zugebSrt. 

Die  obige  Constraction  des  KrSmraunMmitlelpaDktes  Ist  Air 
die  Scheitel  der  Kegelschnitte  nicht  brauchbar;  da  aber  für  diese 
der  Krtimmungshalbracsser  gleich  der  Subnorraale  Ist,  so  lassen 
sich  die  von  dieser  bekannten  Eigenscharten  benGtzen,  wte  %.  B.  ' 
dass  bei  der  Hyperbel  jeder  Punkt  dieselbe  Subnorraale  hat  mit 
dem  ED  derselben  Ahscisse  gehörigen  Punkt  der  Asymptote,  n.  dgl. 


;,C(iog[e 


III. 

Dlrekler    Beweis    der    irndalation»- 

tlieorle  des  Ucbts  ans  der  AberrattoH 

der  Fixjsteme. 

Herrn  Professor  Dr.  Rtecke 


•  Die  sogeoinnta  Aberration  der  Fixsterne  besteht  im  Wecent- 
licheD  darin,  daas,  wenn  die  Erde  E  (TaC  1.  Fig.  2.)  in  ihrer 
Bahn  um'die  Sonne  sich  in  der  Richtung  von  E  nach  ^  beiregt, 
ein  Stern  S  dem  Anf^e  nicht  in  der  Itklilung  ES,  sondern  in  oer 
Itichlnng  ES"  erscheint.  Dabei  beträgt  der  Ahwelcbungsninkel 
SES',  wenn  derselbe  seinen  grDssten  Wertb  erreicht,  nahezu 
20  Selfunden  and  diese  Abweichung  findet  immer  auf  der  Seit« 
gegen  EA    ku  Statt. 

Wollte  man  z«r  ErklSrusg  dieser  Ersdieiniing  davon  aasge- 
ben,  dass  das  Licht  hei  seinem  EinfrHt  In  die  Erdatmospfa&re 
■eben  sünw  ebenen  BeffefpuiK  an  der  BflTregttBg  der  ErdeThctI 
nehmen  mOsse ,  so  wOrde  sich  darans  awar  auch  eine  Ahwelshung 
von  der  Richtnni;  £5  ergeben ,  aber  nach  der  eBtKegeni{es eisten 
Seite.  Tritt  nfimlich  das  Licht  hei  B  (Taf.  I.  Fig.  ».)  in  die 
E^atmespbfire  und  atsllt  BD  deu  Weg  des  Licbls  in  einer  Se- 
IrawU,  SC  (parallel  mit  EA)  die  Geeoblvindigkeit  des  ErdlcOrpers 
Ter.  so  mflsste  unter  jener  Vnranssetznng  das  Licht  seinen  Weg 
in  der  Diagonale  BF  des  pBralleloi;ramins  rortsetzen  und,  wenn 
es  das  Auge  des  Beobachters  in  £'  erreichte,  der  Stern  in  der 
Ricbtiing  £'5"  erscheinen.  Fflr  den  Fall,  den  ich  hier  allein 
betrachte,  das«  SE  senkreeM  auf  EA  steht,  wire  dann 
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tSBS' _ßF  _  BC       OeachwipJiBlte»  der  Erde 
T  ■  ^  DBF~  Vß  ~~  SU  ~  Geschwindigkeit  des  Lichts 

iMiläuGg  =  4^gjf  =0,0001 


Aberratio»  der  Fixateine  nach  der  entgegengesetzten  Seite  Statt 
findet,  80  folgt  daraus,  dass  die  Voraussetsung,  nonacb  das 
Licht  beim  Eintritt  in  die  Atmosphäre  an  der  Bene^ung  der  Erde 
Tfaeit  nimmt,  unrichtig  ist.  Man  sieht  sich  somit,  uicdiees  schon 
F^esnel  bimerkt  (vergl.  Gefaler's  WSrterbach,  Artikel  UAt 
S'.  338.),  zu  der  Annahm«  genGthiget,  dasa  der  den  Weltraom 
erAHJende  Aether,  dweh  de«»eii  Vibationen  die  Licbtempfindwig  . 
entsteht,  im  ruhenden  Zustande  verbleibt,  näbrend  die  Erde 
sich  in  ihm  und  durch  ihn  beffegt.  Diese  Annahme  «etzt  freilich 
eine  alle  Vorstellung  fibersteigende  Porosität  d^s  ErdkOrpers  nnd 
eine  ebenso  alle  Vorstellung  fibersteigende  Feinheit  des  Aetbera 
voraus.  Indessen  erfordert,  wie  Arago  bemerkt  (vergl.  Gebler's  - 
WDrterli.  Art.  Licht  S.  339.),  auch  die  Ericlärnng  der  astronomi- 
scben  Strahfenbrechinia  die  gleiche  Annahme,  und  ca  stimmt  sol- 
ches zugleich  mit  der  bekannten  Thatsache  dberein,  wonach  fast 
alle  Uenegungen  der  Himmelskörper  genau  so  erfolgen ,  ala  ob 
aicb  dieselben  im  leeren  Räume  oeweefen,  ein  Widerstand  des 
Aethers  also  bei  astronomischen  Berecnnungen  in  der  Regel  als 
nicht  vorhanden  angenommen  werden  darf. 

Etwas  befriedigender  ftUlt  die  Erklärung  der  Aberration  mb, 
wenn  man,  den  Aetner  als  ruhend  annehmend,  nur  die  Bewegung 
dts  AitgSiS  dabei  in  Betfacht  xicht.  Ist  nfimllch  die  Axe  des 
Auges  AB  (Tat.  L  Fig.  4.)  in  dem  Klonient  gegen  den  Stern  S 
gerichtet,  in  welchem  der  Lichtstrahl  SA  in  das  Auge  tritt,  so 
wird  dieser  seine  geradlinige  Bewegung  im  Auge  fortsetzen,  wäh- 
rend das  Auge  mit  der  Erde  sich  in  der  Richtung  ^C  fortbewegt. 
Der  Lichtstrahl  trifft  also  die  Netzhant  nicht  in  der  Mitte  B, 
sondern  in  dem  Punkte  ß',  wenn  nfimüch  das  Auge  sich  mit  der 
Erde  in  dersdheii  Zeit  von  A  nach  A'  beweigt  Ml,  bi  welcher 
das  Licht  von  A  nach  B'  gelangte.  Das  Auge  erhSit  somit  deii 
'  Eindruck  des  StemliehtB  in  dem  Punkte  &  und  versetzt  dann 
den  Ort  des  Sterns  in  die  Verlängerung  der  Linie  B'A'.  Der 
Winkel  AB'A'  oder  SB'»  ist  hiernach  der  AbwrichunEeninkel, 
und  KWDT  findet  hier  die  Abweichung  fibereinslimnienif  mit'der 
Beobachtang  nach  der  Seite  hin  Statt,  nach  welcher  die  Erde 
sich  bewegt.  Auch  isFt  hier  Ar  den  Fall,  dsss  SAC  ein  Reehter 
Ist.  wie  Traber, 

pp-,      ■'t'i'  _  Geschwindigkeit  der  Erde 
tf  .a»a  _^^,  _  UMchwindigkett  de«  LwRto' 
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Eine  geMaere  Cnl«rsuch«lig  »ärt  IndesMli ,  dois  aacfa  iliece 
EiiUnnig  der  Ab«rratloB  mit  dan  TliaUachen  nicht  ganz  fiberein- 
•timmt,  indem  sich  eine  grSaaere  Geschn-lndivkait  de«  LichtcB 
fm  Aofffr  daiwu  ergvbm  wfirde,  ala  nach  ud«rn  umweilelhäT- 
.ten  Etnhnmgen  aDgcnommen  werden  darf.  Aua  den  VerBnsle*. 
roBgaD  der  Jopiteratrabantan  weiss  man  tlämlicfa,  doss  das  Licht 
Im  lartie«rea  Rannt  sich  mit  CHier  Geaehwtiidigkeit  vea 
41(160  Heilen  wr  Seknnd«  bewect*).  Diese  Ge«chn  in  dielte  it  ver- 
mindert sich  abw,  so  wie  das  Qeht  in  ein  dichteres  Mittel  tritt, 
in  demselben  Verfailtnisa,  vrie  die  Sinus  der  firechungaivinkfrl 
AB-.CD  (Taf.  I.  Fig.  &.),  da  in  dem  gleichen  Verhslbüas  sich 
(He  Breite  der  iilditK-eMen  AB,  BE  verniiadtirt  Da  nnii  der 
Brechuii^sexponent  beim  Uebergang  des  Lichts  aiM  dem  leerea 
Raame  in  die  Feuchtigkeiten  des  Augas  (nahezu  wie  Itetm  Was- 
ser) =,4:-^  angenominen  werden  darf  (vcrgl.  Gehler's  WSrterbuch 
182tS.  Bd.  I:  S.  »{3),  so  mnss  die  Geachwimtlgkeit ,  ult  der  sieh 
das  Licht  im  Ange  bewegt. 


SesCtxt  werden. 
Dreh  Division  des  Weas,      ,_  _        

die  Sänne  dnrehschnittlicfa  in  der  Sekunde  zarflcklegt,  mit  der 
Tangente  dee~Abemtionswinkela ,  so  erhult  man  nach  Strave**) 
eine  Gesnhwhid'qcfcett  von  41510  Meilen  per  ISekanäe.  Diese  Diffe- 
renz von  I63W  Meilen  ist  viel  an  groea,  am  sw  ava  BeohBoh> 
tnngsfehlem  erkliien  zu  kSiinen,  man  nrasa  vielmehr  obifK  Er- 
klimng  der  Aberration,  wonach  die  daraas  berechnete  uchl' 
gescbirindigkeit  die  Gescliwindigkeit  desselben  im  Ange  wäre, 
als  aariebflg  verwerfen. 

Das  Fehlerhafte  In  dieser  Erklürung  lag  offenbar  darin,  dasa  <lie 
Art  und  Weiae«  wie  die  Grüsae  des  Abcrrationaw lokeis  von  den  As; 
Iroaomen  gemaaaen  wird,  dnbet  nicht  berficksicfatigt  worden  isL 
Zwar  >«t, Hie  bekanut,  um  die  Grösse  der  Aberration  zu  bestimmen, 
eine  grosse  Zahl  der  verscbied  engten  Winkelmeosungen  erforderlich, 
an«  welc)icn  erat  durch  weitläufige  BechiiuAgen  der  Abcrrntions- 
wiukel  abcHeitet  tvird,  —  indessen  kann  man  doch  fiir  den  gegen- 
wJtrticeil  Zweck  die  Sache  einfach  so  darstellen,  dass  man  zum 
Behuf  der  Winfcelmesauns  dem  Teleskop  diejenige  Richtuns'gibt, 
io  welcher  das  Bild  des  Sterns  mit  dem  Durchschnitt  des  Faden- 
kreuze« in  der  Rnfare  Zusammenfallt.  Dadurch  nird  die  Sache 
vom  Auge  seihst  und  von'  der  GeschHludigkeit  des  Lichts  im 
Ange  unabhingig.  und  e»  tritt  nun  bei  der  ErUI&ruiie  der  Aberra- 
tion das  Fernrohr  mit  seiner  Rrdire  an  die  Htclfe.  des  Auges- 


•)     Kach  Uercokel.     Vergl.   Fitrhet'a    Katorlcbre.     1H40.     Ba;id  S, 
338. 
-*)     «ehler'a  Wörter]».  1816.  SaihregiiVr  S.  353. 
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ts  sei  AB  fTaf.  I.  Fifr.  6.)  die  ROhre ,  F  da*  .Fadmfcrn» 
unit  FC  dte  Ricktung,  in  welcher  sich  die  Ktthre  zugleich  mit 
der  Erde  ben-egf.  Wollte  man  nno  die  Axe  des  Rohr«  i>  K^ia- 
der  Linie  nach  dem  Sterne  S  richten,  so  aiebt  man  letclit ,  das« 
kein  Bild  desselben  fm  Fernrohr  «ntstehen  kSimte.  Der  bei  A 
in  die  RJibre  eintretende  Strahl  SA  bleibt  niulich  i*  der  ger»- 
den  Linie  SÄ,  während  das  Rohr  aicli  gegen  C'hin  fnrtben'est 
so  das«  in  dem  Moment,  wo  der  Strahl  nach  F  gelanften  (rdTtU. 
daa  Farfenkreaz  bereits  in  f  sich  befindet.  Man  mnss  also  dan 
Rohr  eine  soluhc  Neigang  gegen  SA  geb«],  dasa  sich  FF"  aa 
Ah^  (Taf.  I.  Fig.  7.)  verhfalt,  -win  Hie  Geschiviniligkeit  dea 
Rohrs  xur  Gesohi*indi(;keit  des  Lichts,  Bei  dieser  StellunR  der 
Rilhre  wird  der  Strähl  SA,    w&brend   er  seine  geradlinige  Bewe- 

Kng  fortsezt,  immer  in  der  Axe  des  Fernrohrs  bleiben  und  so' 
n  Durchschnitt  des  Fadenkreuzes  In  F*  treffen.  Der  Abtvei- 
chnngsniakel  SF'S'  wird  aber  auf  gleiche  Weise,  nie  oben,  voii 
dem  Verbällniss  der  LichtgeschM-IrtiTigkeit  zur  Brdgcseh windigkeit 
abhängig  sein. 

Nach  dieser  Erkl&rong  ist  die  Gescluvlndigkeit  des  Licht«, 
wie  aie  sich  aus  der  Aberration  berechnen  IKsst,  seine  Geschwin- 
digkeit in  der  Luft,  —  wihrend  die  aus  den  Verfinstern ngen 
der  Ja  altera  trabaaten  berechnete  Licbtsoscb  windigkeit  die  Im  lee- 
ren Räume  iat  Die  Resultate  beider  Berechnnngen  stimmen 
atn-h  mit  hinreichender  Genauigkeit  Olierein,  wenn  'man  enrüg^ 
dasa  das  Licht  in  der  Liiß  sich  in  deinsellien  Terhiltniss  lang- 
samer bewegt,  in  welchem  der  Sind«  des  Brecht»» Winkels  lu 
der  Luft  kleiner  ist,  als  der  Sinns  des  Brecbuoos winkeis  'nä  leeren 
RAume.  Da  nXmIicb  Slrnve  die  GeschwindiEkeit  ana  der  Mt- 
•rration  zu  41S19  Meiten  berechnet  hat  und  &t  Breefani^sex^- 
nenl  beim  Uebergang  des  Lichts  aus  Luft  (van  mittlerer  Dichtig- 
keit) in  den  leeren  Kaum  ^=1,000294*)  ist,  *o  ergibt  sieh  daraiu 
die  Lichtgeschwindigkeit  im  leeren  Raiime 

=  l,000294^mi9=4ISäl  Meilen. 

Dieses  Resultat  Ist  nun  zwar,  da  Uerscfael  die  Geschwintligkeit 
des  Lichtes  Im  leeren  Raum  aus  den  Verfinsterungen  der  Jup(- 
tersmonJe  zu  Jl.ltiO  Meilen  berechnet  hat,  immer  noch  um  29  Mei- ' 
len  zu  klein.  Aber  diese  Differenz  liegt  noch  ganz  inn^halb  der 
beiderseitieen.  Fehlergränzeh ,  welche  Strave  bei  »einer  Berech- 
nung zu  23  Meilen  angibt,  und  es  dürfte  also  In  dieser  Differena 
kein  Grund  liegen,  die  Richtigkeit  obiger  ErklUrnng  In  Zirelfel  zu 
ziehen,*") 


■)     Poniriet' MütUr«  Lobrlinch  der  Phjilk,   IfUS.   M.  S.  8.  SM. 

*•>  Mach  DcuercD  Unteriurhnngcn  (tuvI.  Fiiclicr'i  Kaliirlekr« 
Bd.  a.  S.  33l!)  wäre  freilich  diu  UifTereni  der  beiden  Keauliate  nher  die 
Liolitg«cl)windiglieit,  wie  «ie  licli  sdii  den  Beubarli langen  der  Jupiter*- 
monde  und  der  Aberration  der  Fi»lerne  ergibt,  viel  bedciitmider,  näm- 
lich nin   — -   kleiner,    d.  h.  die  Geachwindigkeit  ffinde   *ich 
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Hicraas  m^ibt  aiok  bob  ein  direkter  Beweis  fiiiY  die  UndiHa- 
tioHstheoii«  des  Liehta,  gtgtmtbet  der  Neu  ton 'sehen  Emanatinn»- 
theoric  Letztere  miuw  uäiiilicb,  irie  bekannt  lar  Erlclärung  der 
^tiMben  Erecheinanveii  eine  vermehrt«  tiesuhtviniligkeit  des 
Lichte  Uh  dichteren  Mittel  annahmen,  «rfibrend  die  UmiulatioiM* 
theorie  gerMte  umgekebit  eine  Verminderang  der  tiescfawindiitkdt 
dabei  voransaetst,  indem  nach  dieser  Theorie  bei  gleicher  Zeit- 
da««r  die  Breite  der  LichtwelIeD  in  );leicbeni  Verhkltniss,  üie 
der  Sinus  des  BetvegHitgawinkcfa ,  nsniniint.  Diess  veranlasstfl 
adwn  Arago  au  dem  WniMohe,  auf  Um  liebe  Art,  wie  Wheat- 
steD«  die  Ge«cbwindifkeU  der  EtbktricitStsbewegiin|{  in  den 
festen  Kütpeni  grossen  hat)  aneh  die  Lieb tgaacb windigkeit  in  - 
verschi  edeneA  Mittel«  messen  za  kOanen,  um  an  auf  dem 
Wes«  «(er  Briabrnne  einen  direkten  Beweis  für  die  Richlif;keit 
det  Undulatiönatbeone  an  erhalten.  Der  von  ihm  voi^eachlagene 
Versueb*)  iat  aber,  ao  viel  liekannt  irnrde,  bi^  jetzt  ni(;ht  ange- 
stellt worden.  Dagegen  bietet  nun  eine  Vergteiehung  der  Ge- 
sebnindigkett ,  wie  sie  sieb  aits  der  Aberration  der  Flxalerne  er- 
gibt, mit  der  Geechwiedigkrit,  wie  sie  sieb  aus  den  Verfitistemn* 
gen  der  inpiteratra kanten  berechnet,  ein  solcbea  Mittet  aur  PrDfiing 
der  Undulationstheerie  dar.  Nach  eb'iger  Erklftrung  der  Aberration 
erbSItinan  aünilich  aaf  dem  ersten  Wege  die  Liefalge'*'i"''i>(Ugk^ 
in  der  atmAspbKriacben  Lurt,  aüt  dem  anderen  Wef^e  dagegen 
die  Lichtgeaehwindigkeit  im  tuftleeren  Räume  und  ea  ist,  wie  ee 
die  UndnHitMnstfaeOm  vAranasetct,  wirklieh  die  erster*  Gaacbwin- 
digkeit  geringer  als  die  letatere.  Aach  ist  das  Verhältniaa  bdder 
Geschwindigkeiten ,  wie  oben  gezeigt  wurde ,  mit  dem  Brechmigs- 
axponenten  beim  Uebergange  des  Lichts  aus  dem  leeren  Ranme 
in  Loft  wenigstens  nicht  Im  WWerspruch. 

In  den  behrbOchern  der  Physik  wird  fest  durchaus  auf  die 
l>iffer«nx  In  der  Licb^eschwindigkelt ,  wie  sich  dieselbe  anrde» 
angegebenen  Ewei  SV^S^n  iMrecbnet,  kein  Werth  gelegt;    beid« 


aa«  der  Akerraiimi  =  4I&I9  Meilen , 
ana  den  Jupilersuionden  =:  41727  Meäei^ 
Disie  grame  Differeni  dürfte  daia  führea,  bei  der  Ertlinug  der  At- 
emtian  aebea  der  Rühre  auch  da«  ObjectiTfcla*  dea  Teletkopa,  mit- 
tdat  deMDn  die  Winkelmeoanc  f^eschah  |  in  Betrachila  sieheo.  Der 
rroiM  Refraktor  in  Uerpat  hat  eise  Brennweite  Tna  I3,&  Fum  =  169  Zoll 
Kioint  man  nnii  die  Dicke  de«  Olijectivi  =  1,3T  Ziill,  ao  durchlänft  da« 
Stcrarnlicbt  inerat  die  Ginur.hidil  tdd  1,37  Zoll  mit  «ioer  Geachwiadig- 

beit    TS«    ~rM~^^*^'^  Metlea,     WMhiDB   die  Laftachlclit  in  der  Rvkre 

TM  1«  Zqll  mit  einer  Ge«:liwiadlgkcit  Ton  ^-^~l^  =41714  Heilen. 
Dieaa  gibt  fnr  die  ^nze  Strecke  van  1«S,37  z'nll  eine  Mittlere  Ge- 
■ebVladigkeit  von  4I&I9  Meilen .  ü1ierelD«ttninieBd  mit  oliigervon  Stritt  e 
h  Derfst  an«    der  Abermtinn  gefundenen  Lichtgcichwindigkeil,' 

■)     Tergt:  Foggendarf«    Annalen  Bd.  46.   S.  2a.    und  Gehler'*  Wdr- 
tobaJi  1845.  Sacbrrgiiter  S.  353. 
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Kesume  weraea  Tiewcar  sm  ■iniiii— wwinii  j  m 
der  iMtH^«  Dntencki«d  d«i>  »»thirflBd^fla  UmaUl 
der  Beobadita^«!!  md  HeiwiHM  mr  LmI  cdcgt 
cfl  acbaq  tnn  \on««  MflalleRO,    dsss  Tau  den  v« 


Bcred»«»  die  wu  der  AberralioD  abgc4eilate  Gcacbiriadigfceit 
iBmer  kleiner,  B>e  grSsevr  gelondMi  wardea  iat,  «ad  ■■•  de« 
HeoMtca  M^IhWgst««  BerechBangea,  fcei  ireleben  mDglwcb  di£ 
F^leqcriBz«  aagegelHB  ul.  Migt  skb*  du«  Ae  (HIctms  jad^ 
blU  bcdesteBder  ist,  um  aas  cm»  üngCBaabk^t  der  Recknaait 
■icfa  erküren  so  lassen.  Dieser  UaUrsebied  ist  ako  mcbt  aaftl 
lw>  er  ist  rielBiebr  ia  dem  CiBstaod' wohl  begrfiadet,  das«  ^e 
Gcäcbtripdigkeit  selbst  in  beidea  Fällen  eine  udere  iaL 


Eiae  \ 


des  LiiÄts  im  Vakmin  sn  41560  Mailäi  nad  dea  Brechanäsenw- 
nentea  Ar  Luft  selbst  zu  l.tiOlU,  wonacb  die  Gesehmadif^eit  des 
Irtcbte  ia  der  Luft  =  4154?  MeUen  sein  ladaMe,  so  belrÜ  der 
caaie  Dnlerscbied  docfa  nnr  13  Heilen. —  also  viddrea^er  ala  dia 
Fehlet^rSnxea  bei  der  Recbjmg;  Zidit  aHM  aber  aadererseUa 
ia  Enricung,  das«  die  EHissMostheori«  eine  n»  so  vial  grCs- 
sere  (»eschwindi^keit  in  der  ataosphlrischea  L^  vwaasaatzt, 
so  mass  man  dock  is  d«m  Csstaad,  dass  aas  der  Aberralio« 
jederzeit  eiae  kleiner«  GeachwiBd^eit  dea  Liebte  bcrea-hnst 
wird,  eisea  rotlen  direkten  Beweis  Air  die  Richtigkoit  der  (Inda- 
latirästbeori«  anerkennen. 

Endlich  sei  norb  bemerkt,  dass  nach  dieser  DarsteDua^  der 
Aberrationserscbeinnngen  zwar  ans  der  Gleichbeit  des  Aberralions' . 
trinkels  (är  sUe  Pixsterne  gefolgert  werden  darf,  dass  das  Lieht 
aller  Sterne  in  der  atmoapb&rischen  Lnft  gleicke  Gescbirii». 
d^keit  besitzt,  —  nicht  aber,  wie  mm  schon  rolgsrn  wollt«,  dass 
das  Licht  fibeulJ  im  Wellall,  von  welchen  aaben  od«  fer- 
nen Sterne  es  auch  komme,  sich  mit  derselben  Geschwindigkeit 
hcwege.  Leti^eres  darf  ztvar,  onterder  Voi^osaetsang  luRlaerer 
Riume,  ans  der  tbatsSchliehcn  GiMchbeit  ariaec  Gescbn-indigkeit 
in  der  Luft  mit  Wahrscheinlichkeit  aneenommen  werden,  aber  «n 
direkter  Erlahm ngsbeneis  fllr  diese  Behauptung  liegt  in  der  Ab- 
«mtion   der  Fixsterne  nicht. 


*)     Vergl.  Beaaclilc,  Koim«».  fU.  ).  I 
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KW, 

Die  DUterentlaUon  unter  dem  Inte- 
grral^lchen. 

Von 

Herrn  Oskar  Werner, 

Lehrer  4sf   UktheMsük  ■«  brcad». 


Wewi  da*  Integral 


/' 


dessen  Grenzen  vod  y  ■bhKnjri^  sind,  mit  Aer  Forderung  gegeben 
ist,  fia  nach  j/  einmal  eo  du£reatjiren,  so  hat  man  dazu  bereit» 
die  Formel 

gerunden.  Der  Umatand  nun',  dass  man  diese  Differentiation 
nicht  weiter  Kotrieben  bat  und  dasa  das  Gesetz,  unter  welchem 
'  die  büberen  Differentialquntienten  des  obii;eii  Integrales  stehen, 
darcb  geringe  Kttnetgrife  auf  ei  Den  einfachen  indepentleDttn  Aus- 
druck gebracht  werden  kann,  bat  mich  anr  Redactwn  der  folgei^ 
genden  kleinen  Untersncbung  bestimmt. 

Yemittdat  4es  SntsM 

du     ri(wg)         dv 

erwclteni' «VIT  «loicbat  die  obige  Formel  zu  Tolgender.; 
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■       4F-/TT»,.v)l     .^FAny)]    „y/d".?),  ,,<y(r..vl 

Um  den  zweiten  DifferentialquotieDleu  unseres  Inlecrales 
KU  erhalten,  dlfferentÜTen  wir  die  Gleichung  1)  nach  jf.  tvoanrctt 
nir  erhallen ■ 

Addiren  wir  hiersu  die  Gleichung 

rfy  dy  rfj« 

welche  aus  1)  hervorgeht,  wen«  wir —    J         anstatt     /(x,  y) 
8«tzen,  so  erhalten  wir 

+     d^  dg'  '-' ■   d^  +'•    rfjT^ 

Ein«  weitere  Dilferentiirang  dieser  GJeicheng  gidil  uns: 


i„c  „Google 


4t 

*        d,'  ^r-     -         ig 

welche  mit  «1er  aas  1)  file' — ^--i  ■"statt  ^(j:,  y)  Bicb  ergeben- 

lieo  Gleicbnng    '              '  . 


T  fl^        ^  dg  ■    .   '     tig' 


durch  Addition  verbunden  eogleich  EU  der  Fornel 

d'[ywn»)i   .itrAy.y)]    „,öl'".s^ 

fahrt. 

Wie  wir  diesen  einfuben  Calcfil  weiter  fortnihreii  kCnnen, 
Ist  klar.  Betracbten'  nir  aber  di«  Resultate  unter  1),  2)  und  3> 
HHif^erniKssei)  mit  Aufinvrluamkeil,  so  (Verden  M'ir  zur  Vermatfaung 
hingeleitet,  dasa  der  nte  Differentiaiquotient  dea  Integrale» 

Ton  folgeuder  Furni  sein  nerde: 
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Um  die  Volt«  Gevtiesheit  dieses  Tor  ^er  Hand  aadi  bypotbeti- 
sehen  Resaitstes  so  habea ,  differeatiireo  wir  das*eli)e  nach .  jr> 
wodurch  wir  erhalten 

''**'  Cr,       >  j        *    /"'iC/C*.»)  j 


Ans  IJ  leiten  wir  aberi  wenn  wir  /"(*,  y)  durch  '  j  '  *  er* 
setzen,  leicht  die  Gleichung 

+ 25^^ z, ^—l^tT^ 

+'■  d)^'    ■ 

ab,  welche  zu  ihrer  Vergängeriu  addirt,.auf  die  Formet 

+ — rii^' ■5*«"'-^ '  ■    rf^+i  '- 

lllbrL  Dasselbe  ttesultat  gewinnen  wir  auch,  wenn  wir  In  4)  n+I 
nir  n  setzen,  wodurch  das  in  4)  ausgeeprochene  Gesetz  von  Je- 
dem Zweifel  frei  ist. 

In  dem  Fall«  F*=a,  wo  n  eine  Conetaofe  bezeichnet,  folgt 
aus  Gleichung  4^ : 
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_.  /-J-/1:».  y)       ■!•[  rgr.  ,)i ,     ,iy(  r.  y) 

and,  wenn  Y^=b,  ans  denclhen  Gleiolrang: 

-^        «ly        *        15^  dy     • 

Wenn  endlich  );leichzeilig  y^  =  a  und  '¥=  b  gesetzt  »ird,  se 
ethnlteB  wir  eue  4}  Ae  bereits  beltainte  Formel; 
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INe  Umformniie:  der  Irrationalen  ge- 
brochenen   Functionen    In    andere, 
welche  einen  rationalen  üTenner 
haben. 

Von 

Heim  B.  Sommer, 

■n  CoblcDK. 


1.  Hst  man  die  gebrochene  Function  ^i  wo   der  ZSbler  Z  ~ 
•in  gans  beliebiger  irratioDaler  Ausdruck  Hein  mag,   dessen  ein- 
zelne Glieder  aber  keine  Separatnenner  haben  sollen,  in   welcben 
Wurzetwertbe  vorkoninte»,  so  findet  sich  in  ^edem  Lebrbucbe  der 
Arithmetik  dargethan,  nie  man,  sobald  iV  die  Form  r+a^a  oder 

aV^i^Vß  hat,  eine  Umfonnung  von  jg  bewerketelligt,  in  wel* 
eher  ein  rationaler  T4eiiner  vorhanden  Ist.  Man  multiplicirt  sSm- 
lich  ZSbler  und  Nenner  der  gegebenen  Function  resp.  mit  r— aV'v 
oder  (*V«-AVjS. 

2.  Ist  Z  derselben  Bedingung  unteraorren,  d.  h.  ist  Z  ein 
Irrationaler  ganzer  Ausdruck ,  so  lässl  sich  auch  RIl  die  ansse- 
debnleren  Formen  von  iV,  nämlich  für  .r  +  ^V  +  l'Vß  und  selbat 
r-t^«Va-f  frV^'l'CV'}'  noch  die  verlangte  Umformung  ausfahren; 
man  gebt  dann  nnr  successive  su  ^erke  und  schafft  eine  Wurael 
nach  der  ander»  fort ,  Indem  man  ateb  den  gegebenen  Nenner  in 
zwei  gleich  ■  oder  doch  möglichst  gleicbgli^rige  Ausdrflcke  zerlegt 
denkt,  die  man  dann  statt  wie  im  Nenner  iV  durch  -f  zn  verbin- 
den,  substractiv  nimmt. 

So  gibt  die  Multiplkation  von 
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nit  icm  Factor 


etoen  Werth,  der  nnr  iKMih  ein»  Wurzel  enIhSIt,  so  «rte  Rir 

JV=r  +  a  Va  +  iVß^cVy 
mit 

ab  KMultat  eiaen  Ausdruck  liefert,  der  nnr  noch  >wei  Warsdn  hat. 

Indiesan  Fällen  kann  niHnmithindurch  rorfftesetzte  Multiplicatian 
zuletst  zu  tiner  UnibnnaDff  knnmen,  die  gar  keine  Wurzel  ant- 
bSIt 

Den  li'aotor  F  als  Differenz  ztveier  nl^lickst  gleichgliedrigeD 
daniutellen,  ist  unerUsalich ;  hätten  «rir  z.  B.  Mr 

ihn' nicht  glMckgliedrig  gemarhl,  aondem  etwa 

geDommen,  dann  nflrde  das  Product  F.  N  auch  wieder  drei  War- 
zeln  enthalten,  die  ganze  Huitiplication  hatte  dann  mithin  nicht 
das  Geringste  genntzt. 

3.  EnthKit  nan  aher  iV  als  Glieder  vier  Quadrat  wurzeln  aus- 
ser dem  raüundles  täliada  r  oder  gar  noeh  mehr  als  vier  Quadrat- 
trarzeln.  dann  Inast  aich  das  Verfahren,  nach  weJcbem  man  stet« 
•ise  Wurzel  weniger  erh&lt,  nicht  mehr  asMendsn;  denn  man 
hat  flir 


F=(r+oV«+*i'|!)-(cVy+rfV*) , 

im  Productfl  F.N  anch  nieder  vier  Quadratwurzeln,  indem  dei^n 
drei  in  {r  +  <tV'n+ 6VjS)»  und  noch  eine  in  (cVy  +  rfv'4)'  enthal- 
ten aiml.,  (Wir  nelmien  n&mlich  r  als  von  Null  verschieden  au. 
da  wir  den  allgemeinen  Fall  betrachten  wollen).  —  Ebenso  laust 
■ich  leicht  zeigen,  dass  bei  einem  2ngliedrigen  Ansdiucke  die 
Moltiplicatiiin  ' mit  der  Differenz  der  beiden  n^liedrigen  Wertbe 
mullipltcirt  (und  dies  ist  noch  der  gün^<tigete  Fall)  nur  f^r  2n=2 
und  zn=:4  einen  Werth  gibt,  der  weniger  als  2n — I  Wurzeln  ent- 
hiH,  d.  i.  treniger  Wurzeln  als  der  gegebene  2>igliadrige  Ausdruck ;  — 
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elientw  (las*  bei  einem  2ii-f-l  gliedrig^n  AimdriiGke  die  MaltipliottiiHi 

mit  det  Differenz  aus  ei'nem  ti  -  und  einem  (» -|- 1)  gliedrigen  nnr 
für  2ji4-1  =  I,  oder  3  dies  noch  gibt.  —  Wir  untanasMn  es  de« 
Beiveis  bier  weiter  auazuftihreii,  da  derselbe  aebr  leicht  ist,  so- 
bald man  nur  die  Anznfal  der  Corabiaatienen  xnr  zweiten  KlaaM 
einfahrt. 

4.    Um  nun  einen  Ausdruck  ron  der  Ftttm: 

ilcr  N  Qaadratn-nrzeln    enthalten  m^,    durch.  HüHiplication   mit 
Factor  F  rational  za  macben ,    trllblen 


+icVa(Jy....i. 

n-0  mithin  die  erste  Keihe  alle  Combinalionen  der  Wurzeln  "ent- 
halt^ die  in  iV -vorkoranien ,  xur  ersten  Klasse .  jede  mit  tineni 
noch  (inbeBtimniten  Coefficienten  niultiplicirt,  die  uveile  Reihe  die 
Canibinationen  zur  ziveilen  Klasse  u.s.  w.  bis  zur  Nteii  Klaa*e. — 
Im  Ganzen  enthült  daher  der  Factor  F 

'+»+=Ti''+ +  '■ 

d.  i.  2-  Glieder. 

Bildet  man  nun  das  Pmdiict  F.H,  so  werden  hierin,  nie  man 
leicht  erkeniten  wird,  nur  Wurzeln  rnrbonimen  kGnnen,  die  aach 
in  F  vArknmmen.  Macht  man  nun  die  Iledingone;  dass  nlleCnef* 
licienteii  dieser  slimnitlicben  Wurxelii  vergeh tvtnden  »allen,  s«  er- 
halten wir  hierdurch, '2" — I  Gleichungen,  die,  weil  2*  unbekannte 
Coeflictenten  vorhanden  irfnd,  noch  einen  derselben  irilllcfibriich 
anzunehmen  p;c8tntten;  dies  letztere  werden  wir  wohh  nm  geeig- 
netsten dadurch  benutzen,  dass  wir  t^^l  annehmen.  ,  Der  neue 
rationale  Nenner  nird  nun  lär  (  =  1: 

r + aaxi  +  bßx^ + cyx^  ^  -dlx,. 


DirirWerthe  sowohl  wie  diejenigen  aller  anderen  unbekannt 
ansenomnienen  Coerßcienten  ~  kllnnen  aber  nicht  Wurzelausd rücke 
enthalte»,  da  sie  sich  ja  sSmmtItch  aus  Gleichungen  vom  ersten. 
Grade  herleiten,  die  Constanten -aber,  welche  ili  diesen  Gleichungen 
vorkommen,  seihst  keine  anderen  als  rationale  Grüsscn  sind. 
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B«iefiiel.     Für 

JV=3-hV2+2v3 
W 

*'Jir|=(3+2»i  +  6»J  +  (3»,  +  l+%)V2+(3ai+2+S,)V^ 

+  (3f+*,+2j:,)v«. 

Di«  CMÜdsateii  arn  ^w  9  ergeben  *tch  ilaher  ene  den  drei  Glet- 
cfanngen : 

3*,+l+6j=0 
3»,+2+2,=0 

Die  erste  dte^ser  Gfeiclinngee,  mit  2  mnltiplicitt,  hiersa  die  2te 
eddirt  uod  Ton  dieser  Summe  die  mit  3  multiplicirle  dritte  sobtra- 
birl,  gibt 


nnd  daher  ane  der  ersten  und  zweiten  nun 

19  2 

»■  =  15'    ''•=-lä- 


*-.ff=3+2^.+te.=J+„-j5  =  ß 

wird. 

.  5.  Siiid  unier  den  Quadratwurzeln,  die  In  iV  enthalten  sind, 
auch  soldiCi  welch«  Combinationsformeii  vob  andern  gleichfallfi-  -. 
vor  kommenden  sind,  ao  kann  man  diese  bei  der  AafstelluHs  der 
Form  von  F  ala  gar  nich't  vorhaadeu  aoMhen;  eo  k.  B.  bat  Tflr 

A'=:r-i-a\  a+ÖVß+c^üß 

der  Factor  die  ganz  ähnliche  Fofm 

»+ar,v'«+a-aV|J+yVig, 

die  er  auch  bähen  würde,  wenn  da«  Glie^  ^V^  gar  nicht  in  Pf 
Torfclme,  oder  wenn  c=0,  d.  b.  n;enii 
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wäre. 

6.  EpAIIIt  N  nao  sh«r  nicht  nnr  QuailratwnrzeiH,  sondern 
iiacb.hOh«re  Wuneln,  so  bleibt  daa  Verfahren  doch  sani  daweih«, 
nur  wird  die  Fonn  von  F  etwas  anagedefanter  werden.    Sei  z.  B. 

Dann  mOesen  wir  in  der  Form  von  F  b^  der  Combloatlon  der 

Warzelwerthe  Vtf.  Vßi—  anch  atets  diejenieeo  Ausdrucke  bte- 
rdckalchtigen ,  die  msn  aas  jeder  einzelnen  (^mbinationafomi  er* 
btit,  wenn  man  an  die  Stelle  von 

Va  setzt  V«*.  Vo",....  v'k'^'j 
ebene 0  statt 

Vß  setzt  C'ß*,  Vß', V^-'; 

statt 

vr  Mtit  Vf.  vA-'-Vj*"'! 


und  zwar,  wie  eich  von  «elbat  veratebt,  Ist  jeder  dieser  Ansdrücke 
mit  feinem  'eigenen  unbekannten  Coeffideaten  zu  mnlti|iliGiren. 

1  der  'einen  Form  Vo .  Vß  die  Formen 


Va-Vß*,  ya'Vß',  V'-Vß^f—Vt^'^Wß'; 


Es  wird  hiernach  der  Factor  F  die  Form  erhalten: 
-        .  + 
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+ . 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Wurzelwerthe  ivr  F  iAub  dem  einen 
rationalen  Gliede,  daa  wir  schon  der  Einheit  gleich  gemacht  ha- 
ben, wird  daher 

l  +  [(«-I)+{n-I)  +  (p-I)+. ] 

+  [(»-I)(n_l)+(Bt-l)(p_|)+  ..„1 

+  .    ,    - 

-H;(m-1)(»-I)(p-J) ]•■ 

Es  ist  aber  dieser  Wertfa  nach  der  Algelira  nichts  anderes  als : 
tl  +  (™-l)][l+(»-X)J(H.(p-l)l 


'  Der  Factor  F  enthalt  mitbin  m-n-p.—  minus  1  unbekannte 
Coenicienteir,  die  wir  auf  dieselbe  \Tt,  nie  in  Nr. 4.,  durch  ebenso 
viele'  Gleicliungen  ermitteln. 

Uns    Verfahren  in  Nr.  4.  eelttsi  ist  nur  ein    besonderer  Fall ' 
von  dem  eben  beb'andelten  (St  m:=^n^p=x.. . 

Die  BemeHtung  in  Nr.  Q.  IXsst  sieb  auch   hier   leicht   flber- 

trsg«n;   kommen  hier    z.  B.  Glieder  vor  nie  V«!  V«']---*  und 

Combinationen    mehrerer   Elemente   wie  V«-   Vß*   etc.,   so  be^ 

achten  wir  «ach  nur  die  Werthe  V",  yß  ols  Elemente,  berüok- 
sichHgen  aber. wohl,  dass  fSr  jedes  Element  auch  seine  stellvertre- 
tenden zu  t,etzen  sind. 

Beispiel.    Ffir 
*     .  JV=3— SVS 

wird 

F=H-;r,v3  +  Xav5« 
und  A/'={3-2.{Lra)  +  (Ir,— 2)^5  +  (3i,-2:r,)VB». 

daher  fSr 
TU«»  svni.  '  4. 
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3j:,-2=:0,  S^a— XjT,: 

oder 

2  4 


wird  der  ii«ie  Nenner  werdeö;  3 "    — 


-3' 

10.4  _ 

"9' 


7.     Sind     nun     im    Nenner    auch    Glieder     von   'der     Form 

:t    als 
aäch    • 


y  u-t-Vß  vorhanden,  was  wir  bis  jetzt  ala  nicht  stattfindend 
ansenonimen,  ao  lasseD  sich  indessen  auch  diese  wegscbafen, 
sobald  wir  nur   dem  F  eine  solche  Fotiu  geben,  dasi   wir  nnter 


,V. 


seinen  Elementen  ausser  V  a-l-Vß  ■">d  dessen  stellvertretenden 


PotenzenV  (f+Vß)*'  — -V  (k+VJ*)"-*  auch  noch  Vß  mit  «einen 
Stellvertretern  V|S',...V|J"~'  anfnehmeo. 
Man  sieht  daher  hieraus,  dass  z.  B. 

ganz  dieselbe  Factorrorm  hat  nie  der  Nenner 


Man  behandelt  also  hier  V  f+Vß  "'ie  die  Wursel  aus  einem 
mtionalen  Werlhe,  nur  dass  man  noch  seine  innerhalb,  stiebende 
Wurzel  berBcksicbtigt. 

Analog  zSblt  der  Ansdrnclc 
fGr  die  drei  Elemente: 
jedes  mit  seinen  Stellvertretern. 
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8.  KontftN  Waneln  vor,  in  denen  ^ich  di«  innerhalb  »lebenden 
Wnrzeln  nicht  stets  bis  zu  Ende  erstrecken,  tvie  a.  B.  bei . 

M  gilt  dieser  fllr  die  drei  1 


a+bVß+cVy,  Vß,  VY 
jaden  mit  den  atell vertretenden  Potenzen. 

Man  nieht  htertos  and  ans  der  vorigen  Namroer,  da«»  wihrend 


\/~' 


die  Elentenle  vertritt: 

\  /    <'-nV ß+^VHäx/dAI    pfcVy+rf\'d'Vy+rfv«,*'* 

dagegen  der  Ansdmck: 


\^ 


a+bV  iJ+cyy+rfVd 
die  Elemente  bedingt: 


v^- 


+bV  ß^^rUvi.  T  ^tcv-/,  Vy,  vi- 


Hiendit  sind  alle  PBlIe  vorgesehen,  die  \a  irrationalen  Aoa- 
drflcken  vorkommen  können.  —  Wenn  nun  auch  die  Aosftihmng 
in  den  meisten  FSIIen  eine  sehr  complicirte  ist,  da  man  so  viele, 
freilich  nur  lineare  Gleichungen  zu  iGsen  hat.  so  iut  es  doch  nicht 
ohne  Interesse  die  Müfilicbkeit  aabeim  gestellt  zu  haben,  die  Irta- 
tionalitSt  gekrochener  Functionen  gahz  aHein   auf  den  Zähler  zn 
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Mcrfen,  da  Ja  bekanntlich  bei  Brücbcn  der  ZShler  viel  blegsanef 
\at  &\s  der  Neiiner. 

9.  Das  Verfahren,  welches'  wir  gezeigt  haben«  tst  natOrlich 
auch'  gültig,  wenn  man  statt  der  Constanten  t,  a,  b,  ...  a,  ß,  y^ 
Functionen  irgend  welcher  Variablen  hat.  Um  beenem  zu  rechnen, 
(vird  man  sogar  sich  diese  Functionen  durch  solche  fiiicbsfaben 
ersetzen  r  dann  die  unbekannten  Coeflicienten  ganl  auf  die  gezeigte 
Art  bestimmen  und  erst  dann  wieder  die  gegebenen  Functiunen 
einfahren.  Will  man  auch  hier  trieder  (=1  annehmen  oder  will 
man  es  gleich  dem  kleinsten  Vielfachen  aller  Nenner  der  ermittel- 
ten Caemcieoten  annehmen,  um  nämlich  diese  CoefGcieaten  selbst 
als  ganze  und  nicht  ala  gebrochene  rationale  Functipnen  xa  elftal- 
ten, dns  bleibt  natfiriich  gleicbgilltie;  am  vortheilbaftesten  dOrfle 
es  indessen  auch  hier  sein  den  (t-VVerth  gleicb  1  zu  wählen. 

Es  folgt  hieraus  z.  B,  Jiir 


und  f  und  /*  als  rationale  Function  von  x,  sobald  der  ZSbler  aneb 
nnr  soIcKe  Wurzeln  oder  dereb  Combinationen-entbllt,  dasa  die 
com pttcir teste    Wurzel    im    umgeformten    Ausdrucke     mit    Ihre 
".efiici     ' 


Coefficienten : 


^V0iv-«9(a:-«").. 


sein  wird,  wo  <p  und  F^  rationale  Functionen  sirt<L  Vermittelst 
der  Zerlegung  in  Partial breche,  die  wir  auf  den  CoefGcieaten  noch 
anwenden  können,  würden  wir  noch  weitere  Vereinfacbungen  vor- 
nehmen können;  es  htit'te  dies  Bedeutung  fUr  die  Integration  ge- 
brochener irrationaler  Functtunen,  wenn  es  nnr  erst  gelungeir 
wSre  das  Integral  von 

\^(:c-«)(a;-0 

1  man  mehr  als  zwei  Factören ' 


'  10.  Es  Jiann  zuweilen  geschehen,  dassi,  wenn  man  die  zweite 
Factorform  von  Nr.  4.  oder  diejenige  von  Nr.  6.,  bei  welcher  ^=1 
istj    benutzt,  man    IGr    die   unftekannten  CoelBdenten  AusdrOcke 

TOD  der  Form  g  oder^  erbfilt.  Geschieht  dies  nun  auch,  so  dea- 
tot  dies  doch  keineswegs  dabin,  dass'  ein  Factor  nicht  ezlstirt^ 
sondern  nur  darauf,  dass  die  angewandte  schon  rcducirte  Factor- 
form (für  Q=l)  unter. dieser  redueirten  Form  «lebt  aufgestellt 
werden  kaan.    Es  i«t  uümlicb  die   zweite  Form  von  F  in  Nr^  4. 


D,q,;,:cc  ..Google" 


»3  . 

der   enleo  hervoi^eguigen ,  indem'  man  g  herausnahm  und 

.9ll  +  fv>^  +  jVß  + ] 

und  hier  imti  den  ^Werth.'ftls  ganz  rationalen,  nicht  mehr  berücli- 

slcbtiget  —    Ein  solches  Herausnehmen  von  f  ist  aber  nicht  zu- 

''laie,  wenn  f  selbst  vergeh n-ind et,. wenn  also  mit  anderen  Wor- 

I  das  ganx  rationale  Glied  des  Factors  F  gleich  Null  ist;  claoa 

!n,  wie  man  dies  anch  ana  dem  Ausdrucke 

.i+^v.+aviJ+..... 


schon  ersieht)  wenn  maa  trottdem  die  reducirtv  Form  von  F  an- 
gewandt hat,  sich  die  Coefficienten  unter  Formen  wie  g  oder  x  er- 
geben, vnd  xnar  ooter  j.,  wenn  sie  nicht  in  Wirklichkeit  in  ihren 
correapondirenden  Werlhen  in  der  ersten  Form  von  F  verschwin- 
den, dagegen  unter  k,  wenn  ihre  correspondirenden  Wertbe  ver- 
schwinden.   ' 

E8  gibt  die«  ans  daher  die  B^el:' 

Nimmt  bei  ^er  frflher  angegebenen  Kegel  bei  der  Bestimmung 
de«  Factors  einer  also  alle  Coefficienten  Bruchronncn  mit  dem 
Nenner  Null  an,  so  hat  man  nur  die  Factorenform  in  der  Art 
XD  modificiren,  das«  man   alle  Coefficienten ,  die   unter   der   Form 

g  erscheinen,  so  wie  auch  das  constante  rationale  Glied  I ,  weg- 
ISsst,  nnd  nun  die.  Rechnung  mit  einer  kleineren  Anzahl  von  un- 
bekannten Coeffiuienteu  vorznnehmen.  (Einen  dieser  Coeffielenten 
kann  man  nun  wieder  der  Einheit  gleich  annehmen). 

Beispiel    Fflr 

wOrde  Itir 

F=l  +  a;,  V2  +  x,i/7+yVU 

i&r  ^,,  x^  uud  y  die  Form  x  resultiren;  wir  wShIeu  duher 

.    Fm^v2^xV^  +  y-vii- 
Zar  Bestiminung  von  x  und  jp  resultiren  die  drei  Gleichungen: 
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Die  zireile  von  der-ersten  subtrahirt  zei^t  acbon,  weil  aie  die 
mit  3  multiplicitte  dritte  ist,  dass  diese  drei  (ileichniigeD  io  Wirk- 
lichkeit nur  Etvci  unabbSngige  Gleichangea  sind. 


y=— ^und  x  —  ;j. 


F=:.Vi-^Vr^'^VU 


JVF=-2-;.7=-4 


Dies  Verfahren  findet  ancb  seioe  Anwendui 
constaater  Cnelficienten  Functionen  verbanden  sin 
der  vorigen  Nummer  bertihrt  wurde. 
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VI. 

Veber  den  Wfnkelspiefi:el- 

Ton 

Herrn  Doetor  Julius  Hartmann, 

GymBUiallehrer  m  RintBln. 


Der 'AVinteUpiegel  wird  von  den  Physikern  als  ein  untvichti- 
geree  InshDinent  gewöhnlich  nicht  sonderlich  beachtet ;  daher 
«ich  in  den  raeieten  Compendien  über  denselben  entweder  nur 
fcnTEe  «p^cieile  FSlle  berOhrende,  oder  gar  unrichtige,  —  n-eil  ku 
allgeineiR  susgedehnte,  —  Angaben   finden/)     Deshalb    erlanbe 

•)  Z.  B.  Hüllet  (Poniltet)  Ste  Aafisge  1S44.  ftig.  B&S.:  „Betrüge 
der    Winkel    -.  -,  —    de«  ganien  DnfangM,  ■<>  -hätte  man  6,  8,  10  Bildor 

G eitler..  WörterlHidi..trL  Ksleidoiliop  ,  van  Brand««,  ft.  Band 
p.  815,  rnibilt  nnr  d«n  Fall,  wo  7  in  B60*- aurgfht.  Im  Art.  Spiegel 
T.  Monoke,  6.  Band.  pag.  932,  i(t  nnr  tod  parallelen  Spiegeln  die 
Rede. 

Giemen*.  Köa\K*herg  IB39:   „Int  der Keigangiwiokel  n*,  laUtdie 
...        n...        380     .  860  ,     .      ■  .    SßO 

Aaxahl    der    Bilder   — — '»  •«an  -r—  g«rftde  i«t.    '■'-=-    ungerade,     lO 

enti  tehen 1  oder  —~  Bilder,  jenachdcia  der  Gegenitaad  gleich 

-oder  angleich  weit  Ton  dem  Spiegel  itolit".     Aber  wieviel  lieht  man? 

Ko^ps.  Eaaen  IMT:  pag.  355.  .,Wenn  y  in  380«  nicht  anfgehl. 
aondera  awiaeben  m  und  n-f-l  .aial  darin  rnthaUcn  iit,  können  n  und  n+i 
Bilder  eracheinen ,  was  coia  Ort  de*  GegcHtandea  abhängt.  Wenn 
f  ta  360  ftmal  aafgeht,  lo  lielit  man  den  GcgeniUad  n  mal"- 

Mnaok«.  1880.  p.  568.:  „Zwiacben  mner  Ketgung  von  180°  bU  O" 
(f]  liegt  nlta  ela«  dar  Gröue  de«  Nelguagawinkcl«  umgekehrt'  proper- 
tieaala  Menge  vaa  Bildern,"  fTT]        ' 
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ich  mir  im  Folgenden  einige  BemerliiKigea  darfiber,  namentlich  um 
zu  zeigen,  daea  in  den  meisten  Fällen  für  einen  be^timuiten 
Meiguiigswinbel  der  Spiecel.  ja  luich  dem  Standpunkte  des  Au- 
ges, drei  verschiedene  Anzahlen  von  Btldern  gesehen  iretden. 

Um  die  Erscheinungen  tu  sehe»,  kann  man  sich  sehr  leicht 
einen  Winkele|)iegel  anfertigen.  IVIaii  hefeatige  die  Siiiegel*)  — 
etwa  in  Form  von  Rechtecken  von  2  und  4  IiIh  5  Zoll  Seile  ge- 
schnitten —  auf  Hechte rken  von  Pappe,  dieamobern  und  vordem 
Rande")  rahmenartig  Gberstehen  kiinnen;  durch  aüreeleiinte  Pa- 
pier streifen ;  und  klehe,  die  Spiegel  mit  der  spiegelnden  Seite 
auf  einander  gelegt,  Aber  die  Schnilt^linie  ein  Stii<.'k  Leinwand,  das 
das  Charnicr  bildet.  Den  einen  Spiegel  befestigt*'*)  man  nachher 
auf  der  Linie  MO'*  eines  eingetheUten  Halbkreises,  nährend  der 
audere  auf  der  Binlheilung  herlicivegt  werden  kann.  Ein  Papp- 
streifcfaen,  rechtwinklig  umgebogen,  mit  einem  Schenkel  an  die 
Eiiitheilung  sich  anschliessend,  und  mit  einem  Tndex  versehen,  auf  , 
dem  andern,  aafrecbt8tchenden,-eine  OeSnung  smlcrecfat  Ober 
dem  Index  tragend,  dient,  den  Ort  des  Auges  zu  fixiren., 

ImFolgenden  ivird  voraasgesetzt,  dass  die  Spiegel  von. der  Schei- 
tellinie  ans  nach  drei  SL'iteii  unbegrenzt  seien.  l>ie  in  praxi  nü- 
thige  Beschränkung,  kann,  ohne  der  Allgemeinheit  Eintrag  zu 
Üiun,  dadurch  unschädlich  gemacht  werden,  aass  map  nur  das  Auge 
nahe  genug  an  die  Scbeitellinie  und  dem  eingethellten  Kreise  britijjt^ 


Aas  dem  Reflexionsgesetz:  „Der  Ausfallswlnkel  ist  dem  Eiii- 
rallwinkel  gleich  n.  s.  w."  ergiebt  sich  bekanntlich: 

(I)  Dass  das  Bild  hinter  einem  ebenen  Spiegel  so 
weit  liegt,  als  der  Punkt  vor  ihm.  —  Der  Ort  des  Bildes 
zeigt  sich  als-Spitze  eines  Kegclf,  dessen  Basis  die  l^upille  ist.  — 
Hier  soll  der  Emfachheit  wegen  bloss -die  Axfe  dieses  Kegels,  mit 

BauingartDor.  8to  Aufl.  1tt>S~  p,  550:  „tk'ahatb  gelten  «olche 
ninlicl«)!!'»))!  aueh  nurn-l  Bilder".  [V!]. 

Et*«nlDhr.  4to  AdO.  M.  p,  2i»:  „Ut mon  dor  »to  Tboil  voa  3C0<>, 
■o  entitnhen  n— I  Itildoc-'  [1?]. 

Lniiteichligor.  Fignreatafdn  1B11.  T.  Fig.  8:  „Ei  cricheincD 
die  Rüder  xo  nft  {weniger  ein)  mal  vcrrielfaebt ,  al«  der  Keignng«wla- 
kol  In  300«  enthnltm  i«f''  [??]  n.  «.  w. 

')  Am  liedcn  niRtnllae.  Gewühnltclie  gclian  kcmo  «Rharfo  Schritel- 
linic  nnr.h  doppelte  Bilder;    geirhwAn:!«  G]iiu|iiefrel  *■<  i^enlg  Lildit. 

")  Der  hintere  die  Seilet  teil  inle  bildende  »nd  der  untere  Kand  MÜi- 
•en  ohne  Rahmen  «ein. 

**')  Gewhtoht  die«  hinsa  etwa  dnrrh  3  nns  der  Linie  JW  hervnrra- 
fi^ndo  Slccinadeli|iilzcn,  welche  in  die  Papprahntcn  otsdringon ,  lo  lünt 
mich  der  Spiegel  abnehmen,  anfbltfppen   nntl  I>eqtiem  nafhcwuhrcD. 
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welcher  der  sehr  acblsnke  K^el  ohne  dies  löst  eanx  zasammen- 
laltt,   IQ  Betracht^gexogen,  d.  h.  das  Aagä  als  Punkt  betrachtet 

f)  Ange^ulnd    UflgaiistaDd   liegen    immer  ror,    das 
hinter  d e.r  8piegelebeue. 


§.2. 

Bilden  zwei  Spiegel  RIO  uod  -dj^  (Taf.  II.  Flg  1.)  einen  Win- 
kel (=7)' mit  Ginandcr,  so  sind  die  vier  Winkelräume  zwischen 
ihnen  und  ihren  Ervcciterpngen  so  unterschieden,  da^s 

I.  {RMyf)  vor    BM  und    vor    JtJH 
li.  i^MR')    vor      -        -    hinter  - 
IIL  iRMjlf)  hinter  -        -      vor      - 
IV.  (R'/U^')hiatet  ■       -    hinter  -  liegt. 

.  (3)  Auge  und  Gegenstand  mflssen  daher  immer  im 
Raum  |.  (RM^  zwischen  den  Spiegeln  seihst,  die  Bil- 
der aber  in  II.  III.  und  IV.  liegen. 


-         ■§.  3. 

Ein  Gegenstand  fPutikt)  B  (Taf,  II.  Fi^.  1.  und  2.)  zwischen 

RM  und  Att^\it,  im  Spiegel  RIO  sich  spiegelnd^  hinter  Siesem 

ein  Bild  bf.    Dies  vertritt  gleichsam  die  oteTle  eines  jieuen  Ge-- 

genstftiides  und  gibt.  In  AM  sich  spiegelnd,  das  Bild  |3s*)  wobei 

Bbt  senkKcht  ^n  RM  steht  und  von  RM  halbirt  wird 

(J,6,    ,       -  ■  AM      ■       -        •    AM       .  ■     .      ' 


5.  i. 

Um  den  wirklicticn  Gang  der  Lichtstralen  zu  Qbersehen, 
ziehe  man  (Taf.  Jl.  Fig.  9.)  vom  Ange  O  nach  dem  letzten  Bilde 
ßt  die  Gerade  Oß^  ivelche  AM  in  ^  trifft.  Von  diesem  Punkt 
moss  der  letzte  btrul  ins  Auce  gelangen.  Ferner  ziehe  man  von 
2a  nach  dem  vorhergehenden  Bilde  6.  die  2,6i,  irciclie  RM  In  2. 
trifft,  und  endlich  %B,  so  ist  lÜt^O  der  Gang  des  zweimal 
rcflectitten  Stralcs.. —  Es  Ist  leicht  zu  ztfigen,  dass  dadurch 
Winkel  %%M=02iA  und  'l^iM=^B2iR  «ird. 


•)  ~Uie  Bilder,  äie  «ich  hiotcr  RM  gebildet  h'afaea,  find  mit  0  (latoi- 
iacb),  die  durch  S|iiegGliin)t  in  AM  entitHndenon  aber  mit  0  (gdebUacb) 
ecBichaet.     Die  angchängtcD  Zablea  geben  dio  Zahl  der  KeAmionan  an. 
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Uas  Bill)  |Sg  (Taf.  II.  Fig.  1.  und  2.)  kaan  nun  wiedei  die  Stelle  eines 
Gegenstandes  fSr  i^vtf  vcriceten  und  hinter  diesem  ein  Bild  b% 
gelten,  wenn  nieder 

ß%^  senkrecht  xvBM  steht  und  woo'RlH  halbirt  wird. 

Der  tvahre  Gang  d«ti  dreimal  reflectirten  Strales  ergibt  sich  wieder, 
ivena  man  (Ta^  II.  Fig.  3.) 

Ob,  zieht,  TrelGhe  IFM  in  3»  trifft 

hh ^»  i»  3,   - 

as&i  ........    RU  in  3i     -    und 

3,fi  zieht 
Er  ist  fi3,3t3,0.       ^ 

Ebenso -kann  b,  wieder  als  Gegenstand  Rlr  den  Spi^el  jtM 
gelten  und  hinter  diesein  ein  Bild  p«  geben  n.  s.  w.  Der  wahre 
Weg  der  LicbUtrablen  trSre  £4iV,4,0.  n.  s.  W. 


J.,6. 
Wie  wir  hier  eine  erste  Folge  von  Bildern 

betrachteten,  die  dadurch  entstand,  dass  wir  abwechselnd 
zuerst  blos  RM  als  vorhanden  dachten,  worin  A, 
dann    blos  ^jtf    -  '      ß* 

dann    blo»  RM    ■  -  .  .      b, 

sich  bildeten,  erhalten  wir  noch  eine  xweiteFolge  von  Bildern*), 
die  dadurch  entsteht,  dass  wir  abwechselnd  (TalT  IL  Fig.  1.) 

suerst  blas  AM  als  vorh«iden  ansehen,  worin  ßi 
dann  blos  RM    •    -     •  •     bii 

dann  blos  ^M    -  -  ■  -     ßuj 

sich  bUdet' 

(4)  Diebeiden  Folgen  unterscheiden  sich  bloa durch 
den  Anrangsspiegel. 


*)    Aie  Bilder   der  onten   Folce  »iai    mit    n 
zn-eiten  Fol);«  mit  rSmiichcn  Zanlen  vcmbra. 
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Alle  entfitehend«!!  Bilder  liesen  im  UmTaag  eines' 
Kreises  ans  M  vom  Radios  MB,  indem  (Taf.  II.  Fig.  1.) 

ßfB  und  Mbi,  Ml  und  Mßi.  Mfi^^Mb,    u.  s.  w. 

als   Hypotenusen  je   >«r«iei  congmeotet  racfatwinkliger  Dreiecke 
gleich  Nnd.    Ebenso  ist       ' 

MB=siaßi,    Mßi=Möii  u.  a.  ,w. 


§.  & 

Die  in  3. 5.  angedentete  fortKehende  Entatehung  neuer  Bilder 
M  nicht  ohne  Ende.  I>ie  Fotee  scBliesstBich,  sobald  ein  Bild  i  n  oder 
hinter  die  Ebene  des  Spiegels  tritt,  in  der  es  sich  EunSchst 
8[ü^eln  mfisate. 

Nun  li^en  die  lateiaischen  Bilder,  b,  hinter  B/U,  also  Jm 
Ranme  III.  oder  IV.  Die  in  Jlt.,  welche  zugleich  vor  _  AM 
Senn,  geben  hinter  AM  ireitere  Bilder.  Nicht  so  aber- die  in 
ÄCl'Dnddie  indem  Räume  IV.  lieseoden.  Die  griechischen,  hinter 
^#  Kesend,  Bind^imßaDnie  II.  oder  IV.  In  II.  sind  sie  zugleich 
vor  if#,  pflanzen  sich  also  ireiter  fort;  nicht  aber  die  in  MB' 
nnd  dem  Ranme  IV.  liegenden.. 

(6)  Das  erste  Bild  einer  Folge  also,  das  in  den  Schei- 
telraam  IV.  der  Spiegel  (die  ochenkel  desselben  mit- 
gerechnet) gerSth,  ist  das  letzte  (Schluss-)  Bild  die- 
ser Folge. 


§.9. 

Dass  aber  von  den  auTeinaDderfo  Igen  den  Bildern  jeder  Folge 
eines  einmal  in  den  Scheitelraom  treten  mnss,  sieht  man  leicht. 
Da  die  Vci bindungsUnien  (Taf.  II.  Fi^.  1.) 

^1  A^i        '  Ms  senkrecht  zu  RM 

^ißt   '       ffaß*  bißt  senkrecht  zu  AM 

stehen ,   so  machen  je  zwei  benachbarte  dieser  Linien  denselben 
Winkel  (Peripherie Winkel),  den  RM  and  AM  machen,  also  <p. 

(7)  Der  Bo^en  zwischen  je  zivei  alternirendenBiJ- 
dera  derselbcti  Folge,  wie 

fti  61,  A,A, ,ßß,,  ß^ßt 


Dni,t,z.ctvGoogIc' 


ist  also  =2q^  Votr  den  lateinUcben  Bildern  6,  A,  6(  z.B.  muss 
daher  eines  einmal  ud)  n'eniger  als  29  von  R'  alistcLen.  -r~  Ist 
dieser  Abstand  nyn  zd),  <ai  oder  =9,  so  liegt  Jas  fragliche  Bild 
selbst  im  Scheitel  ran me  und  ist  Schluesbild ;  steht  es  aber  weiter 
als  9>,  aber  .weniger  als  2ai  von  If  ab,  »o  liegt  es  am  wenieer>  als 
I9  rechts  v»n  A'  im  Räume  III;  es  entsteht  dann  noch  das 
folgende  (griechische)  Bild,,  das  aber  dann  mn  weniger  alf  I^lioks 
von  A',  also  im  Scheitelraum  liegt. 

Gans  Gleiches  gilt  von  den  Bildem  der  zweHen  Folge. 

(8)  Im  Scbeitelwirfkelranm(die  Schenkel  mitgerech- 
net) g-ibt  es  daher  Immer  zwei  Bilder,  von  jeder  Folge 
eines. 


§.  la 

Ist  der  Gegenstand  B  von  RM  um  den  Bogen  y  entTernt,  von 
jHÜ  aber  um  f'=ip~y,  so  sind  die  Bogen  für  die   erste  Folge: 


^4=39) +  r 

für  die  zweite  aber: 

Aßiii=2g)  +)-' 
Aßi~iip  -J-jr' 

s.  11.  • 

Was  von  einem  Punkt  B  gilt,  gilt  von  allen  im  Bo)[en  AR, 
Neben  einander  liefrende  Punkte  weraeu  Sich  auch  neben  einauder- 
llegend  abbilden,  oa,  wenn  y  um  diy  zunimmt,  die  Bogen  des 
S.  jO.  um  Jy  Uli  -  resp.  abnehmen.  Es  werden  sich  also  die  ganze 
Keihe  von  R  bis  A  (0*'^bie  9*^,  der  ganze  Bogen,  im  Allgemei- 
nen ebenso  wiederhnU  abbilden,  wie  der  Punkt  B.  Auch  werden 
die,  Bilder  aller  Punkte  der  Straten  MR  und  MA  in  den  Stralcu 
von "^  nach  den  Bildern  der  Punkte. A  und  A  liegen,  also 


ÄÄH— 9)  +  / 
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Betrachten  vfh  der  Einfafifahelt  w^en  neben  B  nur  noch  ei- 
nen Pankt  A  im  Bogen  RA,  «o  entstenen  auf  Taf.  II.  die  Figu- 
ren 3.  bie  8.,  Fig.  3.  und  6.  fSr  die  erste  Folge,  Fig.  4.  und  7.  rar 
die  zweite  Folge.  Man  Cbeisiebt  dabei  togleicfa,  daaa  bei  jeder 
der  beiden  Folgen 

(10)  die  beiden  ersten  Fficher  (das  Ote  nnd  Iste, 
Ote  nnd  Iste)  nnd  die  beiden  letzten  an  eioandeT.stoa- 
sen,  durch  %ine  Spienlebene  resp.  deren  Erweiterung  getrennt 
sind  —  dazwischen  aber 

(11)  abn-ecbselnd  allemal  eines  leer,  das  andere 
nit  einer  Bilderreihe  erlilllt  Ist  (vergl.  §.  100.  dass  aber, 
(reim  man  beide  zusamtnengehirrige  Folgen  auf  «tnandei  gelegt 
denkt  (Taf.  11.  Fig.  5.  und  &),  wie  «s  der  Wirklichkeit  entspricht: 

(12)  ein'  Fach,  das  bei  der  ersten  Folge  leer  ist,  bei 
der  2ten  Folge  eine  Bilderreihe  enthalt  und  umge 
kebrt; 

(13)  ferner   dass  die  Ordnung  der  griechischen  Bilder  im 

Zeigergang*)  bei    erster  Folge:  gaßl 

zweiter  Folge      Ißaif 
der  lateinischen  Bilder  In  G^egengaog  bei  erster  Folge  rabl 
'  zweiter  Folge       ^ar 

ist,  also  die 

griechischen  in  der  Ordnung  (Taf.  H.  Fig. 5.  und 8.) 

0  -9  O  9  , 

die  lateinischen  in  der  Ordnung 

...(Äir,  Ol  *i(iil/H)A//fliK'"n>»)"a  b^Wiir)...- 
>   o  9  o  y        ■ 

rolgen,  wobei  die  eingebkinimerten   in   einen  Punkt  zusaminenfal- 
len  nnd  die  darunter  stehende  Gradzahl  enthalten,  und 


*)    Zei  gergas a:    in    4emaalheD   Sinoe   hemnifcrsählt, 
Zeiger  eioer  Uhr  umlaufen;  Geg-engnng  li  *    ''  '~     "' 


mgobehrlas  Sioaa. 
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(]4),dass  die  geradstelligen  Bilder 
bei  der  erste»  Folge  im  Räume  II.  nod-IV.  (links)  griechisch 
-    zweitea     •       •  III.  und  IV.  (rechts)  lateiaiscfa 

die  ungeradstelligeo  aber 

bei  der  ersten  Folge  In  III.  and  IV.  (rechts)  lateinisch 
•    zweiten  -    II.    •      IV.  (links)  griechisch 

sind. 

(16)  (Ferner  wird  man  heme/keUi  dflss  die  gerad- 
stelligen  Bilder  £Aenbitder,  die  nngeradslelhgen 
Crejr'ibilder  sind.) 


S-  13. 

Dabei  aber  hedarr  die  G^^nd  um  den  SchdtdwipkelrauiB 
noch  einer  nfiheren  Betrachtung'. 

Wenn  man  ASOf':^g<p°  -t-v^  nimmt,  wo  g  eine  ganze  Zahl  and 
D^  g>,  nicht  aber  =0  sein  eoll,  so  hat  man  ron  _A  an  im  G^engang 
und  TOD  B  an  im  Zeigergang  allemal  g  Fächer  (Hauptfaeber) 
(deren  erstes  allemal  das  mit  Ü  bezeichnete  kwischen  den  SpiegelD 
ist)  —  die  nicht  bis  au  den  Sch^Itelraum,  noch  weni- 
ger hineinragen. 

Das  dann  folgende:  „EndTäch"  reicht  f<>r  c=<p  bis  an,  fQr 
ff  <  9  in  den  Scbeitelraum  hinein.    Ist  nun 

'  g  ge,rade  (Taf.  II.  Fig.  3.,  4,  vnd  B.,  q,=7Q9)%  so  ist  das  letzte 
Haupträch  uneeradstellig  (weil  das  erste  mit  0  bezeichnet  ist) 
das  Endfacb  also  geradslellig.    Dies  liegt  aUo  (14)  fär  die 

erste  Folge  hinter  ^JV./^',  (auf.der  linken  Seite  ran  AMj^, 
ist  griechisch  und  endist  mit  Ig^if)'*)  {».  14.  und  13),  welches  r** 
links  von  A'  liegt.  —  Fflr  i>=tp  atuHst  es  bis  an  MR';  für 
e<9i  liegt  MR'  m  diesem  Fache.  —  Der  Thetl  des  Fachs.  (Bo- 
gens),  weicher  nach  links  von  MRf  Megtt  kann  sich  (als  griecnlsch) 
nofb  einmal  itr  ]\JR  spiegeln,  ^ibt  also  darin  noch  ein  (ateini* 
nisches  „SctalusBiach*'  (em  ganzes  Ifir  f^^i  ein  StQck  Olr 
v  <9>)>  welches  sich  mit  >>4-i(0'*)  endigt.  Letzteres  liegt  c'^ rechts 
von  H',  also  9 — v:^^  links  von  A'.  —  Für  die 


')  Zar  leichterrn  Ueberaiclit  itnil  die  niit  g.riechlieben  Bi1d«m 
«rröltlen  Bo|^o  ■  tSrker,  aU  die  latuiniichon,  die  der  eratcn  Folgo 
angetiSrig;en  ganz  antgezogon,  die  der  zweiten  aber  nnlerbro- 
ch  en  geieiclinci. 


D«i,t,z.ct.CoogIc 


sweite  Folge  liegt  das  geiadstellige  Endfach  hinter 
RMR'  (auf  der  rechten  Seite  von  RMR').  ist  Uteiniach  und 
endigt  mit  r^  (0°),  welche»  i"  liniis  von  A'  liegt.  —  Mjt  stüüst 
rär  v~(p^  gerade  »n  dies  Fach,  (Ür  v—<p  liegt  es  In  demselben.  — 
Der  Theil  des  Bogen»,  welcher  noch  rechts  von  !ä  Jf  lieel,  wird 
in  lUesein  Spiegel  MA  ein  grieehisches  ^chlussfach  geben, 
welches  sich  mit  i^-f,  (tp")  endigt  Dies  liegt  v°  links  von  Af. 
Han  hat  aüo 

(16)  jf  gerade:  ersfer  Folge  griechisches  Endfach  endigt 

mit  Xg,      «*  lints  von  jf  " 

latetniaches  Scblossfach  endigt  mit 

■    r^+i ,  i"  links  von  A! 


griechisches  Schlussfacb  endigt  mit 
Igi-i,  v^  Woiay an A!. 

Durch  ganz  Ibniiche  Betrachtungen  findet  sich  fHr 

07)  g  ungerade  (Taf.  II.  Fig.  6.;  7.,  8.,  5.  =  48<0 
enter    Folge  Utein.    Endfach     endigt    mit  lg.  t°  links  von  A' 
griecb.  SehlaBSfachend1gtmitpf^.i,  «*>_.  ...... 

zweiler  Fo^e  griech.  Endfacb  endigt   mit     <fg,      v" 

UleiD.  Schlussfacb  end'^mit /ffi,  (" 

so  tiass  sich  also  fQr  beide  Fälle,  (d.  h.  für  jedes  91)    . 


^18)  erster  Folge  Endfach  und  zweiter  Folge  Scbluss- 
facn;  ebenso  swelter  Folge  Endfach  und  erster  Folge 
Schlussfach  aneinander  anscbliessan. 

(lÜ)  Dadurch  enthSlt  der  iScbeitelraum  gerade  zwei 
vollständige,  Bilder  reihen  von  O^bis  9>'>;  jede  theilweiae  latei- 
nisch nnd  theilweise  griechisch ,  aus  dem  Scblussfach '  und  einem 
Stack  seines  Endfachea  bestehend,  um  v,  resp.  um  c,  gleichsam 
zasai^mengefaitet  und  auf  einander  gelegt. 

FfirJ  gerade  griechisch+»/'*(c+l)..95*|»<'..((-fI)tHeriechi8ch 


»l'Ä 


Fai^nngerade  lateinisch  yte+l^.a^l^pofq)— l)...i.o*lateinisch 
griecbiscb  AiO......l0°f.0oi v°  i^riecbiscb. 

^)  (Von  M  «ach   l  und  nach   p  (^c  and  O»)  entsteht 
au'eb,  allemal  eise  Kachlinie  (Radius). 
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§.  14. 
Will  roan  jeUt  bee(inimen,  H-ieviel  Bilder  (den  ure>f> rundlichen 
Gegcnstaml   mitgerechnet)  enteleben   kSnnen,   so   braucbl  man 
nur  nachzusehen,  ivie  viel   mal   ein   bestimraler  Grad   in   den   ver- 
«ichiedenen  Fächern  zusammen  genommen  vorkommL 

Zuerst  sieht  man  sagleivb^  dass  ein  Hauptfach  jeden  Punkt 
zwischen  0  und  ip  enthSIt.  Hauptföcher  sind  es  aber  2g — 1=A. 
Im  Scheitelraum  kommt  jeder- Gradpunkt  zweimal  vor.  —  Für 
die  beiden  ausserhalb  des  Scheitelraumes  liegenden  SKkke  der 

< 
Endßcber  abermuss  man  miteischeid«!,  oh  v=s  ist*) 

> 
Ist  v^f  (werfii  tp  in  360«  eine  ungerade  AnsabI  ran  Malen 
aufgebt),  80  erhalten  die  beiden  Endfadistticke  zusammen  gerade 
^nmal  die  ganze  Gradreihe  von  0*>  bis  ^'>. 

Ist  i'<£|  so  fehlt  ihnen  zusammen  das  SiClck  von  r  bis  e 
(Taf.  n.  Fig.  11.,  ip=SO^.  . 

-Ist  t'>E,  SO  enthalten  sie  zusammen  eine  ganze  GraJreihe.  und 
ausserdem  noch  die  zn-iscben  t  vnd  v  liegpnaeiL  (Taf.  II.  Fig.  d. 
und  10). 


I)  v<C:ist  (tp  in  300   zwischen  einer 


geraden  und  die   folgende . 
istä.  (Taf..ll.  Fig.  lf)von 


ztrbchen  t  und  tp' ' 

oder;  zTriscben  0**  und  |i 

\n  +  %  Bilder 
-    9 — I  ondp]  ' 


zwischen  V  imd  e  I  ,  ■  n  m-u 

zn-isobeHä  nnd^  g» — fA 

'  'U+1  Bilder 

-    von       I  und  T-|) 

von  0  nnd  ip  selbst  — g — (^^+1)  Bilder    von  0  und V       g+l* 

*)  In  dar  an^Bhängten  Tabelle  ilnd  fär  die  vertchieilenen  f  der  ß, 
v  nnd  (  inr  bequemen  -Ueb^tlcht  angeeeUen ,  ebeoio  noch  die  n  nnd  p  . 
BUi  der  Relation  :  SW^ttf  +  f,  —  vo  für  n^2g,  f=:Svi  für  n=2^1 
aber  p=^ir — f>  i«t.  ' 
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■2)  t.=  E  iat,  (qo  hl  360  ein«  nngerade  Anuthl  von  Haten  aufirelit) 
»on  Punkten  "      ' 

zwischen  0  »nd  e  oder  v{ 

KKiscben  (  oder  w  und  ^l     ^  ^^ 

oder  zwischen  0  and  X 

^\n\\  Bilder 

zwischen    |-undf 

v«n  e  oder  e    .  .  .  .  A+2  Bilder 


von  0  und  9)  . 


ren  0  und  qo  ■  .  . 


3)  v>£  ist,  (o  iu  360  zwischen  einer  nngeraden  ond  der  folgenden 
geraden  Anzahl  vitn  H^n  enthalten  bl)  von  iSinkten 


zwischen  0  und  e)  „,, . 

«lachen  f  und  v'  *+'  ^''"" 


oder  zwischen  0  niid     iJ^\ 

■  ^   J«+l  BUder 

ztvSiu^hfsn  "  /  "'  im 


xwiscben  c  und  o  A  -f  4  Bilder   . 

«wischen  ^^^  und  ^i*  H-f-S  BHder 
in    >  and  V  A-|-3  Bilder 


von  (hnnd  ip  — 3—  Bilder 


von        0    und   9  -»-  Bilder; 
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xM'iscben  0  upd  tp  A-f  3  oder  n  Bilder 
»Ol»  0  und  9>  -q—  oder  „  Bilder. 


§.  15. 

Haben  wir  im  Vorhergehenden  fteneben,  welcbe  Bilder  skb 
flberbanpt  bilden  küiinen ,  so  Icomnit  es  doch  elgentiicb  daranf  an, 
-welcbe  von  ihnen  man  von  «in»r  beetimmten  Stelle  anii  (für  ein«n 
heatiramten  Ort  des  Auges)  auf  einniai  übersieht.  —  Von  den 
anf  einander  Fallenden  lateinischen  und  griechischen  Bildern  des 
Scbeitelranmes  wird  das  An^e  allemal  nur  eines  sehen,  alwr 
welche,  bedarf  noch  der  nfiheren  Unlersnchung. 

Damit  da»  Auge  ein  Bild  sehen  kanno,  niass  die  Grade  vom 
fraglichen  Bild  nach  dem  Aqee  den  Spiegel  treffen,  in'  nelchem 
sich  das  Bild  zuletzt  gespiegelt  hat;  nach  unseren  Figuren  «ind 
deshalb  die  lateinischen  Bilder  nur  sichtbar,  trenn  die  Ver- 
bindungsliiiien  derselben  mit  dem  Auge  den  Spiegel  /UK;  die 
griecnischen  nur,  wenn  sie  den  Spiegel  MA  treffen. 

Uenkt  man  sich  durchs  Auge  und  den  Scheitelpunkt  (eigentlich 
Scheitel  1  i n I e)  lU  eine  Rerade  (Ebene),  nelche  den  Bild<!rbogen 
des  Scheitel  wink  eis  in  <$  trifft,  so  treffen  alle  Linien  von  Punkten 
auf  der  re.chtenSeite  von  iSnacb  irgend  «reichen  imSpiegelraomL 
liegenden  Punkten  der  gedachten  Ljjiie  (Ebene)  (als  Orten  des  An- 
ges;  den  Spiegel  R3t,  von  Punkten  links  vA»  S  den  Spiegel  ^Jf. 

^2)  Wenn  der  Winkel  «,  den  die  gedachte  IJnie,(Ehene) 
mit  dem  Spiegel  RM  macht,  sich  lodert,  und  das  Au<;e  sich  in  der 
'  Richtung  von  R  nach  ^  bewegt,   so  ändert   sich   auch  der 
Ort  'S,  mithin  wechseln  im  Scheitelraum  die  sichtbaren  Bilder. 

Dagegen  macht  es  keinen  Unterschfed,  oh  das  Auge  in  jener 
Linie  (Ebene)  bei  unverändertem  a,  sich  bewegt,  und  dem  Schei' 
tel  M   nXber  oder  femer  steht 


5-  lö- 
schen wir  nun,  welche  Bogentheile  sichtbar  sind,  so  kommen 
zu  den  A  ganzen  Hsnptföchern   noch  die  mit  dem  Winkel  a   ver- 
änderlichen Stacke  Her  beiden  End-  und  Svhlnssfächer   hinzu 
Dardber  hat  man  x.  B.  Tolgende  Ueliersicht: 
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I  rir  7  («»de:  s.  B.  v=70°,  ;=£,  »=40°,  l'^W  (T>r.  II. 


EssllsSo 

5 

f 

oeeeeooe 
1   1    1    1    1   1   1  f 

1  rnr 

1 
i 

1 

0  bi.ro 

0-70 
0-70 
0-70 
0—70 
10-70 
30-70 
30-70 

r 
T 
j 

0  bis  40 
0-30 
0-20 
0-10 
0-0 

41 

*)  Der  dem-ponkl  -V  nRch««  Bn^m  im  Sefieiletvlnlrcl  sBAült  die 
Orte,  w»  S  «iili  bBÄndet,  wenn  d»  AnRe  Ift  dn  Klei«baa>iiigM  Pokttta 
-  •tehL  —  Recht«  *vn  don  betreffenden  Pnaklrn  (di«  alao  gvirUaer- 
naaaMD  die  Orte  de*  Aii^c*  rep rasen lirrn)  sind  daher  di«  dünngeieicb- 
aeten  (lateinischen),,  link«  die  (liirkgesfliGlinelen  (grieehi- 
aehen)  Bilder  in  nahmen. 

")  In  dn  allxenieineD  Aa«dtächei>  die  Differmien  nor   licrab  bie  O*, 
die  Sumnieii  nur  hlDanf  bi*  ^'.  ' 
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(33)  fflr  9  uneerad«:  z.tl.  0=18<),  «=s3, 
(T«r.  II.  Fig.  10.)  -K  .7     T 


R 

oooooooee 
1  1  11  1  .1  1  1  ^ 

1 

•6 

1  1  1  M  1  f 

31"? 

!« 

?! 

I 

1  1  1  1 1  1  1  1  s 

all 

c 

I 

©OOOOO© 

1  i  1 1 1  ir 

Wie  mau  sieht,  so  beschränkt  sich  der  Unterschied  zwischen 
den  Fkllen,  wo  fj  gerade  uad  ungerade  i«t,  daraar,  dass  latei- 
nUch«  and  griechische  Bildet  nml  q»  — a  und  «'  ihre  ItoUeo 
tavsche»- 


§-  19. 


Solche  Ueberaichten  tär  andere  (p  knonen '  wir  leichler  durch 
tine  Art  sraphischer  Darstellong,'  d.  h.  durch  Figuren  i^ewinuen, 
die  dasselbe  Gesetz  b "  '  ._•■■._  .    . 

«bnulesen  sind. 


:  befolgen,   aber  leichter   zu  conalrnlren  und 


;.CoogIe  . 


nffi 


.  «9 

Zeivhn^en  wir  nXnilich  Tür  jedes  der  4-FIi(;ber  (die  zwetEnä- 
HMlcweiSehluMföcber)  je  «ii.Quudrat  von  der fj«ite  =q3,(Tar.ll.  Fig. 
1'2.  bis  Ifl  und  Kt  bis  w)*)  nältiiieii  uuf  der  (^uiidUtiie  gleicfasiiin 
KU  Absciascn  die  Winkei  a,  zu  Urdinatea  aber  di«  fijr  aas  frut;- 
liche  et  aichHiaren  Uofrenstflcke  (Orte  der  sichtbaren  Gegenstände), 
so  belc&meu  wir  eineUeibe  von  Ordinaten  ffir  die  aiifeinBiider  folgenden, 
AbstissflB,  die  gezeicbuet  eioe  scbraHirtfl  Stelle  des  Quadrats  ge- 
ben. FSIJI  dann  die  KreuEungsliuie  von  u  uud  «inen»  Winkel  y  (de» 
der  Gegenstand  mit  dem  Spiegel  Jt!3  macht),  in  einä  scbraTSrte 
Stelle,  ao  ist  der  Gegenstand  sichtbar,  sonst  nicht.  Legt  man 
nna  diese  vier  Quadrate  auf  einander,  so  erhftit  man  Taf.  II.  Fig. 
'JO.  und  21.  (für  g  gerade  imd  g  ungerade},  die  die  Bilder  In 
den  vier  FScheru  ziwammen  repräsent  irt.    , 

5  zeigen  sich  darin  in  3  Ecken  1,  in  den  .beiden 
I    3,    in    det   Mitte    2    .scIlralTirto   Stellen   auf 
einandet   liegend. 

Der  Unterschied  ziviachen  diesen  zusammengesetzten  Qua- 
draten ßr  g  gerade  und  ungerade  ist  der,  dass  v  nndf,  nicht 
alter  die  Gradoe Zeichnung  umgekehrt  ist. 


§.  2ft. 

lUiltels  eines  solchen  Quadrats  ^natfirlich  mit  Weglassung 
der  unn  unnüthigen  SchrafGrung)  (Tal.  IL  Hg.  "22.)  beaiitnorteu 
sieb  dann  sehr  leicht  die  beiden  Fragen:  ' 

I)  Wenn  das  Ange  [fflr  tp=:.70  z.  B.}  in  einem  bestimmten 
Grade  steht,  b.  B.  ri4»  (von  A/V  entfernt),  in  welchen  Bo- 
l^entheilen  iiiuss  der  Gegenstand  stehen,  wenn  man  io 
^jenen  vier  F.ictiern  J,  2  oder  3  Bilder  sehen  willt 

Uie  Dreiecke  a  64  40,  so  wie  *  Ö4'  30'  eind   gleich- 
~  schenkt^,  daher 

64.«=64.  40=24  Grade 
ft.64'-^ö4'30'=34      ■ 
Steht  Biso  der  Gegenstand  ß.        ^     . 
xwischen    0»  und  24"  (von  RM)  eo  gibt  es   1  BUd  ") 
24«  nnd  36»     -        -        ...    2  Bilder 
36»  und  70"      ■ 3  Bilder. 

3)  Wenn  der  Gegenstand  in  einem  bestimmten  Grade  steht 
X.  B.  r=13,  wo  sieht  das  Auge  1..  2...  3  Bilder) 


Firmen   enlHpRchen   Nr.  {tsy  und  (21)   noch   den   gleichtau- 
■talMin,  («)  ('* 


(Mdn»  KwclkitHl 

■>•>    S.'Nr.  (2T)oBd  (S«>. 
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Es  ist 

13  nt  =::13  40'=27  Grude 
M  13' =13' 30" =17  Grade 
also  Bi«fal  (las  Auge 
swUetwi)  0»  und  27"  (von  RM),  .......  i  BIMkr 

270  «nd  53" 2  Bildet 

53«  rad  70"    •  -  •'  1  Bild. 

(M)  Zn  diesen  1,  3  oder  3  Bildern  kommen  nun  alle- 
msl  noch  die  h  Bilder  In  den  HanptrXcbern  (den  Ge- 
censtaBd  B  mitgezXhIt)  hinzu,  so  dass  man  fQr  alle 
sichtbarea  Bilder  A  + 1,  A+2  oder  A-|-3  zu  nehmen  hat. 

Hiervon  machen  jedoch  die  Punkte  0"  aud  9"  (als  Gegenstand 
angeseheo)  eine  Ausnahme.  Wenn  man  diese  Punkte  aa  der 
Grenze  der  Haupt-  un<I  End-FScber,  (wo  sie  in  (23)  und  (24)  — 
bei  den  Quadraten  mitberScksichtigt  werden)  nicht' mitzfihlt,  so 
kommt  jeder  derselben  in  den  Hanptf^hern  nur  (9 — l)mai  vor. 
nell  immer  je  zwei  zusammenfallen. 

(?7)  Fflr  die  GeireastSnde  0°  und  99"  bat  man  also 
•  tatt  h  Mos  g~\  zä  lesen. 

Einer  besonderen  Beachtung  bedürfen  auch  noch  bei  unseru 
Quadraten  die  GrenzfSlle,  wo  die  Kreuzungslinien  in  die  Ecken 
oder  Grenzlinien  des  äussern  Quadrats  oder  inneren  Itechtecks 
falten.  Man  sieht  nämlich  bnid  (am  leichsten  anTaf.  )I-Fig.9.undl0.) 

(82)  dass.  trenn  der  Kreuzungspunkt  ßllt 

1)  in  die  Ecken,  oder  die  obere  und  untere  Grenzlinie 
des  lasseru  Quadrats,  nao,  wo  3  Bilder  angegeben  sind, 
nur  2  zu  nehmen  [weil  von  den  Punkten  0  und'  9  zwei 
gleichlautende  zusamnieufallen] ; 

2)  in  den  Ecken    des    Rechtecks    (resp.    inneren    Quadrats) 

immer  3  zu  lesen;  [weil  Rir  das  Auge  in  0  oder  91 
2  Punkte  v  oderc;  (or  das  Ange  in  s  iraer  v -2  Punkte  0 
oder  qg  zusammenfallen] 

3)  in  den  Grenzlinien  des  Rechtecks  resp.  inneren  Quadrats 
die  grflsste  Air  zu  beiden  Seiten  angegebenen  Zahlen 
/.u  nehmen  bat. 

In  nraxi  rfndilicirt  sich  dies  sogar  noch  weiter,  weil  die  hier 
mitgeziblteu  Bilder,  welche  dem  Au^e  gerade  in  der  Scheitellinie 
der  Spiegel  zu  stehen  scbeiqen,  wegen  Cn Vollkommenheit,  des 
Apparates  nicht  leicht  wirklich  zu  sehen  sind.  Darni  hat  man 
^so  in  den  Grenzlinien  und  Ecken  das  Rechtecks  z.  B.  immer  die 
kleinste  Zahl  zu  nehmen. 
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5-  21. 

Den  Uebergan^  dieser  Verhältnisse  bei  Siessendem  qp  fiber- 
^eht  nan  aas  der  Tabelle,  nocb  besser  aber  durch  eine  Rfeibe 
Quadrate  (Taf.  11.  Fig.  23.) 

Bei  180"  hat  man  eine  nach  linLs  oben  serichtete  I>ia|^önalfl. 
Bei  abnehmendem  tp  komjnen  an  den  Enden  aerselbeu  ztvei  Eck- 
dreiecke zum  Vorschein;  die  Diagonale  verbreitert  sich  zu  einem 
Rechtecke.  —  Die  EcEdreiecke  werden  gritsaer,  das  Rechteck 
breiter,  die  froheren  Dreiecke  kleiner  bis  hei  120"  das  Rechterk 
ztira  Quadrate  geworden.  In  demselben  Sinne  gebt  es  forti 
dae  Quadrat  wird  wieder  zum  Rechteck,  dessen  UU^enrichtunj[  ' 
aber  jetzt  nach  rechts  oben  gebt;  bis  bei  90  die  Mneren  Drei- 
ecke ganz  T«drängt,.dAs  Rechteck  zur  Diagonale  zusammenge- 
Bchmolzen  nnd  dje  neaen  fiokdreiecke  den  ganxen  ßauip  einge- 
1  haben  n.  s.  w. 


A.ls  Resultate  kann   man  also  antfammenstellen :  We«e  q)  in 
360°  B  ganse  Male  mit  oder  ohne  Rest  enthalten  iat  und* 

(29)  n  ist  —2.  4,  0,  8....(=s4j— 2)  und  « =0;  • 

also 

V=180,  90,  60,  45  M.  s.  w. 

so  sieht  das  Ange  O  an  jedem  Ort,  t«n  Gegeestand  B  an  jeg- 
lichem Ort,  amuer  in  O^und  ^,  nur  eine  Aif zahl  von  Bildern,  nSm- 
lieb  ■• ,  8.  (27) ; 

(30)  n  »t  =3,  5,  7.  9...(=  4iTl)  nnd^=0 

V=vl20',  72»,  51^,  40....  und  v=t 


u)  wenn   das  Ange    der  Mitte    des    Bngens  nSher   iat,    als 

der  Gegenstand  dem  nfic baten  Spiegel,  n(— A-|-2)  Bilder; 

'  A)  wenn  aber  uiagekehrt  der  tiegeiictand  B  dem    nächsten 

Spiegel  näher  ittt  als  das  Ange  Oder  Mitte  des  Bogens, 

räiis 

a)  g  ungerade,  also 

n=^ii-l;V  =  l^f>-  5l|,  32^.-24. 
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i)  Auge    ood   Gegensbind    in     derselben 
'    HXlfte   des   Bogens    sich    befinden    »~1 
(=Hl)  Bildet; 

2)  Auge  und  .Gegenstand  in  entaegenKe- 
seUten  HSlAen  der  B^gen  «mo  »41 
(=Ä  +  3)  Bilder; 

ß)  a  gerade,  also 

7r=4i  +  l;  ?.=72«,40*»,27^.... 

1)  Auee  und  Gegenstand  In  derselben  HMfle 
Bind:   n+I(=A+3)  BiMer*^ 
'2)  Auge  undGegenstand  in  der  entgegenge- 
setzten Hälße  n— 1(  — A-fl). 

Als  specieller  Fall  van  a)  hebt  sieh  berags; 

Steht  das  Auge  in  der  Mitte  desBogens,  so  sieht  ffir  jeden 
Ort  des  Gegenstapdes  und 

Ist  der  Gegenstand  in  der  Mitte  des  Bogens,  so  sielil  das. 
Aage  an  jedem  Ort  n  Bilder 

(31)  tp  läset  in  360  einen  Rest. 


90»,  W  und  4(S9  3({o-nnd  30«, 

I)  !^"*"     ,      .UwlachenOo.(\ 

'  begenstandf  1 

und    B  nSher  aii  0^1 

als  Oan^        f«-l  =  A  +  l 
Auge  I  zwischen  v  f    Bilder 

''  Gegenstand  I       u"»!  V 

und£  Diher  an  9*^ 
,  als  O  an  v« 


*)  Dia  ortte  Anuhl,  venn  n  i^rade  ^=4s— 9;  din  iireite  (d!o  der 
ersten  glttich  iat)  wenn  n  irn((crade  =4» — 1  Ist. 

**)  Um  die  aröade  Aniahl  ron  Bildom  zu  lelieD,  wlid  mnn  also 
ini  AHgemeineo:  lar  g  gerade  Auga  und  tiegenatand  nar  nahe  genn^  na 
daaiolbe  Ende;  —  für  |7  ungerade  aber  Aure  und  Gegimstiiiid  nur  nsfao 
genng  an  enlgegcngoictde  Enden  de»  Bogen«  bringen  dürfen. 


Dni,t,z.ct/C00gIC 


,,  Äuge  (-     .    .      Oi.v, 

''G^.n.l.n«l  """■"»  .ü.  9 

dudJB  gleich  nahe  oder  n&hcrl     H-t-'i 
BB  gfl  als  O  an  «"  f  _^t3 

■*>  Gegenstand  t  *"***•"  Oü.vl 

und  JS  gleich  Dfthe  oder  niberl ' 

an  0«  als  O  an  f«  / 

In  den  Ce^venafitzen  dieser)     n-|-1 
4  PSille.d.h.  „wenitfiebensof         n 
'  well  oder  weiter  von  0**  ab-(=A-|~2 

«tebt  etc.  '    Bilder 

ß)  g  gerode,  M=4tt|,  v  zwischen   ÜO"   ond   W; 
so 
4S0  und  360;  300  „od  25^  hhiilich  wie  ßr  g  unge- 
rade, nur  e  und  v  terweehaelt.     (Vorige  Seite**) 
T32>  Ueber  die  Grenz^Ie  8.  j.  20.  Nr.  (27)  und  (28). 
UebrigenB  bannen  <2«)  iind  (30).  ab  speciellb  FSUe  von  (31) 
angesehen  werden;  in  (30)  ist  v=e=%,  in  (29)  v=<p,  e=0,  in 
beiden  f  =0. 

Diese  Resultate  fassen  sich  jedenfalls  anders,  symmetriscfaer 
oder.hfirzer  susaninienstellen,  schwerlich  aber  wohl  die  einfache 
Uebersicht  gewährend  wie  die  Reihe  der  Quadrate  Taf.U.  Fig.23. 


9.  23. 


Einiges '  Interesse  bieten  vielleicht  noch  die  Winkel  dar, 
unter  denen  der  vom  Geeenstand  ausgebende  Stral  die  Spiegel 
abwechselnd  trift,  um  en^icb  ans  Auge  zu  gelangen. 

Fällt  ein  Stral  £6,  (Taf.  U.  Fig.  24.)  unter  dem  AnfangB- 
Winkel  B8,  A=6i  ein,  so  der  reflectirte  OA  unter  dem  Winkel 

6(69  -^  ^0^=6|  ^  tp ; 

,  trifft  den  Spi^el  RM  wieder  uii- 


€,„;,:cc  ..Google    ' 
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(33)  die  R«riezlonawiiikel  eine 

ebenen  Stralea  wachsen  i>*i  .jeder  

tp.  —  Ist  der  Winkel  dadurch  grOsaer  als  90«  geworden,  so  kann, 
nia»  aacb  statt  seiner  die  ErgSnzang  zu  liXfi  uehroen,  — n-nbel 
niir  Ein'  und  AusfallEstral  verwechselt  wird,  —  dann  nimmt  von  da  an 
jeder  Reflexiouswinkel  nm  qo  ab.  Vom  leisten,  End-Winkel, 
an  gerechnet,  aber  auch  allemal  um  tp  zn.  —  So  lang«  der  Win- 
kel unter  00^  bleibt,  nähert  sieb  der  Stral  dem  Scheitel  M ,  wird 
er  grSsHer,  eo  entfernt  er  sich  wieder. 

Für    «lie  Winkelfolge   desselben   Strales   hat   man  also   nur 
nDlhig  den  Anfangs-  oder  ülnd-lUnkel  zu  kennen. 


Suchen  wir  die  Endwinkel   Da.     Znerst  fOr  den  Fall,  dass 
Gegenstand  and  Auge  gleichweit  von  JH  entfernt  aind. 

Da  b,  ß,^  (Ta£  II.  rig.35.)  aeokrecht  zu  KR'  (resp.  ßn  A— . 
senkrecht  zu  jü^")  atebt,  so  ist  der  Eudivinkel 

34)  «.=90<'-O6.^^=90»-j  Bogen  Oßi-i- 

Die  Werthe  dieser  Boaen  stellen  sich  aber  ao  dar:  Sei  der 
frflhere  Bogen  BH=y,  OR  =  a,  »o  bat   man,  wenn   zur  Abkdr- 

zung  gleich  d  för   '^       und  *  (Or  -'a     geachrieben  wird,  für  die 

erste  Folge: 

G»)  ioB=  +  d') 


3  OBßt=vU 


.5  0*,=2v  +  i 


Saite 


I  l>t,  wenn  wiv  in  Tnf.II.  Fii.S.  B  milif,,^«  auf  entKcgwgewUter 
Ton  0  Mtfil.  ueftattv.     Der  GlsicbföriuighaU  ia  (36)  w^cn  iat  hivr 
-OB  nefcaliT  (letiun  gclunrn.' 

D.q.tizccbvGOOglC 


l06,=3v  +  i     «.  «.  w. 
Somit  M^rdeo  dieEntl Winkel: 
(3fl)  l,=i;OI,Ä=90-(  +  d) 

3,=  Ol),l!=«0-(v  +  li) 

44=O4v^  =  90-(9i-|-«) 

6,=  Oll.«  =  «0-(2T+<i) 

e,  =  0«i,  ^  =90- ('ir -f' ) 
7;=  O7,B=90-<3)>  +  <i) 

U.'  '3.   tr. 

Ffir  die  zweite  Folge  setze  man 

Byl^Y^V-r,   0^=0-=»-«;   ('t^)  =  '''-(t^')=''' 

(woraue,   beilSofig  bemerkt,  t'  —  cp — t   and   d' = — ä  lolgt);    so 
«enlen  die  Bogen 


\oß,=,' 

l  Obu=<f^d' 

,20(im=»  +  .' 

\oii^=%p  +  d' 

i  ■              {oßr^-lv-t-' 

and  die  Endninkel 
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/,=o/p<=go-(+<f) 

llv=OII„R=M-i' 
ir,y=  O/Firft=90-(v  +  .0 

riri=iO  rii'iB = «o  -  tfv  +  o' 


,  Daraus  ergeben  eich  aacb  leicht  die  Bn(l-1£ntrernilngcii*} 
des  Milleijjniiltta  jV  vuiti  Scheitel  der  End^iuliel 

(39)    Efl  ist  nSrolich  (Taf.  II.  Hg.  äS.) 

amJÜnba  aiani, 


.  namentlich  (35  uad  36): 


"  COM  "  COM* 

-^„  co8(y+»)  ,  ,-  cob(9i+*0 

*         coe(v  + «)  cos(9>+*9 


Ifn  ^,   C08(gy  l-ij  „ coB(L'y-f<') 

»I co8f3y  +  rf)        ^ CM(3g)+d') 


*J     Ktf^cntllvh    «leren    Crnjenljunrn    nfif   die  Elicnc    dii 


n.,..,:,ct,GoogIe 


8-26. 

AuB  diesen  EndeDtCnniiiiften  folgen  «reiter  Imcht  di«  verber- 
-  sehenden  EntfernnD^eo  dei  MiHe  M  vop  den  DuTchscbDitten  des 
Rin  vnd  her  geworfenen   Strales   mit    den  betreffenden   Spiegeln: 
denn  bud  bat  x.  B 

,.„     „  »...1...     '■"%<»•     '■«•'jOi- 

(41)      WH«,.,  =— I =  — : s=  — ir-; ;— j-i 

t  '         ■llUla-i  SIIIll.-t  8in(»K-{-9>) 


r.cos-,  ftta 


tu  a.  n.,  also  nainentlicb  t.  B.  (3S},  (36) 
(42)    mt  =  r.cim(S<p  +  d)a9c(:2^-i^i) 


.inS,=ir.coB(29) +«)Bec(2iD+(0. 


m,= 

cy 

•~(»-H) 

«»4  = 

e 

««((.+«, 

«6.= 

c 

KtCI 

c 

lecil 

«tv= 

c 

«5.= 

'  <? 

.cc(»-<0. 

*6.=. 

c 

t» 

8ec(24^-i2). 

«6,= 

c 

Bec(37->). 

«3,  =  , 

rci.8(»  +  .)«!c(»  +  a),' 

4.= 

c 

c 

.«c* 

*4,= 

c 

JI3,= 

C" 

MC(v-d), 

«4,= 

c 

•ecCS,)-.). 

*)    Der  M  der  guiiei  Folg«  Torkanmead«  Factor  ri»*(89-(-(0^^ 
gctcUL    AebBlldiM  gilt  ancb  fnr  die  uideren  Folgm. 
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il3)     Fßr  die  zweite  Fol^  lanlen  Ae  entsprechenden  Llngeii- 
18  ganz  ebenso  nur  itiit  >'  statt  M  nnd  d'  statt  d. 

(44)  Diese  AuftritteentfemunKen  lassen  sicfa,  da  rie  aieh  wi« 
eine  Folge  von  Secanten  Terbalten,  auch  durvb  (TaT.  II.  Hg.  S6.) 
(tarBtelleM. 


Wenn  endlich  Auf;e  und  Oeeenstand  nicht    gleich  weit  von 
jtf  abstehen  z.  B.  jtfO'^A,  MB=t  ist,  so  hat  man  ans  dem  . 
Dreieck  MObn  (Tat  II.  Fig.  9S)  wegen  - 


*8ä  (f*-v)  =  TJ^colg  jOfr. 


tg5(ft  +  »')=tg(90-gO*-) 
den  Anfangswinkel  n'ii=  OVa/f      . 

(45)    «'.=«  +  v=«+(90  -|  04.)-arftg[^%otgrjOi.], 
was  fVIr  R=-r  in  die  IVnheren  Formen  flfaeig«ht. 
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VM. 

Bestlmmnng   der  geoirrapliischen 

Breite  nnM  Eillnge  ans  geodätischen 

MeggnBKen- 

Von' 

Herrn  Professor  Dr..  J.  Dienger 

'  an  der  palytedmiicfaeii  Schale  tu  Ckrtemhe. 


8-  1- 


Nehmen  «vir  die  Erde  ab  ein  Rotati onsdliAsoid  an,  in  dem  u 
der  Halbmesser  des  Aequators,  A  die  halbe  Rotationsax« ,  neh- 
men ivir  Terner  die  letztere  eiir  Aie  der  x;  die  Axen  der  y  nnd  x 
in  der  AequatorebeDe ,  so  ist  die  tileicliong  der  ErdoborflScIie 
Cmathematisch  gesprochen): 


■Ms.% 


-1=0.  0) 


Die    geodätische   Linie  auf  dem  Erdsph&roid  Ist  aber  eine 
Icürseste  Linie,  daher  ist  Ihre.  Glflichungr  neben  (I): 

wgrin  c  eine  Konstante. 

Heiseen  wir  Breite  eine«  Ortes  aof  der  {mathematischen) 
ErdoberltSche  den  Winkel,  den  die  Monnale  in  diesem  Punkte 
mit  der  Aeqnatorebene  macht,  so  ist,  ireun  sie  dnrcfa  B  beieicb- 
net  wird: 


:,CoogIe 
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wobei  B  ron  0  bis  ö-   auf  der  Dürdücben   Erdbilfle,    von  0  bis 

—  ä  auf  der  südlicben.  ges&blt  wird.  Di«  LSnge  eines  Ortes 
ist  der  Winkel,  den  die  Ebene  des  durcb  ibn  gehenden  Meri- 
dians (d.  h.  die  Ebene  durch  jenen  Ort  und  die  Erdaxe)  mit  der 
Ebene  irgend  eines  bestimmten  ersten  Meridinns  macht.  Wir 
zihlen  die  Länge  Ton  0  bis  360°  von  West  gen  Ost,  wie  wir  auch 
die  Riebtang  von   der  positiven  Aie  der  i  lur  pusitiren  Aze  der 

äin   derselben  Weise    zählen,    und  die  Axe  der  a  in  die  Ebene 
es  ersten  Meridians  verlegen.     Ist  X  die  Länge,  so  ist: 


■^^•^-.V'i-S' 


Nnn  ist  aber,  wie  mao  leicht  findet: 

g(l— e'jsiafl  ^g'— fi» 

also  ist 

k/i      ^     ,   ,        nsinicosS 

islcosS 


Bestimmt  man  ß  so,  dass 

tg?=Vn^^tgÄ=-tg»,  (3) 


so  ergiebt  eich: 


;r=&sinj3, 
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Fflhrt  man    nun  die  neuen  VerSnderlichen  i.   und  ß  (die  red u- 
zirte  Brette  des  Orte«)  in  die  Formel  (2)  ein,   so  Ut  dieselbe: 

^^^Jß_ 

Woraus  man  als  Gleichung  der  geodStisohen  Linie  «iehti 

fSl\*_  c*(b*KOfflß -i-  q»8in«JJ) 

\Sß)  ~  ah:o6*ß(a'coB'ß~c^ '  *"* 

Die  Länge  dieser   Linie  zwischen  zwei  Punkten,  denen  die 
reduzirten  Breiten  ßt  und  ß%  (ß%>ßi)  zugehSren,  ist  also: 


/Yh(|)%(|)XI)»^ 


=./';..?V^ 


a'cm'ß—c'     °' 


(«) 


Die  Konstante  c,  die  in  diesen  Formeln  vorkommt,  wird  durch 
die  anfängliche  Richtung  der  geodätischen  Linie  bestimmt,  welche 
Richtung  bekanntlich  bei  dem  uns  vorliegenden  Problem  immer 
als  bekannt  angenommen  werden  darf. 

Ist  diese  anfängliche  Richtung  die  des  Meridians,    so  ist  an- 

ßnglich    sä=0,  d.h.  man  hat  c=0,  und  also  ist  die  Gleichung  (8): 

wo  c'  eine  Koostante.  In  diesem  Falle  ist  also  die  geoditische 
Linie  eine  ebene,  nnd  der  Meridien  selbst  Was  die  Länge  an- 
belangt, so  ist  in  diesem  Falle  aus  Ifi)  dieselbe: 

f''  Vt'cat'P  +  a«sin'|I8|S=o  /"    Vl-e'coaVä/' 


=  (i  f        Vl  —  e'un'ßSß 

=-[EQ-ß,.,')-EQ-p,.,)h         m 
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wenn  &llgemein 

ist 

In  jedem  anderen  Falle  iet  die  geodSKacfae  Linie  von  dop 
pdter  Krflmmnng. 

j.  2. 

Sei  (^«'^  der  ÄDfangspunkt  der  geodMiechen  Linie  (B),  bo 
ded  die  bleichuDgen  der  durch  dieeea  Punkt  gebenden  H«ri< 
diaDknrre : 

Sei   DQD   a  dar  Winkel,   den  die  Meridiankarre  und  di«  geodäti- 
sche Linie  machen,  ao  findet  man  leicbt: 


g.tizecbvGoOgle 


r^ 

g? 

+ 

i 

/ — s. 

J^f 

Ä 

^—^ 

^s 

4- 

4- 

m 

<? 

■a 

+ 

■? 

5 

i 

?|? 

-i 

H- 

+ 

». 

< 

\ 

»1. 
+ 

+ 

1 

<^ 

+ 

+ 

« 

5 

J 

?l^ 
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Fahrt  man  hier  dieAnnk^koArdinaten  (4)  el«,  so  «rf^ebt  sieb; 

...0.V(|). 
*'         — "THIT* ' 


aC08p8tD(t:=  —  i"       ■      ■  ^  — -■—  ■      — - — "  . 

Vergleicht  mao  dies  mit  dem  FrObereo,  so  ist: 

aco8^ainff=c.  (8) 

Ist  also  ß  die  reduxirte  Breite  eines  Punktes  der  ErdoberflSche, 
a  der  Winkel,  den  die  diircb  ihn  sehende  geotlStische  Linie  mit 
seinem  Meridian  macht,  ao  ist  die  Grüsse  coejSain«  fQr  alle  in  die- 
ser geodätischen  Linie  Tiegenden  Punkte  konstant. 

Kennt  man  alsa  den  Winkel  Ui ,  den  die  geodätische  L'nie 
in  ihrem  Anransepunkt  mit  defii  durch  jenen  Pnnkt  gehenden  Me- 
ridian macht  (ihr  Azimulh)  und  Ist  Pi  die  reduzirte  Breite  die- 
ses Anfangspunktes,  so  ist 

c  =■  acQsßi  siiiat .  (V) 


i.3. 

Nachdem  nun  e  bestimnit  Ist ,  bietet  Hie  Bereebneng  Akt-  LCnge 
einer  geodätischen  Linie  keine  Scbwierigiieit  dar.  Aus  Formet  (6) 
lolgt  nunmehr ; 

-^       V  l-™«ftsi„«.,_sin«(!«»'^''- 
Sei  nan 

sin^  =:  cosqg  \'^I— c«s'jS,8in''-<r, , 
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u  tnuMt  nfidich  ist,  i»  l— co**Pi«ta^>0,   so  ist: 
<1 

=-7^"  VA»+a»e«(l-co8«ft»in«<^)— aV(l— c«wVi»iö*oi)8in»gÄ9 


f. 

norin  9. ,  9*3  beatimmt  nind  dmch 


ei  0^1  ^xoa^ .  V 1— co»*jJ,Bto"t^ , 
eiD^  =  co89>g  .VI  —  co8*Aain*ii| . 
Ndo  int 

ft»+aV(l-co8*|JiSin»Bi)=4»+aV— (i»e«coBVi«iA«i 
=  «*(l— e"cosViBlii"ßi)- 
Bestimmt  man  also  y  und  yi  so,  dass 

cosiiscos^isinBL,     G067)=«cos|!|Siaai;  (10) 

so  ist 

Vi— cosVisin»«,  =  siny,  V4'+  fl*e»(I— co8*(Si8iii'«i)  =  oeiii}', , 
und  9),  91«  siad  bestimmt  aus 

8in/fi'=s sin/.cos^), ,    Biiiß^^=amY.coaip^,  (1 1) 

80  dass  endlich 


/f.  4/",     c«ain*y  .  .    . 


Dadurch  ist  nun  ansere  Aufgabe  gelöst.     Hat  man  Tafeln  der 
elliptischen  Funktionen,    so   entnimmt  man   ihnen    unmittelbar  f. 
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Die  EntwicIdDBC  der  NHbernoMroriaeln  ist  hier  nicbt  unsere 
Aufgabe,  auch  ist  dieselbe,  nach  aen  mitgeth eilten  ftenanen  For- 
melo  leicht.  Man  wird  die  Näfaeriuig  nicht  über  die  viert«  Po- 
tenz von  e  treibeo. 


In  der  Regel  liegt  in  der  GeodSsie  die  Aufgabe  nicht  so,  vielmehr 
liennt  man  die  geographische  Länge  und  Breite  eines  Ortes,  den 
Winkel  «, ,  des  die  geodätische  Linie  von  diesem  Punkte  ans  an 
einen  andern  mit  dem  Meridian  des  ersten  macht,  so  w'm  die 
der  geodBtischen  Linie  zwischen  beiden,  und  soll  daraus  LSnge 
■od  Breite  des  zweiten  Ortes  linden. 

In  Formel  (12)  dürfen  aUo  als  bekannt  angenommen  werden  t 
und  Ol  neiten  den  jedenfalls  bekannten  GrSssen  e,  y,  fi-  Daraus 
ergieDt  sich : 

£(,.,  «-*)  =£(T,,  '4^) ?-.  (13) 

Tafeln  der  clüptiBchen  Funktionen  vorausgesetzt,  entnimmt  man 
ihnen  den  hieraus  folgenden  Werth  des  Argumentes  f^,  woraus 
nach  (11)  sich  ^  und  dann  nach  (3)  £,  ergiebt. 

Man  sieht,  wie  höchst  einfach  die  Sache  sich  gestaltet,  wenn 
nan  Tafeln  d«r  elliptischen  Funktionen  beaitst,  und 
wie  nünschenswerth  eben  desshalb  auch  in  diesem  Betreff  solche 
Tafeln  sind. 

Die  Entwicklung  der  Naherungsforniel  fSr  fp^,  wenn  man  die 
filier  die  vierte  hinausgehenden  Potenzen  von  e  vernachlässigt, 
nsteiiiegt  aus  (13)  keiner  äcbtvierickeit.  Wir  kommen  vielleicht 
darauf  spfiter  cnrOck  und  bemerken  hier  nur  noch,  dass  man  dazu 
des  Lagrange'schen  Umkehrungstbeiirems  keineswegs  bedarf,  wie 
dies  gewShnlich  geschieht,  sondern  mit  dem  Tayior'schen  Satze 
vollkommen  ausreicht. 


Eine  zweite  Frage  ist  nun  die  nach  der  geographischen  Lunge 
(ix)  des  zweiten  Ortes.    Die  Formel  (5)  giebt: 

/8iY__  «*cos«i9tain«ai(fr'ko8'p  +  a»ain'|3  _  co6»y(6«  +  g's'sinV) 
V3^/        o'cos*^(o*co8*^ — o''co8'|Siäin^oi)~"  «"cos*^ (sin*)"— sin')3) ' 
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ivorin  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  il,>il, ,    das  unlere,    tvrnn 

Setzt  man  wieder,  wie  in  9-  3<: 

iiin^=siD}'eos9i, 
so  ist  das  in  (14)  vorkommende  Integral; 

~    ^  J       Ccos'j'+8inV«n*V)V'Ä*+'o''e»SnV— «"«^'"V''*?'  *" 

Nun  ift 

Ä*  +  a'c='8in»)'=<j''siii*ft , 
aUo  ist  obiges  Integral: 

Bezeivbncii  wir  allgemein 

/'/T"; ■  „  ^^r. j^=^  durch  n(<p,n,  k),  (15) 

80  ist 

/'  ain'ygip 

^     (1  +  MsioV)  Vi— ifsin'v 

""  "«^      (1  +  n  sinV)  Vi  — **  8in>      »^  (l+nsinVVl-A^sinV 


Damach  ist  obiijes  integral : 
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NuD  ist 


aUo  Ut  eudlicb: 

(16) 

iromU  nun  UDsere  Aufgabe  gelöst  ist 

Die  genauesten  Wertho  von  a  und  b.    die  in  dieaen  Form.In 
vorlcuninien ,  sind  bekanntlich; 

a  =  3m(mM  Toisen, 

b  =  3261139.33  Toisen. 

Die  Formel  (13)  setst  voraus,  dass  ßt>8,.    ist  aber    uniee- 
kebrl  ßi<ßt,  so  erbalt  man  statt  (12):  ° 


»"»'■[^'-..3S>-«--3i)]. 


(12'). 


altin  statt  (13  : 


esiny  )  =  E{ip, ,  gsinj' 


'■'^''    «my,  »inj-,  '  ^^  aslnj-,  ' 
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TrXhread   die  Fonnel  (16)    allKtnaein  p\t,    «Fenn   man  in  ihr  das 
Doppelzeichen  so  gpezialisirt,  wie  es  die  Differenz  1^ — 1,  erheiscbl. 

Die  Formel  (16)  lüst  auch  zugleich  die  AufeBbe,  dieieni{;en 
Punkte  auf  der  ErdoberfiSche  zu  beatlmnien,  durch  welche  eine 
beetimmte  geodätische  Linie  hindurchgeht.  Diese  Linie  acbnei- 
det  näiolich  den  mit  dem  Aequator  parallelen  Kreisnchnitt ,  des- 
sen reduzirte  Breite  ß'  ist.  iu  einem  Punkte,  dessen  Länge  k' 
bestimmt  Ist  durch : 

.(17) 

worin  ^  bestimmt  ist  darcb  die  Gleichung; 
sin^'  s=  ainj'GOaqr'  • 


.vGoogIc 


vm. 

Heber  die  Ctleichnneren  der  Bewe- 
gung.   Anw^endunffen  derselben. 

(Nach  Jules  Vieille   in  Lionville's  Journal,   JuiJlet  ItM9.} 
Von  d«iB 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dionger, 

an  du  poljtecfinicchen  Schule  la  Carlaruhe. 


Sind  X,  V,  I,  x', die  3»  Koordinaten  der  n  zusannDeoKe- 

hürieen  Punkte  eines  Systems  iä  Beivef^ng,  X,  Y,  Z die 

auf  diesetbcD  wirkenden  bewegenden  Kräfte,  so  ist  die  Gleicbuag 
der  Bewegung: 

s[(j:-«^)J'  +  (''-'»5^)»j+(z— ■§)fc]=o,  (I) 

worin  in  die  Masse  des  Punktes  {x,  g,  i),  6x,  d«,  dz  gewisse 
Verlndeningen  der  Koordinaten  x,  y,  t  sind  und  das  Zdchen  2! 
räch  aur  alle  PnoLte  erstreckt    (Poissod,  Mecbanifc.  $■  B31). 

Angenommen  nao,  es  besteben  iwiachen  den  Sn  Koordinaten 
X,  jf,  t,  x',^..  die  i'  Gleichungen 

L=0,  Ä=0,  iV=0, 

so  kann  man  mittelst  dieser  Gleicbnngen  die  Grössen  x,  y, ... 
räs  Fonktlonen  Ton  3r  — <  derselben  oder  anderer  VerXndnIicben 
ausdrucken,  und  wenn  6,  9,  V>-—  diese  3n  —  i  unabhängigen  Ver- 
Snderlichen,  t  die  Zeit  Ut.  so  wird  man  allgemein  setzen  können: 

x=f{l,  «,  V,  if,--)    • 

u.  8.  w.    ist  nun,  aur  Abkfirzong, 
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)  w'nd  man  also  haben: 
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:«  +  aÖ' +«19'  + Ja:=nÄ9  +  «j,iJijo  +  ....,  ] 

^=.^+  M'  +  *,9''  + *y  =  We+ 6% +....,    I     (2> 

y  =y +  ce'+Ci9'+....,         *i=c5i9  +  c,39>  + ' 


worin  a,  ß,  y  die  partiellen  Diffcreuzlulquotienten  von  x,  g,  z  in 
Bezug  auf  t  bedeuten,  nähieud  a,  ft,  e,  ....  Funktionen  von  t,  0, 
tf, ...  sind. 

Da  man  bat 

so  TTird  die  Gleichung  (1)  sein: 

-li(^''4'»+IH-U(t)-+(l)'<©')] 

-  S  {XSx  +  Fiff  +  ZSt) =0  (3) 

Man  setze  nnn  in  diese  Gleichang  die  Wcrthe  ans  (3),  so 
niiiSB  man  schiiesxlich  d're  KoefQKicntcn  von  Sd,  Scp,  ;■•  Null  setzen. 
Da  aber  diese  Veränderlichen  nffenbar  in  derselben  Weise  in  die 
Gleichung  (3)  eintreten,  so  wird  es  geoffgen,  den  Koeffizienten 
von  SO  zu  berechnen. 

Man  findet  leicht: 

^^Sx■^■^i<l^■J^il=^B■{■p6'■^-üf^■^....•,se^■...., 

«0 

«o+|9ft +)<(:  =  //, 

0"  +  6»  +  C!'  =  P, 
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Hieraus  falgt: 


8  /ix  , 


Setzt  man  dies  in  (3),  f>n  Terachwinden  die  mit  9^  behafte- 
ten Glieder  and  man  hat  ala  KoeRitienten  von  dd; 

^™[|(ff+/*+W+...)-(|f  +  »'f +....)]     w 

Ist  nun  T  die   hallie  Summe  der  lebendigen  Kräfte  des  Sy- 
stems, so  ist 

also  wird  (4)  zu 

Was  das  Glied 

SiXSx-i-Yäg  +  Zöx) 
aobelangt,  se  sei 

£(_XdJ!-i-  ¥Ssfi-Zd^=5y, 
was  ip  der  Regel  wird  angenomtneo  nerden  küonen,  nnd  man  bat 


£(X8j!+  Wff+Z3t)=iF=^dÖ+ 

so  dass  der  Koeffizient  ron  de  in  (3)  ist: 

W     de     'W ' 

Man  sieht    hieraus,  dase  (3)   sieb  in  folgende   3n  — {  Glei- 
cbangen  aoflüsl: 
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'(Sl 

dT 

-IT- 

*«). 

-li- 

-'^=0 

ST 

-^=0 

Wenn  T  die  Zeit  t  nicht  cDtwickelt  enthUt,  bo  findet  man 

aus  diesen  Gleichnngen,  nenn  man  sie  bezüglich  mit  89,  89. 
3^,...  moltipIiEirt: 

T-r=Conflt  (8) 

■  bekannÜich  das  Prioiip  der  lebendigen  KrSße  aussprechend. 

Von  diesen  SStzen^solIeD  nun  im  Folgenden  einige  Anweii- 
dtuigen  gemacht  werden. 

1.  Aufgabe. 

Uan  soll  die  Bewegung  einer  schweren  geraden 
Linie  bestimmen,  die  sich,  frei  Im  Räume  nm  einen 
Testen  Punkt  in  ihr  drehen  kann. 

Sei  (Taf.I.FiK.a)0(der  festePunlft)  der  Anfangspankt  der  Koor- 
dinaten, die  Axe  der  x  vertikal  im  Sinne  der  Schwere,  AB  die  Stange. 
Die  V erfind e ritch en ,  die  den  Zustand  der  Bewegung  bestimmen, 
sind  nur  zwei  an  der  Zahl,  nämlich  der  Winkel  6,  den  ABiu\t  der 
Aze  der  i  macht,  und  der  Winkel  A'OX=^,  den  ihre  Horizon- 
talprojcktion  mit  der  Aze  der  x  macht 

Sei  M  die  Hasse  der  Stange  Okr  Gewicht,  'diridirt  durch  die 
beschleunigende  Kraft  der  Schwere),  a  die  Entfernung  ihres 
Schwerpunktes  von  O,  r  die  Entfeninng  Om  eines  Punktes  m 
von  O,  r'  die  Horizontalprojefction  OP  von  r.    Man  hat  ofenbar 

F=  Mag.  ca»0. 

=  2(Ö'*+sin»9.t*)*(«»+M). 

wenn  MK*  das  Trigbeitsmoment  der  Stange  in  Bezug  auf  eine 
Axe  ist,  die,  senkrecht  auf  ihrer  Richtung,  durch  ihren  Schwer- 
punkt geht.  (Poisson,  Mechanik.  §.  156.).  Die  Gleichung  (6) 
gieht  also 

Ö^  +  6in«e.t'>=C+-^cofl(J. 
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8ebt  mao  «iae  det  Gvidiangen  (5)  hineti,  so  wird  die  Aof- 
gabe  {;elr>sl  sein.  Da  T  und  V  die  if  nicht  enthalten,  so 
ivShIe  man 


'Q. 


ST    8r_ 


die  giebt 


K8?)=0. 


Die  Gleichungen  (7)  und  (8)  lösen  die  Anfgabe.  WSre  die 
Stange  ein  blosser  Punkt,  dessen  Entfernung  von  0  gleich  /  wSre, 
so  H-fire  Jif=0,  a=:/,  d.  h.  die  Stange  bewegt  sich  wie  ein  ein- 

faches  Pendel  von  der  Lfinge  /=a-| 

Aus  (7)  und  (8)  folgt: 

St  sin  B 


'yf< 


sinöY  C+-^co8  6)sin«Ö— C*> 

welche   Fonneln   auf  elliptische   Fnnklionen    zuracLgefQhrt   wer- 
den künnen. 

Dm  die  Konstanten  Cnnd  C  zu  bestimmen,  sei  (Taf.l.Fig.tf.) 
te  der  Anfaogswerth  des  Winkels  $,  CD  die  Ricbtong  des  Slosses. 
welchen  die  Stange  anfänglich  erhalten,  die  mansenkiecht  auf^O 
annehmen  darf.  Die  Stange  wird  anfänglich  in  der  Ebene  OCD 
anfangen  tu  drehen,  welche  Ebene  man  als  die  von  zvrtA  Haupt' 
axen  der  Stange  in  Bezug  aaf  den  Punkt  O  betrachten  kann 
(Poisson,  Mechanik  ö  380,  38ß).  Ist  te  die  Winkelgesch windigkeit 
im  Anfang,  uv  die  IntenaitSt  des  Stosses,  f=OC,  so  hat  man 
(Poisson,  Mechanik  ^  38ß>: 

"-iB  (««  +  «•)■ 
Die  AnfangsgeBchwindigkeit  p  eines  Punktes  m  der  Stange 
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Ist  ro.    Eraetzl  man  also  in  der  Gleichimg  (7)  das-  erste  Glie<l 
"2  durch  afl,  so  ist 

»2=C  +  ^?oosc(,  (9) 

it-adarch  C  beetimml  igt.    Nach  (8)  hat  mau 


a 


-'-"Ql 


wo  sin  «f -grj  die  Anfangsgeschwindigkeit  der  Horizonlalpro- 
jektion  des  Punktes  der  Stande  ist,  dessen  Entfernung  von  O 
gleich  1;  ist  E  der  Winkel  der  Kichtung  CD  mit  einer  Senkrech- 
ten auf  der  Ebene  lOA,  so  ist  also 


"©.= 


C  =  o)coss8lno.  (10) 

Wir  stellen  nun  die  frage,  wie  mnss  m  hcschaffen  sein,  da- 
mit dje  Stange  einen  geraden  Kegel  um  O:  beschreibe? 

I»  diesem  Falle  ist  beständig  0=«,  also  gj  =0  und  somit 
sin«<,(c  +  ^^costt)-C"=  0- 

Diese  Gleichung  drückt  aber  nur  aus,  dass  -77=0  ist  für 
$=a,  d.  h.  im  Anfange  der  Bewegung.  Soll  es  allgemein  statt 
haben,  so  muss  man  die  Gleichung  gi-^ji  =0  damit  verbinden. 
Diese  gicbt 


Stoss  muds  senlcrecht  auf  der  Tcrtikalcbene  sein ,   die  durch  die 
Stange   geht.    Ans  der  Gleichung  (S)  folgt,  dass  der  Kegel  mit 

gleichförmiger    Geschwindigkeit  =  -.  ^     beschrieben   ^ird.     Er- 
setzt man  lo  durch  seinen  Werth,  so  ist  dieselbe 


*   /costt 


Zur  vollst&ndi;;en  Lü$un»  der  Aufgabe  hieiht  nun  noch  die 
Berechnung  des  Druckes  auf  O  äbrig.  Zu  dera  Ende  denken  wir 
uns  in  O  eine  Kraft  angebracht,  die  dem  Drucke  P  direkt  ent- 
^n  wirkt;  alsdann  können  wir  die  Stange  als  frei  betrachten.  Sind 
liCi,  Fi,  Zi  die  Komposanten  von  P;  Si,  yi,  tj ,  die  Koordinaten 
des  Schwerpunktes  derStange,  so  werden  die  verlornen  Kräfte  sein : 
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Da  nun  die  rerloriien  KrSrte  und  der  Druck  sich  im  Gleich- 
gewidit  hallen,  so  hat  man  (Poisson.  Mechnnik.  §.  '261 .): 

'.+«^'=».       1 

r.fAf  ^=0,        [  ■  :..  (11) 

Jt^rca^ind  cofl^, 

S,  =  asine«iii*.       ...      (II') 

ii  =  a  cos  0. 

Die  Gleicbungen  (II)  beatimmco  Xi ,  ¥,,  Z. ,  da  8  und  i^  als 
Funlftioneii  von  t  bekannt  sind.    Für  deu  Fall  der  Bewegung  auf 

einen)  gerailen  Kc^  ist  M'^-- h^^oi  S=^o,veim^o  ^^  ^'>' 

fSngtiche  Wertb  von  ^  ist    Man  findet  alsdann 

nSmlicfa 

_        Ufacfi       /   »'.       \    „      Iffaofl  .    /  tat     ,       \    _      „ 

•''=-;;i5^«»V^i^+^>  ^•=^i;rv'"°fe+*»>^=*ff- 

2te  Aufgabe. 
Man  soll  die  Bewegung  eines  biegsamen  anans- 
dehnbaren  Fadens  bestiionien,  der  an  einem  festen 
Pnnfcte  O  (Tuf.I.Fig.lO.)  aufgehSngt  und  mit  zwei  schwä- 
ren Punkten  m  und  m'  beladen  ist  Man  setzt  vurans, 
das»  zn  Anfang  der  Bewegung  die  zwei  schwereu 
Punkte  von  der  Vertikalen  entfernt  worden  sind,  ohne 
dass  sie  ans  einer  durch  O  gehenden  Verdkalebene 
heraus  getreten  wfiren,  und  dass  sie  sodann  sich 
selbst  fiberlassen  wurden  ohne  Anfan  gsgescbwln- 
digkeit. 

Die  schningende  Bewesnng  eines  jeden  Punktes  hat  offen-i 
har  in  der  Vertikalebene  yOx  Statt,  die  durch   die   anfün^liche 
Lage  des  Fadens  gehl.    Sei  Oni  =  a,  mm'=b,  mOyT=&,  m'my 
=  9>,  wenn  my'  parallel  der  Vertikalen  Oy. 
Man  hat  fOr  m: 

j!=asind. 
ff-BcoaÖ; 
für  m': 

TbeU  IV1II.  7 


D,g,t,z.ctvG00gIC 


«8 

y^=aeiM6-i-bcoatp; 
F=(ni-^ni^yaciM9-f  ni'^GO»9, 
r=5[(«+i»9  .«'•  +  1I1'6V'  +  *»'»»  «"(»-«)■»'»')■ 
AUo'  erhält  m&n  &iu  (5): 

-i»'4.i.(»-«)(^yfe^  +  (m+n'Jy.in  »=0,f 

^  '  >(ia) 

,8^  ,        „SW  .    ,        _B»/85.       8»\         1'    ' 

Man  konnte  die  Gleichnne  (6)  in  Anwendnng  bringen,  die 
nur  vom  eKten  Grade  ist,  allein  obige  Gleiclinngen  entopredwo 
uneenn  Zwecke  mehr. 

Angenommen,  die  Sohnauknngen  aeien  aehr  klein,  so  wird 
nun  die  Quadrate  von  6,  tp,  ^,  ^nnd  die  Produkte  dieser  Ver- 
Inderiicben  vemacbiassigen  kOnnen,  nnd  findet  dann; 

(m+iii')a^+n>'i'^  +  (<i>H-nl09«=OJ 
Onreb  Verbiadnng  beider  findet  man; 


''"5?+'"S*+»*='' 


(") 


Maa  findet  als  Integral«: 

«ss^iPo»(V7r+^coa(Vri  +  ,^sin(V"f7+,^8m(Vri,  . 

9==4rtCoa(V"p7+-<<fMC«e<V"ivl-Af*i«''''V^ri"+ff»/»,iiin/VK' ' 

Ai,  A^,  Bi,  B%  sind  willkObrliGhe  EoDtanten;  Ft.  r,  sind  reell  and 
poflitiT;  die  WuHela  Am  Gleichung 

f(m  +  m')g  —  mar]  {j  — 4r)  ~m'agr=0  (IB) 

fh>  H  ''»d  die  «ntaprwfaenden  Werthe,  die  ana  der  Gleichung 
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folgen.    Da  nir  (=0,^  =  ^=0,  so  i8tBi=Ä,=0.    Slod  fei- 
ner «,  ß  dio  Anfangswortbe  von  6  und  9,  so  Ut 

woruw  ^],  ^  folgen,  ao  da«  nun 

Uan  küant*  die  F'>**  anfirerroD,    welch«  Bedinnng  erfflUf 
sdn  müMB,  damit  jeder  Psnkt  wie  ein  ein Eachea  Pendel  achwlogt, 

d.  h.  damit  x.  B.  ^=0.    In   diesem  Falle  ist  Ai^a,  pt^:" 

•bo  ans  (16) 

and  diese  in  (IS)  gesetzt,  giebt  als  geeacbte  Bedingung : 

(tii+m')atfl-i-iM-{-m'Hb^a)«ß-'m'bß»x:iO.  (18) 

Fflr  BssjS  ist  diese  GUicbma;  nnm3g[icb,  da  alsdano  mAa.0 
sein  sollte.    Sei  z.  B.  a—b,  so  folgt  aus  (18) 


•="¥  s+15'  "^-v  -»-■  '■= .(,+:/  _«- ' 


)• 


Im  Altgeneincn,  wenn  die  Bcdingting  (18)  eriOUt  ist»  bat  man 
0:=aoosfVr,,  9=^coelV^ri, 
so  dass  die  Scbwingnligsdaucr  beider  Pnnkt«  gleich  ist 

3fe  Aufgabe. 
Ein  kteisrnndes  Rad  (Taf.l.  Fig^  IL)  hat  an  seinem 
Dnfang  einoD  ringförmigen  Kanali  in  dem  sich  eine 
kleine  Knsel  m  benndet,  deren  Durchmesser  gleich 
dem  des  Kanals;  dieses  Rad  stStzt  sich  in  B  anf  die 
horizontale  Ebene  AOS  und  in  seinem  Mittelpunkt  S 
«nf  die  Tertikaie  SO,  die  mit  der  Ebene  des  Rades 
den  Winkel  BSOt=a  macht  MaH  ISsSt  das  Rad  so  anf 
der  horizontalen  Ebene  rollen,  dass  B  einen  Kreis 
Ton  Halbmesser  OB  mit  unTerSnderlicber  Geschwiii' 
dickeit  beschreibt  Der  sorade  Kegel,  dessen  Axe 
OS  und  dessen  halber  Winkel  an  der  Spitze  a  ist, 
wird  also  nach  «od  nach  in  allen  seinen  Crsengangs- 
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linien  von  der  Ebene  des  Rad««  berOhri  Man  ver- 
lanfrt  die  Beweeung  des  Mittelpunkts  der  Kugel  m, 
abgesehen  von   der  Reibung. 

Sei  OS  die  Axe  der  i,  und  eei  tcebe  die  Eben«  der  xz  durch 
SA,  in  welcher  Linie  das  Rad  den  Kegel  im  Anfun^e  dei  Bewe- 
gung berühre.  Sei  Sß  die  Beiührungslinie  an  Ende  dei  Zeit 
_  i,  SC  die  Stellung  der  Ebene  des  Rades,  die  in  diesem  Augen- 
blicke der  anfängliche  Radius  iS^  einnimmt;  &n=r  sei  der  Halb* 
messer,  der  der  Kugel  zugehürt,  und 

tnSO=:<p,  PSx—i>. 

wenn  PS  die  Horizontalprojektion  von  Sm  ist. 

Sei  CSm^B  nnd  es  bedeute  K  die  bekannte  Geschwindiff 
fceit,  mit  der  der  Winker^OB  beKcfarieben  wurde,  so  iat  ACB 
=.Kt,  und  da  arc..i4£=arcBC  se  ist 

BSC=^Kt. am«,  mSB=9  —  Klainu. 

Bezeichnen  wir  also  mSB  durch  o>,  ao  ist 

m~B~-Klsina.  (18). 

Aus  der  körperlichen  Ecke  SOmB  ergiebt  sieb 

co89=cosercasa.  (19) 

Ist  SB  die  Horizontalpiojektion  Ton  SB,  so  ist 

^=PSB'  +  B'Sx=PSB'+BOA~PSB'-i^  Kt; 

aber  .  PSB'  ist  in  der  geuannten  Ecke  der  FlScbeowinkel  an 
SO,  also  ist 

°  sin  o 


*=«'+«"('«=£)■         w 


Man  bedarf  also  jetzt  nur  noch  einer  der  Gleichungen  (5),  da  es 
sich  bloss  um  die  Bestimmung  von  tu  handelt.    Man  findet 

F=:  mgr  cos  <p = rtigr  cos  b  cos  a> , 

=^,.((^)^..v(^)•). 

oder  wenn  man  ans  (19)  und  (20)  »ubstituirt: 

7=ini7-«(o'H2»inojru'+(t-co«'ocos'o)K"]- 
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Wendet  man  nan   die   dritte  der  Gleichungen  (S)  sd  und  lo 
tegrirt,  nachdem  man  mit  2  ^  multiplicirt  liet;  so  erhält  man: 

r(-^V-fiVc(w«i»co«a(B-2jrcos«ces«  +  C=0.      (21) 
woraiw 

'-' 77-      (22) 


'-•^.„  ^ 

r2,c...< 

0»  «  —  Ä*r  CM 

^ 

Sti, 

als  besondere 

Fall, 

im 

AnfBüge 

od.1 

was  dasselbe  ist. 

9= 

=0. 

»^ =*».., 

«raa  Statt  haben  nird,  wenn  die  Kugel  anfänglich  lu  A  Int,  und 
tvenn  sie  dort  eine  Geschwindifckeit  erh&lt  gleich   der,   mit  der 
SA  den  Anfang  des  Rades  durcliläurt 
Alsdann  giebt  (il): 

C=2ycose— A.'Vcos*« 
und  (22) 


-^A 


V^(l— cos»)  [Ä%'C08*«(I  +  CO8»)  —  2^ CO« «] 

Setzt  man  hier  tg  ^0)  =  «,  if'rcos'a — gi:osa=:a,  gco»tt=ö,  so 
findet  nick 

also 

'■'  '= — ^f: — ■ 

Setzt  man  hier,  um  c*  zu  bestimmen,  t=0,  o}=0,  so  ist 
c':=:0  und  tgnta  ist  also  foftiTÜbrend  Null.  In  diesem  Falle 
also  würde  die  Kugel  die  UnriKonlal ebene  nie  verlassen  und  sie 
wflrde  den  Kreis  nm  Omitder  (leschtvindigkeitX'rsintfbeschreiken. 

In  altgemeinen  Falle  wird  t  (22)  durch  die  Quadraturen  ge- 
fundcD  werden. 
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IX. 

AnflSsnniren  der  Anfg-abe,  bei  einem 

Oasiremenire  von  viererlei  brennbaren 

Oa«en  die  unbelcannten  Glieder  y«  Cac, 

Cg'  und  Vit  zu  bestimmen. 

Von 

Herrn  Professor  ZennQck 

M  Slattfart. 


=  M  bestehend  den  yolnmmi  D«cb 


Wauerstofkas  =  y . 

Kahlenoxydgas  =  Cx , 

leDwaAseretüfgas  =  Cy' 


EinfachkohleDwaAseretüf), 
und  DoppeltkohJenwBsser- 

stofe«s  =iCv; 
so  erbSlt   man  dnrch   Detonatian   mit   Sauentoffgas  =0  im 
Eadiometer: 

1)  Koblensanres  Gas  aus  Cx  and  aas  dem  Koblenstoff  der 
ßs'  und  Cy  mit  einem  Theii  von   O; 

2)  Wassergas  im  Augenblick  des  Verbreoiinngspracesses  ans 
jT  nnd  einem  anderen  Tbeil  von  O,  das  aber  bei  einer  Tem- 
peratur anter  80°  R.  sich  alsbald  In  liquides  Wasser 
venrandelt ; 

3)  einen  Rflckstaad  von  dem  sur  Detonation  hinreicbeBd  ge- 
Dommcnen  Sauertsoffgas  =  O'. 

NwA   Eriialtang  dieser  dreierlei  Gase  (=£-MF-f  O')*)  im 


3  Volnnen  dei  kohlen«! oren  6a«n. 
=  TalDmon  dei  bei  80'  R,  bettohendea  Wai^argue«. 
E  Tolanen  de«  von  der  Detonation  de«  M  mit  0  iDrachgBbUe- 
beaea  SosantoffgMn. 
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Endiomeler  dnroh  diese  Detonatian  als  ein  VolamcB  =  S^  kanii 
man  nun  die  Volumina  der  vier  in  JO  gegebenen  unbekannten 
Grossen  (t^^  +  Cx  +  Cy' +  Cg)  unter  gewissen  Bedingnagen  anf 
dreierlei  Weise  bestimmen  und  zwar ; 

A)  Wenn  1}  das  DetonaUonsprodnkt  (^zJf)  i»  EudiEwneler 
bei  der  TempemtuT  =80"  H.  erbaiten  worden  ist)  so  dass 
man  R''  mit  dem  Wassergas  (W)  messen  kann;  2)  das 
kohlensanre  Gbs  (K)  mit  Aeslange  absorbiit  mid  den  Rück- 
stand') Cft"-«=FP+  (yy  raiast;  und  3)  dasWasseigw 
durch  Erniedrigung  der  Temperatur  verschwinden  fSsst. 
sodass  nur  der  messbara  SauerstoSrest  (O^  übrig  bleibt. 

B)  Wenn  sich  1)  M-i-  O,  das  seinem  Gewicht  nach  =iC*'  ist, 
wBgen  ISsst;  2)  das  nach  Verschn-indang  tod  W  ent- 
stehende rOdcstlndige  Volumen  =:  R  gemessen  wird  bei 
Ir^nd  einer  Temperatur;  3)  die  Kab»natttre'  K  absar- 
birt  wird,  so  dass  nur  0':=R'  (letzter  {{fl<:ketsnd)  zu- 
rOckhieibt 

C)  Wenn  man  I)  das  Doppel tkoblenwasserstoffgai!  Cu  mit 
Cbiorgas  shsorblrt,  ehe  man  ^detonirt  hat;  dann  'i)  den 
RackslandJtf'=y-fCE-(-%'  mit  Odetouirt;  3)  den  Rück- 
stand R  nach  seinem  Volumen  misst  und  4)  Av»  KsbUn* 
■Snre  K  ahsorbirt  a.  s.  w.  nie  bei  B). 


I.    Bestimmangen  der  vier  unbekannten  Gase  oach 
dem  Verfabreo  bei  Ä). 

Bat  man  eine  Einrichtung,  bei  welcher  der  Eudioneter  in 
kochendem  Wasser  steht,  so  dass  das  entstehende  Wassergas 
nach  der  Detonation  noch  In  snnemGaBivstaad**),  bis  mui  ge- 
messen hat,  bleibt,  sn; 

1)  Detonirt  man  M  mit   O. 

2)  Misst  den  RScbsland***)  B^  nach  seinem  Volnmen. 

3)  LSsst  diesen  Rückstand  erkalten,  sn  dass  das  Wassergss 
sich  rerdichtet  und  man  dann  einen  zweiten  Rückstand 
=R  erhML 

4)  Misst  dieses  R  unter  Bemerkune  seiner  Temperatar. 

5)  Absorbirt  hierauf  in  R  die  Kohlensäure  K  mit  Aezkall, 
»o  dafs  nnr  noch  0'^  3tr  Rückstand  =  R'  übrig  bleibt, 
der  gemessen  irird ,  und  der  verbrauchte  baueretoff 
0'=0  —  R'  ist 

Vermii^e  dieser  fünf  Operationen  und  ihrer  Produkte  «rhfilt 
nun  nun  die  vier  Gleichungen -|-): 


Int  Ro-K-=W-\-0: 
,,    <<eii    ßBiTnlumena    niiM    in    dem 
Wn«a«rg«fiM  ein  ThermoMnCer  bmhachlet  n-crden  können,  denen  Stand 
nil  dem  Bammetoratand   ser  Beductinn   dM  Gnavolumeai    anf  «ein    Ve- 
\%mm  be]  0°  Th.   und  38°  Bar.  eu  dienen  hat, 

*■*)     Oder  ■■elmehr  dai  verinderte  R««n)tot  der  DehmstioB. 
f)    Detni  aar  Blldatif;  ihrer  Predokle  mit  0  fordaru  von  0;V  nad 
C-X  daa  Halbe,  Cn'  da«  Doppelte  uod  Cu  da«  Dreifache  ihrei  Volumen«; 
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Mssg-t-Cx  +  Cy-i-Cg^M. 

und  MB  diesen  darch  Elimlitation  mid  Sühnt itaH an  die  vier  za 
begtimmenden  Gaavolmnina : 

.V=^M  +  40")— C4K  +  3W0odOT=(2JI/+4O)  — (3/in  +  Ä), 
Cr  =  (2Je+W^— 20".  .  oder=(Ä<'  +  Ä)— 20, 
CyÄ(e/C+5F)-(2«+60")oder={5ß<'+fi')-(2*+60), 
C^=(*+40^-(3K+3»F)oder={Jlf+40)  — (flo  +  ß^; 

w«nD  man  sie  nach  den  Grusgen  M  und  O,  «otrte  nach  den  HOck- 
HtSnden  W*,  R  und  R'  bestimmea  will,  tvjihrend  Pogeendorrf 
bei  seinen  Formeln  xnr  Autlösung  dieser  Aufgabe  in  seinen  Ad- 
nalen  der  Physik  (Bd.  XLVl.  p.  6»2)  zum  Theil  nur  mit  an- 
dern Zeichen*)  die  ersten  Gleichungen  our^estellt  hat.  Da  man 
aber  (nach  dem  angegebenen  Vcrlahren  2.^  den  Rflcketand  der 
Detnuation  fi°  noth wendig  seinem  V  nlumen.nach  messen**) 
mnas,  wie  die  nachhengen  ROckstRnde  AundK'  (nach  3  —  5),  sn 
sind  die  zireiten  Gleichungen,  »eiche  die  nach  diesen  RQckstSn- 
den  hezeicbneten  Griissen  enthalten,  zu  den  Bestimmungen  von 
y,  Ca:  u.  a.  w.  tauglicher. 


CX  ani  Ctr"  Kebon  Mit  0  •!■>  ifanea  glrreliei,  Cp  «Xtrr  ein  diippollca  Vol. 
kahlena.  Gaui;  p  Hefe«  mit  "    '     "  ''  '  "      "-■     "*   "-      ■        ■ 

dap|ialle  Vol.  Waaiorf^e  ihre 

*)    Pogtrendorff  beaelchnet  V  mit  «: 


M  mit  m  n.  0"     -     »  und 
giebt  die  Gleichongen ; 

«2=2m  +  4i  — «A-— 31t', 
6=       -aa  +  SüT+IV 
e=— an— w  +  sjr+sir, 

t  Mfct  bei  im  sar  Ana  . 
ratlonen  iinr,"ifaii»  der  Rücbitnad  der  Detnnalio 
der  sich  der  Watierdampf  bilde  nid  vieder  verdichte,  ••  Ha»  man 
da*  dadnrcb  VerichwuiicIcDe  aU  WuHerdanipf  ancuaehen  haiie.  aber 
niclit,  daa«  dieaer  Waiaordampf  Doch  tot  aeinem  Verechvioden 
mit  den  andern  Gnaen  (_K  a.  0')  dea  UnckiMada  ^emeasea  werden  miiaa, 
noch,  wie  dieaer  Rficbataiid  lu  meaaen  aei,  daaa  dieaea  »ebmlich  eatwo' 
der  anroiltelbar  (bei  der  üben  anft^ebenen  EiBrichtnntf  dea  Eadiometen) 
oder  mittelbar  (nach  II.  varmittelat  WägvDg)  dem  Valnmcn  nach  aus- 
suführen  lei. 
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IL    UestimmniigeH  der  vier  unkekanntcB  GrSssen  naeh 
dem   Verfahren  heilV). 
Durch  die  Detonation  Ton  M  mit  0  entsteht  zwar  eine  Ver- 
änderung der  darin  enthaltenen  liase  nath  dem  Volumen*), 
aber  nicht  nach  dem  Gewicht,  so  lahp:e  das  Wassergas  sich  nocl^ 
nicht  zu  Wasser  verdichtet  und  lült  dem   Sperrwasser  vermischt 
bat;  und  unter  dieser  Bedingung  ist  daher  dem  Gewicht  nach 
MA^O^K+0'+tV=:R^;   wenn  ftian  daher  JW+O  wagt"),  so 
erhSit  raan  damit  auch  das  ahsointe  Gewicht  von  lP'=:JB-\-  O. 
Wkd  DHU  (nach  der  GewichtettefltioioiUDg  Tan  M+0) 
J)    JU  mit  O  detonirt ; 

S)  der  ROckstandA  nach  dem  Vereohwinden  ^es  W  bei  Irj^end 
einer  gegetienen  Temperatur  dem  Volumen  nach  gemessen; 
3)  fi  mit  Aezkali  ahsorliirt  und  der  Kflckstand  W  'gem«Hsen ; 
so  gelten  diese  Messungen  (2.  u.  3.)  die  Volumina  ron 
ATundO,  und  also,  da  mau  die  spec.  Gewichte  dieser  beiden 
Gase  kennt,  durch  Multiplication  ihrer  erhaltenen  Volumina 
mit  ihrem  apecif.  Gewichte  auch  ihre  absoluten  Gewi  cht  r. 
Zieht  man  nun  von  dem  absal.  Gewichte  des  R^^M  +  O 
die  Summe  der  ahsol.  Gewichte  von  K  und  O'  ab;  so  i^t 
der  Rest  dieser  Subfraction  (iU+ O)  ~(K+ O')—  abaol. 
(Gewicht  des  W,  dessen  Volumen  vermittelst  Division 
seiaas  abs.  Gewichts***)  durch  Mbi  apedf.  Gewicht  (bei 
der  gegebenen  Temperatur)  erhalten  wird. 
1)  Indem  man  daher  (nach  2  —  3)  dieValumiiia  Toti£,  O*  und 
IP,  die  zusammen  =  lt°  sind,  und  die  Volumtoa  von.A'und 
R,  wie  die  von  JU  und  O  bestimmt  hat,  so  kann  man,  da 
Cy^O  —  Jf  ist  (I.  S.),  die  vier  unbekannten  Grüssen  nach 
den  obigen  (I.)  ersten  oder  zweiten  GMehungeo  bestimmeu. 


m.    Bestimmungen  der  vier  unbekannten  GrSssen 
nach  dem  Verfahren    bei  C). 

Entbfilt  das  Oasgemenge  unter  seihen . viererlei  Gasen  Dop- 
peltkohlen  waseerstorrgas  j  so  ljfs»t  sich  dieses  bekanntlich' 
durch  Chlorgas,  welches  damit  das  sogenannte  Cfalorühl  bildet, 
aihsorbiren,  uad   da  dieses  Produkt  steh    nur  bei  «rbühter  Tem- 


*)  Du  VnlonieD  Tertaindert  nrh  dnreh  diu  Detnnatinn;  denn 
wcaa  M  vier  lolclier  Gaie  von  Je  gleichem  Volumen  Rnthält,  in  fnrdert  e» 
tat  Detanaliaa  (nRch  L)  e!n  0"^^8  Vulnmhta  nnd  liofuit  mit  dieiem 
ein  W=b  Vol.  und  ein  X=i  Voliimina,  aUo  luiaminen  ft  Vol.,  wäh- 
rend K+0"  iO  Voinminn  belrngen. 

**)  Oder,  da  man  du  kbiuil.  Geivieht  von  0  nni  «eiaerB  Volumen 
mni  apDcif.  Gewicht  liMiinimen  knnn  ,  nur  M  allein  (eine  holieliige  l'or- 
tiDM  davon)  nach  Gay- linaiac'i  Methode  in  einer  tu  ho  lirto)  Glaskugel. 
(S.  HerbeTKer,  Jahrb.  1\.  p.  2:19.) 

***)  Unit  «ponif.  Gewicht  des  Wamergnae«  (tf)  i>t  (die  almotph. 
L.  =1,0  ^eaetit)  0,6335  nach  G^y  -Lniiac,  oder:  1.  rt.  ciz,  Waasergai 
wäft  =:0,220b..  gr.,  oder  1000.  Cbkcentiui.  de»clbcn  wagen  r=0,60bit6 
Granrac*.    (8.  m.  ^jraik.  eheniechea  Hulfabui^h  p.  23  — Zä.) 
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pentur  als  Gm  dantellt,  so  kann  nan  Jenea  Gwf;!)»!  ontfernen, 

wenu  mau  in  das  Gasgemeo^e  =  M  nach  seiner  Messung  so 
Uns«  Chlorgas  eiastrümen  Usst,  als  noch  ebc  VermindeiuDg  des 
Volumens  von  lU  bemerkt  wird,  und  nenn  man  nan  das  r{I<istSndige 
Gasgemenee  =iM'  gleicbfalla  gemessen  hat,  so  ist  das  Gasglied 
QrCbopiieltkohlenwasseratofff^as)  :=jtf — M'  und  ]ff=:v-\-Cx-{^C^, 
dessen  drei  Glieder  sEch  vermittelst  Detunatioii  des  M'  mit  einem 
2 — Stachen  O  und  nach  der  Messung  des  RScIutaades  =R 
dunJi  Absorption  der  Kohlensäure  mit  Aezkali,  welche  einen 
zweiten  RScIcstand  ^R'  liefert,  ohne  IJerGcliBichtiguni;  des  ent- 
stehenden Wasserdonpfes,  durch  folgende  drei  Glelcbungen  be- 
stimmen lassen : 

1)  M'  Ist  =y-fC^+Cy; 

3)  A*  =s  Jlt-i-  O—^  —  ^-3Cy>  indem  die  Elinination 
and  SabslitutioQ  auf  1*)  y=Jf' — (A— A*), 

Es  sei  z.  B.  «=IIO,  M'  aber  =  100  Vol.  gefunden  wor- 
den und  also  0^=10  Vol.  Nun  sei  M'  mit  CI  =  S0O  Vol.  deto- 
nirt,  R=^Sä  Vol.  nnd  nach  der  Ahaorption  des  kohlens.  Gases 
in  B  dnrcb  Aeilange  A'=17fi  Vol.  gefunden   worden;    so    Ist 

1)  R-R'=eO  Vol.,  lüso  y— 100-80=20  VoL 

2)  — ^-—  =-^  .  — 5™  =-3-'  »Iso  Ci= 288.5—258,5  =30  Vol. 
^  20— (Jtf'+2Ä0     000-450     150      ,     „.     J50      „„, 

3)  — ^3 — ■= — 3—  =-3-'  «J^oty^T =w  Vo'- 

WSrde  man  übrigens  bei  einem  solchen  Gemenge  aus  drei 
Gaaglledem  nur  wissen,  dass  es  solche  brennbare  Gase  ent- 
halten kann,  aber  nicht,  ob  es  nur  I,  oder  je  2  davon,  oder 
alle  3  Arten  enthalte,  so  hat  nan  doch  an  den  nächsten  Detona- 
tioDs-  und  Absorptionsprodttkten  die  nnthigen  Kea'nzeicben', 
nach  denen  man  finden  kann,  was  für  ein  Fall  von  den  sieben 
mSglichen  Fällen  bei  dem  Gemenge  statt  findet;  denn 

1)  Ist  nach  der  Detonation  keine  Kohlensäure  (£)  ut  ab- 
eorbiren,  so  war  in  JU'  hin»  y  vorbanden,  nnd  weder  Cx, 
noch  Cs'. 

2)  Beweist  aber  die  Absorption  (mit  Aeilauge)  das  Dasein  voo 
Kohlenslnre  und  awar  ein  Volumen  A=Jf',  so  enthielt  It 
nur  koblenhaltige  Gase,  da  diese  allein  ein  dem  Vo- 


BevBt 
a)  lil  nun  J[=zM'=i(B~0),  «o 

•  B    .d    2). 

.0  und  daher  anch 

D.,.„'cb,GoogIc 


§ 


1«7 

lumen  von  IH*  gleiches  Volmnen  KohUnsSore  als  ROckstand 
lisfern,  iind  siv&r: 
a)    Wenn  JP=2(A— Ü)  tat,  ao  ist  M'=Cx. 
"    Wena  K=0~B  Ut,  s«  ist  Jfs^CV. 

Wenn  K  weder  —1{R^0),  nocb  =ä  O— £  Ut,  ao  ist 
JITECr  +  fy. 

3)  Oder  zeist  der  Afaxorp tionsversach ,  doas  M'  nrir  Koblen- 
sSure  entbSlt,ab«T  ein  Volumen  (£),  ilas  kleiner  als  #'  ist, 
ao  beweist  dieses,  dass  das  Gemeage  tbeils  Wssser- 
stBffgKs(y),t{ieilsireend  ein  oder  beide  kohlenbaltige 
Gase  enthielt,  da  bei  der  Detonation  y  sowohl  ftOr  sich,  als 
aus  seiner  Verblndmif;  mit  C  in  Cy'  mit  aeinero  ingehSri' 
g«n  Saneistol  (O)  verschwindet. 
a)  Wenn  non  Ä'<jtf',  M'  aber=2(O-iE0  ist.ao  Ut  M'~^ 
•{■Cx,  da  man  ans  jener  Glelchnng  eine  lar  R'  erhtlt, 
welche  nur  mit  der  AaDahm«  von  M'-=y-^Cx  atimmt, 
It)  Wenn  K<.M',  M'  ab«  =20  + A'  —  SA  Ut>  ao  Ut  iW 
^w-f-CV,  da  man  aus  jener  Gldcbung  eine  andere  fÜT  JV' 
ableiten  toie,  deren  Glieder  nar  mit  der  Annahme  von  Jlf 
=y-f  Oy  flberein stimmen. 


=  0— fl,  sUo  SI'  —  '^=^z=M'-\rO—R,  was  nur  bei  if=ßr 
statt  fadat. 
k)  l«t  K=0~R=iM;  (o  i«l  sndi   aif'=jr'-fO  — A,  was  nar  bei 

M'  =  er  »tatt  flndet. 
e)    Da  heHt=M'  die«ea=C2,  oder  =C;r'  odBr  =  C7+(V  uin  innu, 

•0  boaa  if',  veaD  M  weder  =:C7,  nach  =  C^  Ut,  nur  =C:E-|-Cjr' hid. 
Beveia«  ad  S). 
S)    Wenn  jr^=S  (0— il^  Ut,    lo  i«t^=:«— A',  oIm 


b)  Wenn  hier  if  — W-fA'  — SA  Ut,    to   Ut  — #' =  — 20  — A'-f  3ff 

nUo  SÄ'— *'=ajr'— 20— Ä'+3Ä.  d.h..ff'=a(Jf'— o+Äj+/r— ff- 

Ut  non  *'=»  +  Cy',   aUo  Clf' =  J/' — p;   m  Ut   J)  da  Ä=jr' 
-ff? — — 2Cg'  lU  (nach  dar  abl^eii  BBilimmun^  IlL) 

=-*■+»+ f 

und  3}  Cj/'^B~K',  da  die  Dlff«niii  der  Gleichnni^ea  ron  R  und  JI* 


«(*•— ö+fl)  mit  V  D 
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c)  Wenn  K<,ia',  M'  aber  weder  =%0—Bf),  noch  =20 

+  ft'-3ß  ist,  sn  ist  i»/'  =  y+  Cc+Cy,   weil  uDter  der 
Bt^dingung,  Aase  K<^M'  w\,  nurdiese  drei  Fälle  a),  b)  und 
c)  »tattfinderi  küiuien,  folglich  wenn  dievon  a)  and  b)  nicht 
tftatl  linden,  c)  statt  finden  niuss. 
Ausnerdem  geben  die  obigen  BestimmnngenTOD  «=^'—(11— A'), 

Kennzeichen  vom  Dasein  oder  Nicbtdasein  eines  (lasgliedes  in 
M'  an  die  Hand ;  denn  da  jede  dieser  Uieichungen  au«  einem 
positiven  und  negativen  Thml  bestehl ,  so  Tehit  in  M'  diejenige 
Grösse,  deren  Gleichung  nach  Uebersetsung  der  M',  O,  K  und  tf 
in  ihre  Zahle nnerthe  ^Nult  nird,  und  diejenigen  sind  vorbände», 
deren  Bestimmung  einen  gewissen  Wertb  anaiebt;  z.  B.  Jf'  sei 
=  100  Vol.,  0  =  200,  fi  =  140,  und  Ä'  =  120  gewesen,  so  ist 
IH'-  (fi-ÄO  =100-20=80 ,  alsoy  vorhanden ;  l^'-3«)^(2<>+«0 

520-820    „    ,     ^  ,  ui     j       j  20-(«^+2/^)      400-^340 
= 3 —  =0.al8oCrfehlendi  and s r= ^ — 

=  20,  also  (y  vorhanden. 

Hat  man  etwa  über  Quecksilber  experimentirt,  und  es 
zeigt  sich  auf  demselben,  nder  an  der  Wandung  des  Eudiome- 
terti,  kein  Tropfen  von  Wasser,  so  enthielt  M'  kein  i/,  noch 
Cy',  sondern  nur  Cr,  da  dieses  allein  kein  Wasser  liefern  kann; 
zeigt  »ich  aber  Wasser,  wenn  auch  nur  in  noch  so  g^n^er 
Menge,  so  kann  jV'  entweder  y  allein,  oder  Cy'  allein,  oder  beide 
enthalten  haben,  worüber  dann  obige  Kennzeichen  (1.  %)  ent- 
»■cfaeideit. 
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Problem  a. 

Anctnr 

Christianas  Pr.  Liadman, 

Letilnr  StrengifHCDaia. 


Invenire  Rhombara  maximuni  et  minimum,  qni  in 
'Ellipsin  datara  (axes=a,  b,  a>6)  inaciibi  po.seit. 

Qnia  latera  nppoeita  Rhnipbi  inscripti  sunt  cbdrdae  inter  se 
iiarallelae,  dianieter  quidnmEIlipsisutrumque  in  duas  partes  aequa- 
les  dividat,  iiecesse  est.  Cetera  latera  huic  dianietro  paralleja 
snnt  (Encl.  I.  ^i),  ijnaniabrem  a  diametro  conjugato  in  duas  par- 
tcs  aequales  dividuotvr-  Poeita  i^itur  diametro,  qsi  sub^  angiilo  ^^a 
aiio  majorem  aecet,=2a',  diametro  vero  conjagatn,  cuju«  aogulua 
in  axin  majorem  «it=a',  -=26',  et  a">tf,  aequatio  BIlipsta 

truisformation«  coordinotarum  »x  forniuliä 

y'=j;SiD«+ySi»o',a;'=a;Co»B+yCos«' 


ßV  +  ^''^=<'''*". 


igBigtt-  ^j.a    — (,asin»£t+6'H;oa*«'  "  " ««SinV+**CoBV  ^*J. 

Qoam  lateraRbombiquaesiti  axibu«  para Heia  sin t  ab  iisque  aeaua* 
liter  secentur,  probleiiia  propositum  in  invemendis  quattuor  Ellip- 
Bis  punctis  coutinetur,  quoruni  omnes  coordinatae  valore  absoluto 
iater    se    äquales    sint.        Qui    valor   facilUme    inTenitur     esse 
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^  qaamöbmn  latus  Rbombi    cainsdam   inMilptl   est 

=  ^=^55  "  "«■=''=^»Sm(..-.) ß) 

qnia  alter  angnloran  ejus  est  so'-^o.   St  a  habetar  varUbilis  in- 
dvpendenS)  inveninans  ex  aeqn.  tga^'=— -|^: 

'  ««SinV+ft*Cos»a' 


'a+6*Coa««' 

qu'i  valorea  cnm  ralore  ipsiua  a''  in  (2)  dacti  snppeditaat: 

'^-(iiH«'X"'Sln«o+«"Ci»"«) ' 

und«  diBflmtUtlaa«  obtinetar: 

rfr        4«^'(«'-t')'Slnri;o»g        >■&>«»«— »»SIbV 
dl  -  (o'+6'X«'81"'«+6'Cos»»)*  ■  V  o<Sin'.+4«CS3G 

At  »«•  qonm  fiat  ^—0  «*  ^ä^O  P"  »^=0  et  T-=Oet  ■23<0 

pro  tga  =~>  Rhombttspro  hoc  valore  Iprius  a  maxlmiis  eatf  pro 

illo  miaiinua.  Rhombus  mazlmDs.constniitur  conjimgeDdis  iater  ae 
punctis  extrsmia  axium  pnocipalium,  sed  Rfaombna  minirnua,  qni 
est  quadratum,  ai  pnacta  extrema  diaiDetrormii  inter  «e  aeqnaliiiDi 
coojanguntar. 


D.g.tizecbvGoOglC 


111 


XI. 

Ilntersuchniig  der  MqaadratlscheB 
Formen. 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  an  GjionMEaBt  su  Stralattnd. 


WeoD  von  den  beiden  biqnadra&ieheD  Formea 

i^= o-X»  +  4Ä' J?  r  +  6c' J«  F«  +  4(f  A  F" + «*  r* = (c'.fi'^^.O 
die  erat«  in  die  sweite  duich  die  lineSre  Substifaitioii 

od*r,  knn,  dnrcb  die  Sabstitution  iz,  ß,  y,  i  Gbersebt,  so  hingen 
die  CoeiBcienten  der  zweiten  Form  von  denen  der  ersten  dorcb 
die  Gltichungen  [5]  ab,  in  der  AbhandluDg:  „Ein  Satz  fiber 
blnSre  Formen  von  beliebigem  tirad»  und  Annendung 
desselben  auf  biquadiatiscne  Formen."  (Th.  XVIL  pag. 
409.  C).    Wir  hatten  die  Gleicbang 

infandea,  wo  ^  eine  rationale  Function  der  Ceefllelenlen  der 
Form  F  ist,  von  welcher  die  Natnr  der  letztern  wesentUch  ab* 
hingt.  Für  den  Werth  von  ^  sind  verschiedene  Aosdrilcke  ent- 
wickelt  worden,  nftmlicb 
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-  12o«Ä</e*— 6<it*(Pe-  lSQaöc*de  +  81ac*e-'27ahl* 
+108Ä««ie+54«i»ce*— 54ÄVe , 

(2)    Ä  =  ei/Ä,*+  I8/7(,A  +9ffiA,— V-27/P-27*ff«, 

.f^bb—ac,    g=:bc—ad,    A,=:cc— 6rf 

(1)|  ktz^bd  —  at 

H^cd—be.    k=sdd—M.    4s=34,  +  A, 

ist,   und  auch 

Eine  nothnendige  Bedingung  fSr  die  Aeqnivalenz  von  f  und 
F"  Ist  mithin  ^=j^'.  Bemerkt  man  aber,  dass  zat  Bestimmang 
von  a,  ß,  y,  t,  die  Aequivalenz  vorauiiE^esetzt ,  sechs  Fundamen- 
ts 1^1  eichuniren  gegeben  sind ,  iiKmlich  die  schon  angegebenen  (ilei- 
chungen  [E^  nud  die  Gleichuii!;  {a8—ßy)*'^l,  so  ist  ersichtlich, 
dasB  swiscnen  den  CoefScicnten  von  F,  F'  mindestens  awei  Re- 
lationen statt  finden  miiseen,  dass  also  ausser  der  Bedingung 
^:=  ^'  noch  eine  zweite  existiren  mnsB.  Diese  ausfindig  zn 
machen,  ist  tiegenetand  der  gegcnirfirtigen  Arbeit  Wir  künnen 
auf  mehreren  Wegen  zum  Ziel  gelangen;  ich  betrete  zuerst  den- 
jenigen Weg,  der  sich  mir  zuerst  dargeboten  hat,  und  werde  so- 
dann einen  einfacherD  zeigen. 

In  der  erwähnten  Abhandlung  habe  ich  eine  Correspondante 
von  F  entdeckt,  nämlich 

«•=(6^3ff,  A,3i,  6A), 

welche  die  Eigenschan  besitzt,   daas  sie   durch  die  Substitution 
«>  ßi  Y'  ^>  ■Di'telst  welcher  F  in  F'  übergeht,    «ich  io  die  Form 


=(Sj=Br'"'''' '»'•*'■ ''■'•'""■' 


verwandelt,    wo  die  accentuirten   Buchstaben  eich  auf  die  Ponn 
F"  beziehen.    BeBeicfaoeu  wir  also  diu  Determinante  von  der  Form 

.(6/.  3g.  h,  Zi.  6Ä)  mit  ^^, 
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(6/",  3g%  A',  di',  m  mit  ■A,'.'   '  ; 

»o  bat  man,  beachtend,  dasa  die  Detenninante  von  qf  Abiibar 


{«tf-^fr;li;. 


(<s^=('^-^r)»A.; 


(B)  A.'=(«»-?r)"Ai. 

Wird  nun  diese  Relatinu  zwischen  den  Determinanten  der  Cor- 
respoudanten  von  F  und  F'  weiter  entwickelt,  so  wird  eich  n^e- 
derum  eine  Relation  zwischen  den  Coeflficienten  voa  F  und  F" 
ergeben,  welche  mit. der  Bedmfiang  ^'^sifiS—ßf)'*:^  nicht  iden- 
tisch sein  kann.     Weitere  Nacpforsctiungeii  haben  ergeben,  dass 

es  bei  dieser  Untersuchung  nur   anf  (fie  VerhSItnisse     —  ,      --rr 

ankonnne,  und  die  letztem  Quadratzahfen-  sein  milssen.  ^Jm  si% 
hievon  direct  zu  überieu«en,  bpilecbnet  man  am  einfachsten  die 
GrOsse  ^1  nach  (2),  indem  man  die  Grossen  f,g.hi,  h^,  i,  k 
dorch  andere  ersetzt,   welche  aus  &f,  3y,  k,  %',  Qk  Kerad«'  a* 

Sebildet  sind,  wie  f^  g,  h,  i,  A  au»  a,  b,  c,  d,  e.  Herr  Cod- 
acteuT  Wasmond  hieselbst,  ein' geWandtM-r  mit  tQchtigan mathe- 
matischen KenntntsscQ  aasgerfisteter,  Rechner,  hat  diese  ßerech; 
nung  ausgeftlhrt;  es  gelang  ihm  durch  mehrere  Üblförmtingeii'dais 

Verhfiltniss  ~  wirklich  auf  die  f'orn  «Ines  Quadrats  zn  bringen, 

wie  ich  behauptet  Imtt«,  uftd- «wteiqh  «i^tb  .Md),  .«ia  beiperlceo^' 
werther  Wertb  von  X,  wodurch  die  Bedingune  A'  =  (°^t;^7).^^A 
sich  in  zwei  einfachere  Bedingungen  auflüsen  Fiese.  Da  aber  der 
Calcnl  sehr  verwickelt  und  ennOdend.wt,  so  dürfl^  es  zweckmäs- 
sig sein,  nun  eine  einfache  Methode  zu  zeigen,  durch  welche  man 
die  angedentetefr  ResoMate  auf  ^M  gaii£  euiraofafl  WeiM  arlititen 
kaiM.  ...         !■  .,■■!-'.,■■  , 

Aus  (3)  folgt  I... 

und  es  findet  sieb,  in  den  für  f,  g,  An  etc.  ijire  Wertbe  substitDirt 


/f'+'Es"— 3/A,*— /»^■-Ai*A,+  A,»=(arf«+eft»-H:'-n''c— SÄCrf)« 

3Aj  —  Äa=3c2— 4At/+  ae; 
folgricb,  wenn  man  zor  AbkOrzung 
Thdi  XVIII.  8 
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Berechnen  wir  non  die  Werthe  ^t,  A,,    in  welche  ^,  A 
flbergehen,  wenn  va»a  die  Form  F  detcD  ihre  Correepondante 

ereetxt  —  Es  ist  also 

jy,  =3*«— 36(si-A)=3<3*i  -*J"=3(3ct-44ii+«e)", 
folglkh 

,      ...  .(n        wi=3o». 

Penier  •     ' 

o4er,  wenn  man  3At-f/%,  AiAs-f/%  statt  A,  ^  setzt, 

S,=5VI«+li«J«-162/»,*-54/l!^-27V*s-a*iV+V+5'*i' 

=-aA+(Mi-»e)'! 
Ugllch 

Ksch.tQ  M.ai'4M 

(Vorans  darch  Snbsfittttion  der  Wertb«  ton  ?ri,"Ai  ans  (?)  and 
(8)  foHI: 


BoeMmef  man  jetst  die  WetHis,  irelche  d«  GrOasea  s.  A 
in  Besng  auf  die  Ferra  F^  snkommen,   mit  ^,  &',  so  ist  ehensd 

A,'=(!nao«A'i 

es  war  aber 


^= 


r(«J-fr)".    ^=(.«-|S,)«i 


Telgfieb  kommt 
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Verglelcbt  man  'ferner  die  RoUtloiiM- 
und  beacbtet 

80   folgt 

tr'»tti(ci*~^)i«jy,  oder  jf'=(«*-ft»)*«. 

Dft  fn  dem  WorthTsn  A'  bock  dM  ZdcAm  iinb«ii(ltnKit  ia^ 
so  entwickele  mnn  die»e  GrOaae  dirsctnk  HoMb  der  Fmubmeti* 
talgleichungOD  [6]  In  der  Abbandlong  Tbl.  XVII.  p.  409.  £  Um 
die  Recbimng  sbzakOTzen,  braucht  man  nur  die  G|ieder  -wMdlcb 
xa  berechnen,  welcbe  in 

varkomineni  Indem  alles  Uebrige  sich  aufbeben  riiniw.  tH^n  fin- 
det dann  in  A'  da«  pbae  Voi?:«iefaea.  Aaf  ^bnliche  Ait  kann 
mMi  sich  TOD  der  Kichtigkeit  der  Gleichung 

überzeugen,  wenn  man  3c''—i6'd'-t-o^e'  berechnet.  Das  Resultat 
unserer  bisherigen  Betrachtnugen   int  also  Folgendes: 

Wenn  die   blquadrati^che   Form 

F=aa:»+ 46a:*ff +ec*V"  +  4day"+ «y* 

In  die  kiqaadratische  Fokm 

dareb  die  Snbstttntiob 

Qbersehti  so  finden  zwipeben  dfn  CoeffiGienten  bei- 
der Formen  folgende  Gleichungen   statt: 

Ä'=(a«-jJy)<'Ä; 
wo 

^=3c*-46(2-fae,    ty'=3<!«  — «'d'-haV, 

Ä=od»-|-e6"+c*— flc«-2ftcd,  Ä'=a'iP*+e'6^-h  &'~a'e'e'-W&d' 
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ist;  nnd  waon  man  "' 

sötat,  »0  folgt  naoh'   ,  — .  / 

A'  =  C«^-ft')»A. 

Wenn  ftlao'Ae  beid«»  Fvnneii  «eqirfvaleitt  sfad,  so  werden 
die  drei  Gleichunsen  2f'  =  ^.  A'=A,  A'  =  A  *^*^  ßnd«n,  aus 
deren  beiden  ersten  die  dritte  folgt.  .    ,■- 

HiMBut  W  4«r«r8te  4£raag-  zu  etiler  Theorie  fter  hiqnadra- 
tischen  Ponneo  gemacht.  Die  vreitere  (Interauchuiif;  der  Aeqai- 
valeoK  blaoadraliMHet'  jonißti  «tlifitt  w  idcM  *dlvvi^itc»ten  t  »vor- 
Ober  BttdiVt«»  ei»  Hehreres,  r. 


Beispiel.-  ■  :i    ,.   '.  i 

F=a^  +  I2ÄV  +  >2*y  +  5s*=(l,0,  2,  3,8); 

a,  ß,  y,  Ä=^— 5,  —3,  +3,  +1,  nJ— jSyi^  +  t; 

rss&nO,  SK.m,  118,  «) 


A  =  7,   A'=    20379640- 

+  29378880— 589225lß  [=7. 


?y=17,ty'=    286443—38137)   ■ 

Noch  einfacher  als  bisher  lassen  sich  die  gelnndenen  Resol* 
täte  entvriclieln,  nenn  nun  diS'  Fmction  F  als-  Prodad  Uiie&rer 
Functionen  .darstellt  Zu  dem  Ende. beseichoen  wir  dte  Wurzeln 
der  Gleichmig  ■  ■  i 

Ol* -t- 4«i>  4- 0ci>  +  44z -i- «=iO 

mit  T,  T,   T.   T^  (itid'Ätz*! 

=  a{x~Ty)  {X-Vy)  {x-  T^s)(x~  Vg) . 
Hieraus  folgt 

-  HaX-tfr.  iX-^sr, 
=f{x,  r)=a'(X-Trnx-rr)(x-T-r)(.x-i''r), 


a«<-f  •l«oV+««"*i*+^"r'+'T'=/(".  r)-' 
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^-i^'  ^~;!=ry'  '^-.-^y-  '  -«-<", 


ist.    Nun  findet  sich  - 


r''r=^^^^^^^^::^^i.^-ßr).^r 


iT-TH-r-T")  =  -^i^z^j,^,^^.^,;^,,,...,,  M-P7)' 


(t-rO(T"-t"') 

folglich  hat  man,  wean  zur  Al>k<Irzun([ 

(,_tO»=P.    (t-T")«-ff,,    (r-jTO'^r,    (»'-*")•=#, 

(r'-r"o*=(,,  (r'-r"')*=Ki 

gesellt  wird:  . 


pu-t-gt  +  n,    pu.qt'^pt-nri-gt.Tt,    pu.qt.Ti 

ofenbar  symmetrische  Fanctionen  der  Wurzele  r,  t*,  «",  t"|  eiiid, 
80  vet4eii  sie  sich  durch  die  Coeffidenten  der  Gleichung 

at*  +  4*i"  +  6cj«  +  iÄ'+e=0 

rational  ausdrilclten  lassen.  Um  dies  mitLeichtislieit  zu  liewcrk- 
stelligen,  benutzen  wir  die  Tabellen  3b  ViUeier  HiüBch.iSampiir 
Inng  Ton  Aufgaben  aus  der  Theorie  der  algebraischen 
Gleicbniigen.  Berlin  180^.  In  dieseu  Tabellen  findet  man 
Werthe  der  Sa mmenausd rücke  [aßyi.....%\,  auf  welche  sieb  jede 
symmetrische  Function  aortckßibren  tftmt;  eia  solcher  AukdradE 
ist  aber  eine  Summe  von  Gliedern,  die  man  findet,  wenn  man  alle 
Combioationen  der  Wurzeln  der  Glcichuflg  zur  mlen  Klasse  bil- 
det, wo  nt  die  Zahl  der  Buchstaben  a,  ß,  /,  S,.:.x,  den  in  jeder 

Complezion  vorliommenden  Wurzeln  die  ExponentcD  a,  ß,  y k 

giebti  und  die  letztem  anf  alle  mOnllcheii  Art«b  pormutirt  Die 
den  Tsbellw  zu  Grunde  liegende  Gleichung  ist 


D,q,;,zcc  ..Google 


80  dass  irlf  zwletit 

-4fl      +fc      — 4d      +e 
a    '       o     ',      a    '       a 
statt  A,  B,  C,  ß  JEU  setzcD  hsbeo. , 
Man  findet 

folglich 

Ferner  kommt 

p'tti  +  ^V  +  r'j« 

=  2[44]+6[234}'f-10S[!»ä-2]-~l[lU]-f3d[I133]— 24[I223] 

faßlich 

(12) «♦(p%«+?*(Hi-V)=288(3c*-4Arf-Hie)*=288Br». 

Aufi  (II)  und  (12)  folgt  leicht: 

{I3)™rtVw-y(+|w.ri+fffjr^— J4i(3c«-4Ä«Ha*)'=I4%*. 

Mit  der  Berechnung  des  f^roduHs  ptijfi.n  habe  ich  mich  tn  der 
Abhandlnng:  „Ein  Sats  Qbar  binfire  rönnen  etc."  (Tbl.  XVIL 
Nr.  XVII.  Heft  iV.  8.409.)  ausftibrtich  beschfiftigt,  und  es  fand  «leb 

(14) fl^px.flitri)=i2MA. 

Da  nun  nach  (IQ)    '      ■ 

a'«(ft«i?iA'"i»i)=;''V»'-y'-")M— ^y)" 

ist,  »o  folgt  Hoch  (U)'and  <14)  , 

.  ?y'=ff(«*^y)*,    A'^^Af-^HJr)"» 
wie  oban  gefiihdeB  word«B.  —  Hiinuis  folgt  weitet,  dsuw 

*.        o"    *  t     o»     *         «■ 

diejenige  knbiBolM  Glciobuag  eein  mu4,  deren  Wurteln  fm,  f4 
rr  sind,  oder 
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di«  Gleiebuiij;,  d«r«n  Wunefn.  a^mi,  ^gi,  aV«  sind.  Folglich 
ÜMt  sich  jede  «ynniftriBcha  FunboH  der  ilrei  Combipationen  pu, 
ff,   TM  durch  die  <jril««efi  tf  uck].  A  MsdTfiaicen-. 

Die  Netnr  einet  klfnadratischen  Farm  hänüt  dmd  van  den  bei- 
den  (irSssen  ^,  J2  ab,  welche  wir  die  prs.te  iind  zweite 
DetermiDante  nennen  Icünnen,  während  A=?y— 27ß'  eine 
BUS  beiden  abgeleitete  Determinante  ist 

it^rnUwid.  den  20  SepUimbm  iSoh 

(Forteetjtnng  In  einem  det  nSchsteo  ,|lefte.) 


XII. 

Synthetische   Beweise    der  Sfttze    In 

TU.  XTI.  Kr.  XTin.  nttd   Sr.  XIX. 

des  ArcUrs. 

Vp«       ,   ,,  ,    ,;  ,      .      ! 

Herrn  Profeisor  Prosa 

u  Stnttgirb 


XVIII.  MaiKlenleiicb  lnThl.XVl.T>r.lV.FIg.3.  in  denDarch 
scbnittsminLt  der  Geraden  AM  ana  BN  den  Buch- 
staben P  geseUt,  80  ist: 

ACiAD=SP:AP,  »eil  XACOc'^'^AltP 
=MS:AB,  weil  XMNP^ \ABP; 

folglich  Mfl=^^^- 
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XIX.  M&n  Atnkisidi  inTlll.XVr.  Tat. IV.  Fie.S.  die  Geraden 
D6,  De  und  Di',  De"  gezogen^  so  sind  die  DreieckeAc/) 
und  b'c'D  Jifcrnlich,  wrfl  die  tVinfcel  Ä  und  A'  als  Um- 
rangBtrinkel  auf  der  Sebne  AD  tfnd  die  Wlnlcel  t;  and 
c',  als  Nebbnwlnkel-dei-'glelchen  Gmßmgswmkel  DeA 
und  Dc'A,  gleich  tind;  es  verhalten  »ich  aituf  di« 
tlJtlien  dieser'  Prdeckti  wie  ikre  Grahdllnien  Ac'  und 
■   ft'c'.    (q.  e.  d.).     ': 

Anmerkung.  Diear  beiden  wichtigen  Sfitze  verdienten  in  die 
Lehrbflcher  der  Geeaelrle  auf^nemnien  so  werden 
und  zwar  der  erate  unter  der  Form: 

„Wenn  man  in  eiiiem  Dreieck  ABC  Cthl  XVl.Tal. 
„IV.  Fia.3.)beliehigeineTransver8ale/lJ9zleht,  aover- 
„hilt  sich  die  Transversale  AD  zu  der  einun  ein- 
„achn essenden  Seite  AC  wie  die  andere  eiiMchüee- 
„sende  Seite  AB  zu  einer  Sehne  JüN  des  um  das 
„Dreieck  bcschrioh wew  Kreises .  welcher  ein  Umlanss- 
„winkei  entspricht,  der  dem  Winkel  ADC  gleich  ist, 
„unter  welchem  die  Transversale  die  Gegenseite  BC 
„schneidet." 


Diuekfehler. 


The»  XVI.  Tat.  IV.  Hg.  9.  nMus  Ir  der  zweiten  und  dritten 
der  drei  Figuren,  ans  denen  Fig.  5.  besteht,  an  den  zweiten  (un- 
teren) Durchschnittspunkt  der  beiden  Kreise  der  Buchstabe  D  ge- 
setzt werden. 
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xin. 

reber  die  Berechnnnir  der  Coneten* 
bahnen. 

(Erat«  Forlsetznnf;  der  Abbandlaug;    Nene  Metbode  sur  Berech- 
nung der  Comelenbabncn.*)) 

Von 

dem   Heraasgcber. 


Einleitung. 

Der  nSchste  Zweck  meiner  AbhandlnDK:  Neue  Metbode 
IDT  Berechnung  der  Cometembkhnen,  war  allerdincr,  Kfe 
■ach  in  dieaer  Abbandlang  bemerkt  worden  ist,  die  MitttieHnni* 
»tner  vSliig  direeten,  d.  h.  hier,  gar  kein  Probiren  In  Anspruch 
nehmenden  Nsherungsmethode  cur  Berechnong  der  Cometenbah- 
nen.  Diese  Methode  legt  aber,  wie  ana  der  aneeftibrten  Abband- 
hin^  bekannt  ist,  vier  Beobacbtuneen  so  Gründe,  da  im  Gegen- 
tbeil  8bs  eigentliche  cogenannte  Cometenproblem ,  wie  ea  In  der 
Astronomie  gevrOhnlich  anfgefiuat  wird,  nnr  drei  Beobachtungen 
in  Ansprach  nimmt,  welche  anch  in  der  That  hinreichen  ,  um  die 
Bahn  eiaea  Cometen  In  der  pai^olischeH  Hypothese  vollallndlg 
bestimmen  tu  kSnnen.  Mein  Zweck  bei  der  onen  sngeRlbrten  Ab- 
liandlnng  war  nnn  aber  auch  zngleich ,  durch  dieselbe,  wenieateD« 
dem  gr&ssten  Theile  nach,  diejenigen  Grundlagen  zu  gewlnneii, 
•reiche  zar  AnflSanng  des  eigentlichen  Cometen pr ob I ema ,  nach 
seiner  gewOhDiiehen  AnSaasnng  in  der  Astronomie,  errorderReb 
lind;  nnd  ich  wHI  nun  in  der  rorliegenden  AbbaodlDns,  die  der 
oben  genannten  Abhandhnig  zur  Fortsetmng  dienen  aoir,  mich  mit 


*)    Arehir  der  MaÜiemaUk  nnd  Pfayiik,  Tbl.  XVn 
TI»n  XTIIi. 
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derAaflnsung  des  eigentlichen  Comelenprnbleina  bescli&lti^en ,  wo- 
bei icli  zugleich,  —  mich  fibrigena  durchaus  nur  nuf  das  No(h- 
wendigste  ueschr£nk«nd,  —  eioige  eigne  Aneichten  aber  die  Lü- 
enng  dieser  so  htichst  ivichtigen  Aufgabe  den  Astronomen  und 
Mathematikern  zu  geneigter  Beachtang  emprehlen  niiichle.  Die 
iß  der  rrGheren  Abhandlung  Gebrauchten  Bezeichnungen  werde  ich 
auch  hier  sfimmtlich  beibehalten,  und  nerde  Abänderungen,  die 
in  dieser  Beziehung  etwa  getroffen  werden  sollten,  sorgfältig  an- 
zeigen. 

Bevor  ich  mich  zu  der  Auflösung  des  Cometenproblema  seihst 
wende,  will  ich  vorlaufig  und  ein  ISr  alle  Mal  darauf  qurmerksain 
roacben,  was  die  in  der  frGhcren  Abhandlung  gebrauchten  Sym- 
bole Kl,  n^,  «s  eigentlich  bcfttle»,  weil,  dies  zu  wissen  und 
stets  vor  Augen  zu  liaben,  lür  das  Folgende  von  Wichtigkeit  ist. 
Nacii  j.  S..  «ler  frQberea  AJibaudlung  hat  man  die  Gleicbungent 

ii= — K|6in^/,    i^=— 'K^in^',    ij= — u,8in|^'; 

und  da  nun  bekanntlich  jS,',  ^',  ß^'  die  geocen Irischen  Breiten 
des  Conieten  irt  den  Momenten  der  ersten,  zweiten  und  dritten 
beobachtung  bezeiciinen,  so  erhellet  auf  der  Stelle,  dasa  »|,  n^ 
Uj  die  negativ  genommenen  Entfernungen  des  Conieten  von 
der  Erde  zu  den  Zeilen  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Beobach- 
tung sind.  Man  künnte  leicht  die  wirklichen  Entfernungen  des 
Comcten  von  der  Erde  in  den  drei  Beobachtungen  in  die  Recfa- 
iiuns  einführen,  was  aber  eine  Erleichterung  der  Rechnung  nicht 
herbeifilbren  wfirde,  und  daher  von  mir  unterlassen  werden  soll, 
um  mich  desto  leichter  unmittelbar  an  die  frühere  Abhandlun); 
anschliessen  zu  können,  wodurch  die  vorliegende  .Abhandlung 
wesentlich  abgckOrzt  werden  wird> 

Immer  legen  wir  nun  im  Folgenden  bloss  drei  BeobacLtongen 
mm  .Grunde,  aus  denen  wir  die  ganze  Bahn  zu  bestimmen  suchen. 
Dies  vorausge setzt,    werde  ich  zuerst  zeigen,    wie  das  Cometcn- 

fi-oblem  gaaz  im  AllgemeineD,  ohne  irgend  eine  ^Itberung  zu 
ülfe  zu  nehmen,  aufzulösen  ist,  'ond  daim  die  Näherungen  an- 
geben, welche  man  sich  erlauben  darf,  und  zu  denen  man  in  der 
Tbat  auch  meistens  seine  Zuflucht  genommen  hat,  um  sieh  die 
AuflüfluDg  müglicbst  zu  erleichtern.  Dabei  wird  auch  imthesOndere 
von   der  AuflSsung  von   Olivers  die  Rede  seiu,    deren  man  sich 

{'etzt  in  der  Astronomie  fast  allgemein  bei  der  Berechnung  der 
'ometenbahnen  bedient,  ipdem  ich  wetiigstena  im  Allgemeinen  dio 
Hauptmtaof'te  angeben  werde,  auf  welche  diese  Auflösung  zurück- 
kommt, übrigens  aber  das  Studium  der  in  niciuer  frü^ieren  Ab- 
handlang  angel^hrten  wichtigen  Abhandlung  von  Olbers  selbst 
dem  eignen  Fleisse  des  Lesers  überlasse,  da  diese  Auüüsung, 
bebst  den. ihr  durch  Gauss  zd  Theil  gewordenen  wichtigen  Ver- 
vollkommnungen, zu  allgemein  bekannt  ist,  als  dass  ich  es  zweck- 
mässig finden  könnte,  über  die  bei  derselben  in  Betracht  Lou- 
menden  Einzel Dtieiten  mich  hier  schon  jetzt  weiter  zu  verbreiten. 
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um  xnerat  die  allgemeine  AaflSsanj;  de«  Cometenproblemfl, 
ohne  »ine  nur  Dähernngs weise  richtige  VoranKsetzong  irgend  <tetc 
Art  zu  Hfllfe  zd  nelimen,  IteDnen  zn  lernen,  so  hoJieB  wir  nftch 
J.  2.  der  fifiheren  Abhandlung  zuvSTdeist  ^  CHeictuifiS 

Äi"i+2»iiii+«i«i+a>i«ii(i+i^«9«i;+Ai^ti»+(»i*h«i«i  =  o, 

wo  die  GoefBcienten  '  -  i.' 

3ti,  »1,  «i.äBi.  «,,  5i,  ffii 

n-Hin  man  dioMlbeo  durch  die  geocentriMheo  LSngfln  'And  Breileu 

<'i'i  ßi'i    <^'>  ßi'\    V-'P»'' 

des  Comefen  in  den  Momenten  der  drei  Beobaobtongen -aosdrOdrtf 
wie  aus  der  fTüheren  AhhaDdlunK  leicht  geBcblossen  wird,  weoo 
man  nur  bemerkt,  daas  In  dvn  ieiiätea  j4a«r  iib)»sd)ang 

»»=-»,',   flSi^-Ä,   5,=-Ä.   *<B,=fl 

ist,  die  folgenden  Werihe  haben: 

2l,  =— Ä,fi,sin(I,— i,)8iiiA'. 
»1=  —  J^ß|Sln(I,- X,)8inj?a'. 
«1  =  -  Ä,  RiBin(Jti— X»)6i»ft'; 

t,=sB,eMA'c«iÄ't«»gfc'*iK«i'-l,Ht««gA'«n(i.^^jaf)l; .. 
e,=ÄiCO8;^'c0Bj3,itangftViB{((,'-L,)-tangÄ'8!D(i^'-i,)|,     " 

<ß,  =— c(»ft'co«(J,'coei3,'|  tang(Si'alB(«,'— <%0  1 
+  tangß,'sin(y— «lO  >. 
+tangj3,'8iD(«,'— i^*)  ' 

Ferner  ist  nach  der  frflheren  Abbandlnng: 
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l^«=B,«|I-c«.(i^-l,)«eo.A''|, 
*,»=B.«ll-c«.(«i'-W«c»>&"l,     ■ 

iia=VM,-n)'+li?, 
r,=sV  (-<,-•»)•+«,•. 

n  wie 

^  ^  —  J^tinL)  — ii|Btii«i'coaj7|', 

jh=  —  l£|Biaiis— M^ot^'eosjS^', 

«1^ — JI,COb£)  — l(,C0S«^'G08j^', 


BeMicbnet  man  nun  die  Sefancti  der  Comelenbshn  twiscbeii 
dem  entee  und  swcitea,  und  zwiBcheo  d«m  sweilen  wtd  dritteo 
CMoetenorte  rwipectWe  dorch  «i^  und  ig^;   so  ist 


fi*=V'(*»-*.)*+(ifi-yi)»+ (»!->*)'. 
<„=V(«,-«,)H<jta-^)»+(».-iü»; 

oder,  wenn  man  für  die  Coordiosten 

''i'St'Hi    «I.  3fs.  ^;    «I.  yi.  *• 

Ihre  obioea  Werthe  einfährt,    wie  man  naeb  leichter  Recbnaog 
fiadctt 
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+  a  t  Äicob(i»i'— i,)-Ä^C(w{Bs'— Z^  I  cosft'», 
+  2 1  fi,c«»(«,'-l^-Ä,  e«(«,'-i,)  i  cm^'Mb 
—^lB\aßi'a\aß^'-t^cm(ai'—a^')toaßt'ampt'lMith-i-UiH^' 

+ 2 1  Ä,co«((^'— 14)— ^co»«— ZJ 1  cwfc'n, 

+  2 1  RtKM{t^'—Lt)  — Ä,CO«{(^'— X^ )  C08j3,'K, 

— 2t8in)^'»lnj3,'+co«(oi'— «^Oco'A'cM&'lÄÄ+V+V- 
Bczeicfanen  wir  nun  dte  FIScheniKume  der  iMscheD  der  Sonne, 
aem  ersten  und  iTreiten  Conietenorte,  und  xwiscbcn  der  Sonne,' 
dem  zweiten  und  dritten  Cometenorte  Hegenden  Sectoren  der  ala 
eine  Parabel  betrachteten  Cometenbahn  durch  €•,,  ^"d  &vf  den 
Parameter  der  Cometenbahn  aber  dorch  e;  so  ist  nach  dem  be- 
riibmten  Lambert'schen  Ausdracke  ßb-  den  FlSdieninbalt  parabo- 
lucher  Sectoren*): 

Nach  dem  dritten  Kepler'schen  Gesetze  verhallen  sieh  die  Qua- 
drate der  aiderisdieD  Umlaufexelten  der  Planeten  wie  die  Wflrfel 
der  halben  grossen  Axen  ihrer  cllipttscfaen  Bahnen.  So  lange 
man  nun  die  Cometenbahnen  als  Parabeln  betrachtet,  fcuin  aalOr- 
lieb  TOD  einer  Umlanfszeit  derselben  um  die  Sonne  nicht  die  Rede 
sein,  und  so  lange  verliert  alao  auch  das  dritte  Kepler'sche  Ge- 
aeta  seine  Anwendnng.  Indess  kann  man  doch  dieses  Gesetz  mit 
«ner  gewissen  Modi&atlon  auch  Mrf  parabolische  Bahnen  anwen- 
den, wie  wir  jetzt  zeigen  wollen.  Bezeichnet  nfimlich  T  dieüm- 
laofszelt  eines  Planeten  nod  a  die  grosse  Halbaxe  seiner  Bahn; 
so  Ist  nach  dem  dritten  Keplerschen  Gesetze  der  Brach 


für  alle  Planeten  eine  conatante  GrOsse,  die  wir  tOx  den  letz* 
ten  der  beiden  vorstehenden  Brflche  dnrdi  11  bezdchaen,  and 
daher 


•)  H.  •.  ArchiT  der  Mathem.  omI  Phjriik.  ThI.  XXI.  Kr.  XXXIX. 
Der  rall,  w»  maa  in  der  Lnmbert'achrn  Gleichnng  du  nntere  Zeichen 
«a  nehmen  hätte,  kann  bei  ier  Hercchnuiig  der  Cometenbahnen ,  die 
Immer  nnr  nahe  bei  einander  liegende  Benbacbtnngen  bonntae«,  aar 
kleine  Thcile  der   Ceraetenbahn   In  Belrarht   liehen  bann,    ntchl    *er- 
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setxen  wollen,  ist  nun  ferner  '&  elii  In  der  Zett  (  von  deAi  Ra- 
diofl  Vector  des  PUneteti  bMcbriebeqer  Seet«  seiiieT  BAfad,  so 
Ist  flr  dieacii  Planeten  tmcb  dem  zfreitea  Keplei'scben  Ge- 
setze dei  Brach  -r  dne  coDstante  GritMe,  die  wU  dorcb  l  be- 
teichnen,  nnd  daher 

setzen  wollen,  wobei  wir  nochmaU  besonile^a  damuf  hinweiaea, 
daSB  I  Stnc  ftlr  jeden  eInzelneD  Planeten  conataut,  fOr  veracfaie- 
dene  Planeten  verfindeflicb  ist.  Bezeichnen  wir  jetzt  den  PlScheo- 
iuhalt  der  ganzen  eiliptischeh  Bahn  des  Planeten  durch  E,  so  Ist 
nach  der  varstebenden  Gleichung 


yffSL  aber,  wenn  b  die  kleine  Halbaxc  der  Bahn  bezeichnet,   be- 
kaontlicb  E=ui«  iift.ao  Ist 

und  folgltch,  wtA\ 

r^xttaeiMV'a 


Beulchnet  nan  p  den  Parameter  der  Bahn,  ao  igt  bekanntlich 

?^-»     A_i/e. 

alao  nach  dem  Vorhergebeoden : 

Dieae  GIcicfanng,   welche  bloss  von  dem  Parameter  abhli^i  ist 
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ftker  «SuilMr  auch  aof  pmrBb«ll^cb«  Batnwn  amrendVar-    DiBckt 

man  dieselbe  nw  auf  ralgead«  4rt  »ua: 

,e=!^     ^      ■■  . 

90  ei^eben  sich  aas  detn  Ofilffen  in  den  Selchen  der  frOfaereD  Ab- 
handlung die  beiden  folgenUen  .Gleichungen: 

Vi' 

Di«  €rCne  t^  i«t  «iae  Coiiatante,  ^eJcbe  Hrtr  durch  f»  beceicb- 
uea,  alan 

.'"IS 
■eben  trolleD.    Ihhm  Ut  päd)  dem  Vgrhergebepden: 

(■•i+'»t»i«)i-(»r+>'«-*«)!=^''=>  ^' 

(■•.+'-,-W.-(-+'.-«i..)i=^=  ^- 
Den  Wertb  der  Conatanten 

■ T_ 

*     aVo* 
■od  daher  auch  den  Werltt  iet  CoDstanten 

kennt  man  abec  aus  der  Theorie  der  Planetenbeweenng  mil  groa- 
aer  Genauigkeit,  so  daaa  man  also  denselben  im  Ubiaen  als  eine 
bekannte'tirrisse  betrachten  kaun;  ea  Ut  nSmlich,  alle  Zeiten  iu 
Tagen  anagedrflckt  a 


._ -- Eichungen  k.. -  -    „- 

AaSdaiing  4c»  Comelenpioblenia  ia  der  parabaliachen  Bypothese 


I  ol^cen  Gleichungen  ht  nun  uffenbar  die  volUtSndige 
4c»  Camer  .   ■■    ■      «... 
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entbalten.    Cm  diM   jedocfa  noch  in  etwas  anderer  Weise  reefct 
deDtlidi  xn  machen,  wollen  wir  mit  der  GIdchung 

2'i«'i+»i«»+«i«i  +  äD,iiiii9+ei»i,ii,+Ä»i»'i+(Bi"i«««i=0 
nach  eine  Itleine  Vcrindentng  Tomehmen.    Wir  wollen  nSmlich 


•etiea.    Dann  wird  die  vorstehende  Glelcfanng: 

und  folglich,  weil  im  vorliegenden  Falle  offenbar  nicht  119=0 
««In  kann: 

3Iifl  +  »i+Ci«i+(Iiiii+ie|to+5iiiic)t(a+tBiWW(a*=0. 

Wir  wollen  nnn  Betien,  daaa  man  darch  irgend  ein  Verfahren 
zwei  HaberungBwertbe  der  Verhiltniesaablen  v,  w  gefunden  hUte, 
und  nnn  deren  Genanigkeit  prDfen  wollte;  80  wflrde  man  aas  den 
durch  die  Beobachtungen  and  die  astroDomitichen  Tafeln  gegebe- 
nen Grossem  nach  den  obigen  Formeln  die  Grüssen 

%,  2S,  Ci.  »i.Si.  ßi,<Bi 

berechnen ,  nnd  dann  darch  Auflösung  der  Gleicbung 

die  GrwKse  1%,  so  wie  mittelst  der  Formeln 

die  GrCssen  tt|,  Ug,  «j  finden.'  Bat  man  aber  diese  GrSssen,  'so 
kann  man  mittelst  dei  im  Obigen  gegebenen  Formeln  auch  die 
Grössen 

ri,  r».  u  «nd  *>.„  ii« 

finden,  und  dann,  indem  man  dieselben  in  die  beiden  Gleichungen 


•.J*i 


einf&brt,  unteisnchen,  wie  weit  diese  beiden  Gleichungen  erfiillt 
werden.  Ergeben  eich  diese  Gleichnneen  ala  genau  eiAllt,  su 
werden  die  zum  Grunde  gelegten  WerlEe  von  d,  m  die  ri^ügca. 
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tmd  iIm  ProUem  iko  aurgelSst  sein,  lodaa  «ebsD  in  der  frOlisre« 
Abhandlung  gezeigt  wordeD  Ist,  wie  die  Lage  der  Bahn  imRaame 
bestimmt  trerden  kaon,  wenn  die  obigen  tirüeseii  eMmmtlkh  lia- 
kannt  »ind;  sollten  sich  die  beiden  in  Rede  stehenden  Gleicban- 

6en  noch  nicht  volUtändig  erßllt  ergeben,  so  iT^rde  man  die  Nft- 
eroo{;8werthe  derGrüitsen  e.  v>,  von  denen  man  ausging,  weiter 
corrigiren  roOseen,  trovon  nachher  ff  «Her  die  Rede  seit  wird.  Man 
konnte  auch  von  zwei  M&herungswertben  von  Mj,  a^  auBgehen, 
dann  t^  mittetet  der  Gleichung 

berechnen,  und  hieranf  ganz  wie  vorher  verfahren.  Cebrijgens 
vrird  man  aus  dieser  Darsteilting  mit  vollstSsdiger  Deutlichkeit 
flhersehen,  dass  durch  das  Obige  das  Com etenprob lern  ed  einer 
bestimmten  Aufgabe  mit  inei  nnbekaunten  Grüsaen  v,  w  oder  nj, 
"a*)  gemacht  worden  ist. 

Ich  will  nnn  noch  einmal  die  Formeln  ane  dem  Obigen  an- 
iMmmeoBteilen,  welche,  wenn  zwei  NXherDnjcswerthe  der  Grossen 
V,  V  gegeben  sind,  zur  Berecfannng  der  entsprechenden  Betrige 
der  Grössen  > 

angewandt  werden  süssen.  Diese  Formeln  sind  nach  dem  Obi- 
gen in  der  Ordnung,  wie  sie  zur  Anwendung  kummen,  die  fol- 
genden: 

a,  =— i?aÄ,sin(L,-Z,s)8inft', 

25i  =  -  Ä,B|ain(i»  -ii)sln|9s', 

£1  =  —  RiR^iai^~i'tf*^''ß%'  > 

Dl = i^coe^'cosj^'t  tang,fc'»in(%'— L»)  —  tangjS,'sln(V— i»)  ] , 

ffi,  =ßi008j5a'cos(J,'Jtangft'sin(tt|'— 1|)— tangjS,'sln((i^'— 1^)1, 

^1  ^  £:,cos^,'gos^i'  {ttmg|},'«in(i!%'— £,) — tangf^'sin(iii' — L^  \ ; 

(Bi=— coeft'cosA'cosA'l  tangft'sh)(ii^'— «,')  > 
-f  taiigjS,'sln(«,'-«i')  {; 
-^tangÄ'8lo{«l'-1.^')  ) 


*)    Katnrlieh  büimle  man  aocb  K, ,  u,  oder  », ,  »«  tu  unliekaoole 
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B,«=i?j«ll-co8(«9'-L;)«coi.^'»J,     ■     ■        .     ■ 
^=«,»11— ccw(b,'— L,)«co^'»t;   ,   -  .  ,. 

+  2 1  flaCOBCe,'— ii)  —  A,««iC««'— i^)  I  «Mfc'«»     • 

— 2  |Biu^i'sio|9,'-f-GOs(iii' — ttjOcos^i'cos^'  t  WjV^-f  «1*  +  «a*. 

+  2 1  ff,coB(i«,'— 1^— ÄaCo»(«,'— X,)  I  coaft'«, 
+ 2 1  Ä,cos<V— ij) -^a«>s(i^'— Li)  ( «wA'u, 
— 2t8in|S,'BiD^i'-|-cos(a2'— c^Ocae^/coa^'tuiUs-l-Us'-fi^'} 

Ein  üebekfanti  bei  dieser  Art  der  AnflSsuiig  ist  es  frelflch,  iws 
u,  durch  eine  tileichuag  des  zM-ritenti rüdes  besttnimt  rrinl,  wül 
eich  eine  allgemeine  analytische  Entxcheictung,  welchen  der 
beiden  Wertfa«  vun  vg  man  za  oehmei^  hat,  Bioht  sebeu  l3«si   . 

Ist  es  gelungen,  die  genauen  Werthe  von  v,  lo  au  fipdeo,  so 
berechnet  man.  um  eine  Pia Ije  (är  die  Itichtigbeit  der  Rechnung 
EU  haben,  noch  die  Sebtie  t|,)  zwischen  dem  ersten  und  drittea 
Com  eten  orte  mittelst  der  Farmel 
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+2tß,C0SK'— i,)  — Ä,il!ö8(«i'— i,)JC«ft'tti   ■ 
+2|i^coB(«,'— La)— ■ÄiCiw(«(,'-I-i)loM(Ja'if, 
— a(Bil»fc'alDJ^^■^^C(^9(«,'— i^'JcoBjSj'c<wA'iw»i(|+V+V* 
and  notCTsacbt,  ob  die  Gleicfainig 


•rfaiu  ist 

Den  Werth  einer  GrSsse  von  d«r  Fonn 

kann  maoi    wie  es  mir  scheint,   Kweckmässig  luif  folgende  Art 
berecbaen.    Es  ist    . 

(H-«+.)l-fr+»-.)l=(H-f+')'  i'-(fl^|)'i  ' 
und  berechnet  aan  ndn  den  HüKswIbltel  ^  nsHtelst  der  Fermel 

wsa  jedendt  nUglich  ist,  so  ist 

(r+f+*)S  -  (t+ j-*)S  -  (r+p+«)lsln9", 

wo  sieb  Alles  mit  Hdife   der  Logariffanfen  leicht  berechnen  ISsst 
Uta  konnte  aacb  den  Ufilfstvinkel  if  mittelst  der  Formel 


berttchneo,   and  bStte  dann 

(r+«+»)i-(r+c-»)»=('-+«+')ä<!«**- 

Ob  nun  den  ersten  oder   den    zweiten  Weg  einzuschlagen   hat, 
wird  sich  immer  danseh  beatiramen,   weleber  der  beiden  Winkel 

Land  4(*   mittelst  der  Tafeln  am  genauesten  berechnet  werden 
in. 

Znr&Tdemt  Ist  nnn  die  z#MlnnS&slgst<j  Methode  aoingeben, 
nach  welcher  man,  wenn  man  schon  zwei  den  Grössen  e,  to  nahe 
lEMnnende  Werthe  darch  irgend  «in  Terfabren  gefunden  iat,  sieh 
nacb  und  nach  zn  den  genauen  Werthe«  dioaer  Gri}M«n  etfacben 
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bann.  D«  nun  aber  wboa  Niheminwflr&B  6*t  Qrtnta  «,  i« 
kennt,  so  kann  man  aicb  immer  leicM  drei  Sjvteme 

a.  b;    a;  6-;    a",  *• 

diesen  Grossen  nahe  kommenfter  Werthe  HMen.  FOr  diese  drei 
Systeme  berechne  man  nach  der  vorher  g^ebenen  Anidtang  die 
CfrOmeo 

A^f{a,b},    B=ipin,b)i 

A'=f(af,b'),  B'—ip(a',b'); 

A''=f[a',b^,  B'=v(«».Ä'). 

Nach  den  Principien  der  DifferentialrechDung  Ist  aber,  wenn  die 
senaueD  Wertfae  der  GrSiMin  c,  to  durch  diese  Symbole  selbst 
bezeichnet  vrerden,  nlÜierDiigsvreise : 

A.+a.,.+8«,)=A.,»)+^=^'8.+  5=^5», 


ÜJ,  +  ~^!=!S„; 


rolglicb,  weil  nach  dem  Obigeii 
■ein  soll,  wenn  wir  der  Kfirze  wegen 


^     8^..«.)           ^     «.«..»). 

r=^=t^.      '='-^^ 

Mtm: 

n.+'8i.,«+8«.)=di,+fä». 

T(.+8i,.«  +  8«.)=,äi,  +  JB». 

SeUu 

3e=a— ».     .A8=:A— »i 

8b=o'-ii,      ä<o=4'-a; 

et=o'-€.,     a.=4''-»i 

m  erbalten  wir  aus    dem  Vorhefgebeadeo  die  büden  Tulgendes 
Syateme  von  Gleichungen: 
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^Äo((»  — p)  +  /J(6  — w), 

*=rt«-»)+J(6-«). 

/('=^o--r)  +  J(4'— »), 

«"=;<»"-,)+ J(6"-»). 

Ans  diesen  GlflicbangeD  erbfilt  man  mittelst  leichter  Rechnung : 

J-JI'—/i'Ä'=(«J-WI("'— ")('"-")— («"—•)(''-")l. 
JfB—AB"=(.<ii-fr)  I  («"—«)  (4—»)  -(o-n)  (4"-»)  |, 
<<B'-4'B=(««-ft.)l(«-e)(«'-»)-(«'-«)(*-«')l 
oder 

^'B"— ^"B'=(<.J-Wlo'4"— o"4'+(6'— iln— (a'-o*)"!. 
A"B—AB"=:(fli~ßf)  I  n"*— ni"  +  (6"— *)b— (o"— a)«  | . 
^ff  —  ^'B  =  («d-W  I  •«'-«'J+lS-i'jli-^ii-llV  1 . 

Mnltiplidrt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit  n,  a',  a" 
sad  addirt  sie  dann  an  einander,  so  erbUt  man : 

<l^AIB'^-A"B')  +  a■^A"B—AB■^)■^a.'■^AB'-A:m 
=(rf-ft.)l«(4'-»")  +  n'(»"-»)  +  n"(4-4')ln 
oder 

nü'B'-AI'Bri  ^  a'(,A'B-AB')  +  ü"(AS'-A'B) 
=  («»-WI(»-°')(4-4")-("-o")(4-4')|. 

Uultiplicirt  man  dagegen   die  drei  ohigcn  Gleichungen   nach  der 
Reihe  mit 4, 4',  4"  und  addirt  ai^  dann  ui  einander,  so  erhUtman: 

t{A'B"-A'B')-tV{A"B-4B'}  +  b"iAB'-A'm 
=  -  (od-Py)  [4(o'-o")+ 4'(a"-o) +4''(o-a')  1  w 


HA'B'-d''B')  +  HA"B-AB'')  +  t"(AB'-4'B) 
=(i.J-(lr)l(«-«')"(4-4")-(«-«^  (4-401». 
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Addirt  man  endlich  die  drei  obigen  GleichungMi  unmiltelltaT ,  nhne 
vorher  eine  Verfinderung  mit  denselben  vorzunehmen ,  zu  einander, 
eo  erhält  mant 

(A'B"-A"B')r(A"B~AB'>  +  {AB-A'B) 
=  (A—A')  (B—B")  -  lA—A^  (B—B') 
=(oJ-/J)')|«6"-o"4')  +  (o"6— ««")  +  («»'—«'S)  I 
=  (od-M  I  (o-<i')(6-4")-(o-o-')  (4-4')  I . 


nun  zur  Bestimmung  der  gesuchten  GrDs'sen  v,  w   die  folgendes 
Formeln^ 

a(A;B"-A"B')  +  a'[A"B-AB-}+a'XAB'—A'B) 
""  ■  (,A-A)(B—B')-(A-A-nB-B^  * 

OiA'B"-A"B')  +  l,'(A'B-AB''}  +  t"(AB'-A'B} 
"-       .      iA-A')lB-B'')-iA--A")iB~S) 


_     .  W-«)iA''B-AB^+W-')(AB'-A'B) 
"""+     ^A--A')iB-B■')^(,A-A")^^l-B')      • 

_■    (f-l^(A"B—ASi')+  (li---i)(AB'—A'B) 
"-'+       (A~A'){B-B'')-(A-A~){B-B')       ' 

Weil  der  gemeinrnhallliche  Nenner  der  vorhergehenden  BrOcbe 

•    (nJ-/l).)|(<.-n0(5-4'')-(«-O(4-401 

ist)  so  darf  nicht 

(«— o')  (4-4"),-  (»-«'0(4— 4')=0, 

d.  h.  nicht 

»— o'-    ^-^w"  ■    ■ 

sein,  *ras  hei  der  Annahme  der  drei  Systeme 

a,  4;    n*,  4';    a",  4" 

von  NSbeningswerthen  der  Grössen  v,  te  wohl  zu. beachten,  und 
daher  immer  zu  vermeiden'  Ist,  dass  die  anj^enomnieoea  NShe- 
mogs-  oder  fay|>othetisclien  Wertfae  die  G4eidMiiig 
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«rfällen  oder  derselben  entsprechea. 

Wie  man  sich  djpser  Methode  zur  sncc«8«Iven  AtinSherong 
sn  bedienert  hat,  bedarf  eiaer  tf eiteren  Erliuternng  an  diesem 
Orle  nicht, 

Deberblictft  man  alles  Oblse  Rechmala,  s»  wirdimsfi  cHf^^en, 
dasa  die  vorhergehende  Methode  xm  Bestimmung  eiuer  CoMCterr- 
bahn  allen  Ansprüchen  vollkopimen  genS^en  würde,  trenn  man 
nrtr  im  Stande  näre,  in  allen  Fftllen  erste  PJäherunKawertbe  der 
Grümen  c,  w  mit  Leiolitiskeit  «n  finden.  Wie  man  aber  nach 
meiner  Meinung  sich  am  bebten  solche  erste  Näherungsirerthe 
dieser  V erb ältn isssah len  verschafft,  nerde  ich  erst  iveiter  nnten 
auseinandersetzen.  Die  Grüsse  u^  witd,  nie  schon  erinnert  nor- 
den ist,  rrcilich  durch  eine  quadratische  Gleichung  bestimmt,  und 
hat  alHO  im  Allgemeinen  zwei  Werthe.  Hat  man  nun  keine  and» 
ren  Kriterien,  mittelst  welcher  sieb  entscheiden  lässt,  welcher 
dieser  beider  Werthe genonnien  werden  niuss,  so  irird  sich  frei- 
lich nur  der  Weg  einschlagen  iasseii,  dass  man  (tlr  jeden  dieser 
beiden  Werthe  die  Beträge  der  t'unctionen  f{D,w)  und  ip(_v,w)  er- 
mittelt, und  untersucht,  für  fve^ben  der  beiden  Werthe  von  u, 
die  Gleichungen 

/l(e,w)  =  0,     v{e,«)=0 

mit  der  grCsslen  Genauigkeit  erfBllt  sind. 

Mehrere  der  ^«-en  Fnrmeln  vvurdeiV  dnrch  Einftlmng  von 
HOlfstviflkeln  und  andere  Transrormationen  sich  lur  numerischep 
Rechnung  vielleleht  noch  e^vaa  bennemer  einrlchfen  lassen,  wobri 
Ich  in d«ss  jetzt  nicht  Tenvejlen  will,  da  jedein  nur  einigermassen 
geflbtea  Analytiker  und  nuiiierrschen  Recnnet  dergleichen  Ahhifr^ 
sangen  sich  immer  leicht  von  selbst  ergeben.  Es  kommt  mir  für 
jetzt  hier"  tiesMtders  nnr  dannf  an,  die  Methoden  im  Allgemeinen 
«I  skizziren,  und  in  möglichst  deutlicher  Darstellung  dem  Leser 
vor  die  Angen  zu  fffhren,  indem  Ich  die  (reitere  Aosltlhrung  iin 
Einzelnen  späteren  Aubützen   vorbehalte. 


Man  kann  das  CAnetenprnhlftn  <  ^^Iches  in  Voihercehendes 
aU  eine  Aufgalie  mit  znci  unbekfuintea  Grössen  sich  darstellte, 
XU  einer  Aul'gabe  mit  nur  einer  unbekannten  Grösse  machen, 
wenn  man  sicn  bei  demsolben  ciwa  ifiir  näh enings weise  richtige 
Voraussetzung  gestaltet,  nämlich  die  Voramisetzung ,  dass  in  den 
Zeichen  der  früheren  .Abhandlung 
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sei,  d.  h.  indem  man  annimmt,  daflx  die  Beobachtungen  so  nahe 
hei  einander  liegen,  daas  tilr  die  von  dem  Vector  des  Cometen 
sivischen  der  erstes  und  ztvelten  und  znischen  der  zvreiten  und 
dritten  Beohacbtuog  h esch rieben en  Sectoren  ohne  merklichen  Feh- 
ler die  in  denselhen  liegenden  eeradlinigen  Dreiecke,  deren  Spi- 
tzen die  Sonne  und  die  Oerler  des  Cnuieten  iti  seiner  Bahn  sind, 
gesetzt  werden  können.  Gestattet  man  sich  nKnitich  diese  Voraus- 
setzung, so  bat  man  in  den  Zeichen  der  froheren  Ahhandinof;  die 
Formeln: 

dsin^a  — TtisATiii 


"•-  ,»...(Jl-a»,) 

_    «»■d'i— («i«a-i +t,<iS')«,. 


8=— Bjl»,»B,aiii(l,-i,)-T^e,«iii(I,— IJIl 
iC=— J!,ci»{!-,eii«^,ttNig|!'<>in(<',-U-t>i«;',«lD(ii-,-l^)|, 
Ari;=— A^GOB^  icas^'s  t  taDg^',sin(«  a— La)-  taDgß'aS*in((i'g— Jl^] , 
i^=-riIsCo8^'jCosJ!',  1  tang^'i8in(a'|—£a)— kingl?  a6iD(<)'| — Lj)  ] ; 

A  =— ÄiCoa^'aMHjS'i  t  Uiig|3'jBiii(a'a-t,)-t80g(!'jain(«',— It)l , 
S,=— AiGM^'aCOBlS'a  (tanBP',8iii(«'a— i,s)-Ungi9'aeiD(o',— i|)lj 
»'=— B|Coa/l',co»^',l'ai>g|S',«i»(«'i-Li)-tangftaiii(i.',-I,)|, 
X',::»fi,coa^',coa/!',  |  lang|)',alii('>'i-L|)— <aiig^ia<i>(°'a— LO I !  I 

fl=s— COBf)'iCoa|S'aCoa^tl    taag^J*,  Bln(ii'a— «"a) 

+  taagP'aatn(«'a-«'i) 

+  laiig^',aiiK«'.-<'a) 
iat. 
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Nhmt  MW  nun   entweder  ni  oder  v%  el«  unbckanate  CrSs- 

M*)  jiD,  und  kennt  acheo  etu«D  Näbenwsewerth  einer  flleaw 
Grüseet),  so  kaaa  man  untersuchen,  wie  nwe  dieMr  Wertb  der 
Wfthrheit  kommt,  wenn  man  mittelst  der  obigen  Formeln  re- 
spective  entweder  tfg,  «t  oder  u^ ,  t^  beetinunt,  wodurch  piao  sisff 
in  beiden  Fällen  zur  Kenntniss  vor  Ut,  u~,  Ua  gelangt;  dann 
die  UrOssen  A^,  J,  iiad  ^i'^  Bf,*  mittelst  der  Fnniif;ljp 

Ai  =.—R^co»(a^'~Li)coBßi' 

At  ~ — R^C0B(«f,' — Lt)cMßf'; 

Ä,«  =  ß,«l  l-C0s(«,'-Xi)«C08jJ,'«| , 
Bt*  «Ä,«  t  l-C0B(«,'-i,)«CO8A'»| 

bectimmt;  und  hierauf  r^ ,  r^,  I14  mittelst  de;  Formeln 

r^=>r(A,-u,y  +  Jt,^i 

*».»*=    Äi*  +  fi,«-2ff,R,coß(X|-i:s) 

+ 2|  Ä;,coa(«i '—£,)  — i^cos(«i '-^£j)  t  cosft '«I 
+ 2  i  ^co«(«^'— I,) — ÄiCos(V— ii)  I  eo»Pi''^ 
—  Ü  t  sioft'slDA'  +  coaC«,'— i^Ocoaft'cosA'l  «ii^+«iHi^" 

sucht    Dann  kann  mm  aateraadiee,  wie  n-eit  die  -Gleiqhvng 

('■i+'^«+'t->)'-(''i-H-«-Ji«)'=^ 

erlüllt  ist,  und  wird  auch  auf  dem  Wege  der  successiven  Nihe- 
TDDg  mittelst  der  bekannten  Methoden  den  geiaoen  Werth  von  u^ 
oder  Kg,  and  dann  auch  mittelst  der  obigen  Formeln  die  Werthe 
von  «a.  Kg  oder  H] ,  u,  vt  ermittelii  tia.  Stsjnd^  sew,  alaq  Eur 
Kenntniss  ron  ui,  u^tU^  gelangen  kSnnen. 

Berechnet  man  noch  r«,  si^,  ^4  mittelst  der  aus  dem  Obl 
gen  bekannten  Femeln,  ko  kam  man  zur  frobh  der  licehnang 
noch  noch  nntersncben,  wie  weit  die  Gl^cboo^n 

,      (r,+r,+%«)i-(r,+r,-^l=^ 


D,g,t,z.ctv  Google 


Bringt  man  diese  AmflSsaBi  tuf  ihra  elnfacMe  Form  nnd 
macht  Ni  XQT  unbekannten  Gr&aae,  bo  »t  illeaelbe  ^ana  In  den 
tobenden  Formeln  enthalten: 

Xä— B,coB|Ji'coaft,'jtan(t|3,'stn(«ri'— /,)— tong/Ji'siD(«,'-Z^|, 

JC, = — B^coBßi'cMßa'  I  tangft'8iii(«a'— £>)-  t«ngÄ'ftin(«,'-Ii)  1 ; 

"i= — W ' '  -     . 

Ai  = — Ät«0«(«,'— I(i)c08/Si', 

B,«=B,«tl— coB(ai'-A)'<:o"A''l  =  Äi*-^i*. 


r,=V(^3-«,)HÄ.*; 

+SiÄ,c<w(«,'-ii)-Ä,co»{«,'-i»)ieiie(3,'«, 
+21  Ä,co8(«,'— Z,)— ÄiCob(c%'— L,)  I  cosft'ii, 
— 2  ( einft'Binft' + co8{«,'— <)^'>co8jS,'<»W)S,' !  «i«» + »'i'+ V ; 

(»•iH-r»+'..>)'-('-i+«*i-'i«)'=^- 
Bemerken  will  ich  noch,  daae,  weil 
*.«•  =  (*!-'■)'  + (STi-Sa)*  +  (Ji-*.)* 

=rr»+rj«— 2(Xi*,  +ff,y,+  iii|) 

Ut,  das  Quadrat  dei  Sehne  «i«,  wie  man  leicht  findet,  auch  auf 
folgenden  Ausdrunk  gebracht  werden  kann : 

-2i^C<»(«,'— ts)cM(J,'lli 

— 2^coe(*(,'— Ii)co8|J,'Ba 

-2  t*lnA'einft'+cti8(«i'-«j')ci»Pi'co»ft'  |  N,<it . 
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Das«  Khnlidift  AnsdrOck«  auch  nir  die  Quadrate  d«r  lehnen  f,^ 

Sjt  ^Iten  und  im  Obigen  statt  d«r  dortigen  Ansdrtirke  iu  Annen- 
uns  gebracht  iverden  künnen,  versteht  sieb  von  «elbst.  Man 
kann  dieselben  überall  statt  der  oben  angegebenen  Ausdrflcke 
Rubatitalrea,    ivenn  man  ea  rär.  zwecicmfiBBig. halten  sollte. 

Die  Frage  bei  dieser  Anflitsung  bleibt  nun  zuletzt  auf  Shnlicbf 
Art  ivifl  in  I.  tviedet  die,  wie  tSr  U]  oder  »j,  jenachdem  man  das 
eine  oder  daa  and^e  aU  unbekannte  GrGsse  annimmt,  erste  Nl- 
beruneswertbe  gefunden  werden  kunnen,  norauf  ich  weiter  unten 
zurOckkommen  werde. 


Noch  etn'as  vereinfacht  wird  die  Ttrhergefaende  Aufiüaung, 
w^enn  man  sich,  wie  wohl  zuerst  Olbers  gethan,  und  dadurcli 
die  Astronomie  mit  der  AuSüsung  de«  Cnmetenurobkma  be- 
schenkt hat,  welche  gegenwfirtig  fast  allgemein  bei  der  Berech- 
nung der  Coraetenbabiien  in  Anwendung  gebracht  wird,  noch  eine 
zweite  nnr  näh erungs weifte  richtige  Voraussetzung  gestattet:  wenn 
man  nSmlich  die  Zeiten  T|.,,  Tj,,  als  so  klein  voraussetzt,  dass 
auch  f^r  die  von  dem  Vector  der  Erde  in  diesen  Zeilen  beschrie- 
benen Sectoren  ohne  merklichen  Fehler  die  in  denselben  liegen- 
den geradlinigen  Dreiecke  gesetzt  werden  können,  deren  Spitzen 
die  Snnne  und  die  Oerter  der  Erde  in  ihrer  Dahn  sind.  Unter 
dieser  Voraussetzung  ist,  wie  aus  der  frflheren  Abhandlung  (fi.S.) 
sich  unmittelbar  ergiebt, 

©=0; 

und  die   Auflösung    unserer   Aufgabe  ist  dann  vollständig  iu  den 
folgenden  Formeln  enthalten: 

K  =  —  ÄtCoaft'eo8|S,'lUi>g^'Bin(«,'— I,)— tang(J,'sin(B»'— W I. 
Kl  ^ —  jRscosjSi'cos^'  I  taDgfo'ain{Ba'— i^J — taDg|9|'siii((i^'  — £»)  1 ; 

oder  noch  kSrzeT,   weil  man  im  Folgenden  bloss  das  Verh^Ilnis» 
der  GrSswo  K  und  Kg  gebraucht: 

^"coeft'  "  tangft'sin((^'— I^— tang^a'^'^C*^'— W ' 

Ai's  —  Äj  cos(«i'— It)co»ft ', 
A=—  RiCoa(iit'—L,)coBß,' ; 
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— 2Ä,CM<«i'— Lj)coeft'i(i 
— 2Ä,  cosCog' — £|)cas^3'ii| 
— 21rin(I,'siiiiJ,'+cos(«,'— «a^coeft'cojft'lKiiia; 

('■i+'-.  +  'i^)'-('-4  +  'i-'.»)'=^-  . 

Noch  (rolten  wir  zu  di«qen  Fonnoln  bemerLen,    dajis,    weil 
nibch  dem  Obigen  #:=0,  nnd  nacb  der  frilberen  AbhandlqnJ 

»=-«,l«i«H,»lii(Si-ii)-«j.I«l«'«(l.-ii)l. 
also 

T,,B,»ln(i,-i,)-«»,«,eiil<Ii-i.)=0, 
teltUcIl 


«M_Ä,    elnf/.,  — 7^) 
Ist,  tm  Obigen  auch 

gesetzt  werden  kann.    Weil  nur  DBhernngsvreise  6=0^  ist,    sind 
natarUch  weh  alle  diese.  Ausdc^^^lie  nur  nKbeiungsneise  richtig. 

Die  am  Ende  der  in  11.  gejtebenen  AuIISsnnf;  anfgeirnrrene 
Frage  sieht  natürlich  anch  bei  der  hier  gegebenen  Auflüsung  ihrer 
BeantwortuBg  noch  en^egen. 

Die  hier  gegebene  Auflösung  ist  in  den  Principlen  die 
Anflüsung  des  Cometenprobleais  von  Olbem.  Meine  obieen  For- 
meln sind  jedoch  nicht  mit  den  Formeln  von  Olbers  ioenlisch; 
namentlich  bringt  Olbers  st^tt  dei  wirblichen  Entfernungen  —Ui, 
— Ua  des  Üometen  von  der  Erde  in  der  ersten  und  dritten  Beob- 
achtung die  entsprechenden  sogenannten  curtirten  EntferDungen 
desselben  von  der  Erde  in  Anwendung,  worunter  man  die  aufciie 
Ebene  der  Erdbahn  projicirtea  fffriclicho»  ENtreiaui^en  versteht. 


D.g.tizecbvGoOglC 


141 

Ml  weies  indeM  nteht,  «b  UA  daffH  crerado»!  ^inMi  bMMVMnw 
Vortbeil  erbennen  soll.  Auch  Hn  Wh  »etkirt  nWrh  «weMMIrKn, 
ob  ich  der  durch  Einrahrune  J«  üuelteu  iritherangBvreTsOfi  V*t- 
aoMetüunr  nHcrdiii^s  )i«wlrkteii  \bk9turng  der  RetlmW)f(  itm 
Crossen  Werth  beilege»  soll,  den  ülb^td  (rnd  Atldäf«  dtMsefli«» 
beliulegen  seheioen,  ao  cIms  Itih  «s  v!e)l^ctit  rtl(4lt  Heber  «(»Mle- 
ben  mochte,  bloss  bei  der  ersten  näherungsweiseo  VoraussetsnnK, 
nfinllüb  bei  der  in  )I.  gegebenen  Auflösung,  atäben  x*  bkrlbeo.da 
mir  der  AlehraufMand  von  RecbiitiR$,  den  diese  Aufliisung  erfor- 
dert, in  der  That  nicht  so  sehr  erheblich  zu  sei»  scheint,  dsss 
ieh  mitb  dnrch  ddnsfllbea  geradezti  beivogA  ßlhlcn  MÄte«  «Utf 
grossere  Genauigkeit,  nelcbe  die  Auflfrsung  in  11.  nothweidig  go- 
wÄhren  niuss,  und  wirklich  auch  petTäbrt,  aufzugeben,  worOber 
jedocb  nur  durch  die  aus  vielfacben  praktischen  A^trenduageA 
gescbüpile  Grlkbriiiig  sicher  eutschieilen  »erden  kann. 


Ich  kouinre'  Mm  wieder  auf  die  AuflStM^  in  I.  sarflck.  Mao 
nird  eich  erinnern,  dasa  irir  dort  dabei  stehen  büebeD,  dass  wir 
zeigten,  dass  es  nur  darauf  ankam,  ztvei  erste  Mäheningsn-ertfae 
der  beiden  unbekannten  Grössen  v,  w  zu  kenn«»,  wo  bekanntllcll 

irar.  Eine  Methode  nachzuweisen,  nie  solche  erste  Nfiberungs- 
werthe  der  VerhSltnisszablen  p,  ur  gefunden  werden  kfinnen,  sind 
wir  damals  noch  schuldig  geblieben,  und  wonen  jetzt  verSueheYi, 
diese  iSchuld  abzutragen. 

Bloss  aus  der  Theorie  solche  erste  Nfiherungswerlhe  von  v, 
10  ZD  eotnehmeu, ,  scheint  uns  nnnüglich.  Man  mu^s  da^n  Doth- 
^endig  Beobachtungen  zu  Hülfe  nehmen.  Deshalb  wollen  wir 
jetzt  annehmen,  dass  man  ausser  den  drei  zur  Bestimmung  der 
Bahn  unbedingt  erforde  die  htm  Beobachtungen  noch  zwei  Beobach- 
toDgen  habe,  von  denM  die  eine  zwiMben  der  ersten  und  zwei- 
ten, die  andere  zwischen  der  zweiten  und  dritten  jener  drei  unbe- 
dingt erfmMerKchen  Beobachtnnsen  li^;  diese  beiAen  Beobach- 
tnngen  wollen  wir  respecthe  die  erste  (fnd  zweite  MfiK^eobsch- 
tung  oder  die  erste  nnd  zweite  intermediHre  BenbHehtung  nennen. 
Solehe  Intermediäre  Beobachtungen  sieh  zu  rerschafferf,  wird  bei 
dem  Eifer,  mit  welchem  jetzt  jeder  neue  Ccmtet  beobscb4et  wird, 
gewiss  nienials  Schwierigkeit'  haben.  Die  beobachtete  geocen- 
trische  LSnge  und  Breite  des  Cometen  in  den  Morastitan  der 
ersten  und  zweHen  Intermediären  Beohncbtling  i«ollen  wir  re- 
speetlve  durch  0,  t)  und  ä',  b';  die  enlt«nrecbendei^  Lüneen  der 
bonne  durch  L,  L'  bezeldhrten;  die  Zu  ist^ Kennten  z^ischtn  dtt 
ersten  Hanpfbeobachtong  Dnd  der  ersfeti  HfllßbeobtfdKung,  tvti' 
sehen  der   ersten  HOlfsbeobachtung  und  der  zweiten  Hauptbeob- 
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l«R  tfi,  ti,t;  und  die  ZntAcbcniieltea  sn1i>dieo  der 
zweiten  Uauptbeobachtunf;  und  der  xwciteii  HAirsbeoliacbtiivit.  swi- 
•cbender  zn-piten  Hülbbenbachlunft  und  der  drttten  Hauptben  ha  ch- 
tuDK  eeien  t',,9,  tg«.  Nehmen  »-ir  nun  an,  (loa*  die  drei  Uau|it- 
bewachtungen  nur  durch  ra&aaige  Zwischen  leiten  «i^,  i^j  vnn  ein- 
ander getrennt  aind,  80  wird  man  auf  die  beiden  folgenden  Systeme: 

Erste  Hauptbeobachtang,   erste  HOirsbeoliachtung,   Kweite  Hanpt- 
beobacbtnng ; 

Zwvite  Baaptbeobacktnng,  xwcite  HflI&beobechtiuig,  dritte  Hanpt- 

bflobachtung; 

die  beiden  In  III.  gebrauchten  nur  näherungaweiNe  richtleen  Vor- 
anasetzungen  anzuwenden  berechtigt  sein,  und  wird  daher  nach 
den  aus  III.  beliannten  Formeln,  wenn  wir  der  KOne  wegen 

_  ces^'    tangbain(a:g'— L) — In  n  g j3a'ei  n(a— L) 
^■"coafJ,'  'tangft'8in{«— L)— tansb8in(ni'-n3)' 

^     eosjäa'     tangb'ain(«a'— LQ^tangjäi'sinCa'— LQ 
~coe|J('     tangfSj  '8in(a' — tj") — tan  gb's  in  (arj'— L') 

aetzen,  die  folgenden  Gletchnngen  haben: 

Vergleichen  wir  nun  diese  Gleicbnngen  mit  den  Gleichuagen 


so  ergiebt  aieh ,  dasa  wir  ala  erete  Nsherungawerthe 


aetzen  kfinnen,  und  diese  ersten  NüberuiiRavTerlbe  werden,  wenn 
die  Beobachtan^en  nur  zweckmäulg  gewBhlt  sind,  meistens  schon 
der  Wahrheit  ziemlich  nahe  kommen.  Wie  man  vondiaaen  ersten 
Nfiberungswerthen  weiter  zu  geben  hat,  ist  cus  I.  beliannt,  uud 
darüber  hier  nichts  weiter  zu  sagen. 

Mancher  wird  die  Frage  Bufwerfen,  ob  es  Oberhaupt  einer 
fniten  Methode  etitijproche,  dergleichen  Hülfsbeobachtungen  wie 
vorher  in  Anwendung  zu  bringeu,  d.  b.  im  Allgemeinen  mehr  Be< 
(ibschtuneen  zu  benutzen  als  zur  Auflösung  des  Problems  unbe- 
dingt  orforderlich   sind.    Diese  Frage  nürde    ich   unbedingt   mit 
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Nci»l  iMMtmtften,  w«m»  iob  odn  eia  Andam,eUw.siirMlnnlMig* 
UoM  dar  Tbeorie  entnorameB«  Metbod«  xmi  Aulfindung  erster  tiHÜ- 
nnnw«rth«derob^eiiVeihiillnM8£ahl«i  anrngsiiMimSlaBdewiFei, 
So  laMe  fite«  aber  nicht  müglich  üt,  uiw«  ieh  li«i  der  oblgto 
Hetbooe  «lebeii  bleiben.  \xuA  hat  itmo  xa  bedenken,  du«  j» 
jene  beiden  Ui'ilfsbeebavh biegen  gat  nicht  bei  der  eigentliebsn 
Anflüsnng  des  Problems  gebraucht,  sondern  eben  nur  zur  Ermit- 
telimg  erster  NfiheruDgswerIhe  der  gemichteii  Grössen  benutzt 
irerden;  ist  man  erst  in  dea  Besitz  solcher  ersten  Nftfacrange- 
irerthe  Eekommen,  so  werden  bei  der  ferneren  Auflüseng  des  Pt^ 
bl^m»  die  beiden  Hülfsbeobacbtungeo  ^ar  nlclit  iR  Anspruch  es* 
iiommen.  Und  um  vorlauGg  nur  erste  Aäfaeriingswerthe  zu  Gnaeni 
fvird  es  doch  wohl  auch  ^erstattet  sein,  sich  rorlKuSg  an  nur 
nSberungsweise  richtige  Voraassetinngei)  zu  halten,  nenn  dann 
nur  die  Ternere  Anflüsun^  sich  bloss  vlJllig  streng  richtiger  S&tze 
und  Formeln  als  Hülfsniittel  bedient,  wie  in  1.  geschehen  ist. 
Anch  haben  in  der  That  die  meisten  Math emati leer,  trelcbe  Anf- 
lltsnngen  l&r  das  <3ometenproblem  gegeben  haben  >  iUebr  als  nur 
drei  beobachtongen  benutzt,  wobei  ich  n.  A.  nur  an  die  nament- 
lich in  Frankreich  sehr  beliebte  AuflAeung  ron  Laplace  zd  erin- 
nern brauche.  Olbers  fordert  freilich  nicht  mehr  als  drei  Beob- 
achtungen, aber  er  nimmt  doch,  wie  wir  gleich  (tachfcei  sehen 
werden,  auch  zn  einem  Resultate  der  BeobBchtnng  seine  Zuflucht, 
was  ja,  vom  rein  theörettKhen  Standpunkte  aus  die  Sache  be- 
trachtet,  im  Grunde  doch  wohl  ganz  dasselbe  ist  wie  der  oben 
eingeschlagene  Weg.  Freilich  haben  wir  oben  noch  die  Forde* 
mng  gestellt,  dass  die  Zwischenzeiten  x,,^,  i^j  nicht  zu  grss« 
sein  sollen;  das  ist  allerdings  ein  Mangel;  da  es  aber  vorlSufig 
nnr  auf  die  Ermittelung  erster  Näherungswerlhe  ankommt,  so  wer- 
den dieselben  schon  eine  ziemliche  Grösse  erreichen  kilnnen;  und 
dann  wird  man,  wenn  man  die  AuflSiinog  (.  mit  den  Auflösungen 
ir,  IIL  Tersleicfat,  zuzugeben  nicht  abgeneigt  sein,  dass  das  teld 
der  Anwendnng  der  AvflüBimg  1.  mindestene  doppelt  an  gress  U 
als  das  Feld  der  Auflösungen  II.,  III.,  nambnttice  derdie-meUtea 
nnr  nShernngs weise  richtigen  Voraussetzungen  sich  gestattenden 
AnflSsung  lll-,  was  jedenfalls  der  Auflösung  I.  auch  einen  Vorzug 
vor  den  beiden  anderen  Aufltlsungen  sichern  dOrn«. 


Bei  den  AufliTsangen  If.  und  III.  kam  es,  wio  man  sich  noch 
erinnern  wird,  zuletzt  noch  darauf  an,  einen  ersten  NSherungs- 
werth  von  tft  zu  finden.  Dazu  weiss  ich  nun  keinen  anderen 
Weg  als  den  von  Olbere  angegebenen.  Diesen  Weg  will  ich 
jetzt  hier  ans  einander  setzen,  jedoch  Torläufig  nur  seinem  allge- 
meinen Princip  nach,  ohne  nur  im  Geringsten  mir  das  Ansehen 
Eeben  zu  wollen,  als  bStte  ich  durch  das  Folgende  die  schöne 
letbode  des  genannten  hochverdienten  und  von  mir  hochverehr- 
ten Mannes  erBchripn,  was  ich  vielmehr  spfitereo  Aufsitzen  noch 
rorbebalte. 
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Die  Srnmi«  i^  +Tt  i»t  Enthrmagim  in  CviHtsn  räi  4er 
HMme  in  der  «raten  uMl  drittan  BeabaofattiHg,  lagt  Olber«*), 
konm  nkht  ktetner  als  t  •ma,  w«nn  die-  MmMMren  EntTMimi- 
ffBi  4)e9  €om«l«n  von  der  Sonne  nur  grDswr  ala  30"  aimäv-  und 
'  en  8«fte  haira  die  Erfabruns  gelehrt,  dMs  die  um 
'     wMiga  AMmaomeD  abgereefanet,  ioner- 

balb  der  Manbahn  aüid,  deren  groaee  Halbaze  1^-  Ut,  wortnt 
Kleb  ergebe,  dam  fi  +  r,  fast  Immer  kleiner  als  3  Bein  werde. 
ÜMh».m  «e!  2  Immer  ein  K«i)9lierteT  Werth  der  Samnie  ''i+fi- 
Plbte  man  nun  diesen  ersten  Nahernngawertb  ron  ri-fr,  in  dn 

ein,  flO  «nthalte  dieaelEm  nur  die  nnbokannte  Grfisae  ^q,  ßlr 
welcfao  «loh  dabw  mittelat  der  vorlieTfcflb«&den  Glcicbw^  ein 
«Tstsr  NSherwi^vnerth .  finden  iasse.  Babe  miui  aber  auf  diese 
Weis»  einen'  ersten  Nfiharungstvertb  von  (i^  armiUelt,  so  la«se 
sieb,  Trenn  aandie  Auflüsung  II.  anwendsl.  mittelst  der  beiden 
uch  U]  ud,  Kg  «u&ulwMDden  Gleichungen 

ü«««    «,*+R,'>-2R,ft,cos(i,-I,) 

+  2t  ÄiCos(*,'— ii)— ff,co8(Bi'— I^)  j  eosjSi'Mi 
+  2|Ä,cQ«((^'— I»)— Ä,cos(ir,'— iiitcosA'u, 

wenn  nan  di«  AuflSsmg  lil.  anwendel,  nktelnt  Att  beiden  naeh 

«1  ehd  «I  anfiulasendeu  Gleichungen 

Im     IC 

.,V=    ÄiHÄs"-2/l,Ä,co«(i,— i,) 

+  21  Äico»(«(,'-Xi)— '^coe(«,'— iii)|cosi3i'i4 
+  2t  R^anitf^'—L^  —  Äi<m)s((%'-Z,i)  }  cosft'wj 
— 2|Bin^i'aiDjS,'-t-cos(a,'— aj^cosA'cos^j'lujUj-fui'-f-Ua*; 
der  erste  Nsherungstrerth  von  »i ,  dessen  man  bedarf,   finden. 

Dies  ist  ihrem  allgemeinen  Princip  nach  die  von  01- 
bers  im  AstroDomiscben  Jahrbache.  1833.  S.  3Sl.  ange- 
gebene Methode,  auf  deren  weitere  praktische  Ansfiahrung,  so 
ivie  ihr  dieselbe  in  meiaterhafler  Weise  von  ihrem  Urbeber  gege- 
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ben  worden  ist,  tcb  mich  jetst nicht  etnltiRM.  In -dferfitter«»  Ab- 
handlung über  die  leiuhteste  und  bequemste  Methode 
die  Bahn  eines  Coiaetfii  zu  berechnen.  Weimar  1797. 
Nene  Ausftaba  1847.. geht  Olbef«  von  ^ns  nillkAhrlicben 
Voraussetzungen  ftlr  die  eine  nnbekaniite  (jrilMo,  auf  nelcbe  das 
Problem  von  ihm  zu rOckga brächt  tnrd,-  aiisv  itts<  ma«  uns  des 
dort  zur  ErlKutemng  der  Methode  gerechnetenBeispielenseheDlcanii. 

Weil   bei  der  varheraehenden  HMhode  £e  Bestimmung  der 
Sehne  t^^  aus  der  tileichung 

ein  Haiiptoiament  bildet,  so  will  ich  jetzt  noch  zeigen,  *rie  sich 
diese  Gleichung  nach  nidner  Meinung  am  besten  auflOseo  iKsat. 

Weil  r|,  r,,  $,^  die  drei  Seiten  eines  ebenen  Dreiecks  sind, 
so  Ist  immer 

'it<n+r,,  .'  i         I,., 

und  man  kann  also  .  : 


"■i.+  'a 
setzen     Dadurch  trird  die  anfzulSsende  Cileicbang 

('1  +»"»+^»)!— fri  +  t^— '«■8)ä=^ 
auf  die  folgende  Form  gebracht: 

VftAl  aber,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

(cos  ^  n  ^  sin  j  Ol)*  ES  I  ±  sina 
ist,  so  kann  man  die  obige  Gleichung  anch   auf  die  Form 

(cos5«+sinj.D)»-(co*j«-sinj»)»^^|j^. 

oder,  nenn  dal»  die  beidan  Cubi  akt  '^m-  Itahed  8«Me  des  *iU)hb- 
heilszeichens  entn-ickeit,  auf  die  Form 
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bringe«.  -Setxtiran  mm 


M*  Hird  iIm  vontebende  GlMchuog: 


Kr,+tt)i 


Weil  «la^ri+^B  '«'i  8«  'et 

ri+'->+1.i<*('-i+'-,). 
uod  folglich 

Also  ist  um  so  mefar 

(ri-fr,+ii^l-(ri4r,-.i„):<2l(ri+r3)l, 
und  dab«r,  weil 


oder 

Daher  ist  man  berechtigt 


SU  setzen,  wodurak  nir.mebdeni  Obigen  die  Gleicbung 

D.,.„cb,GoogIc 


M7 

•der  di*  Gleicbunj( 


\  v2  y  ~4' 


erfaalteii.    Nach  einer  bebannton  goatometiiscben  Koroiel  ist  aber 

Binse'  — jsinsö-f  jsinÖ^O. 

Verfcletcbt  man  diese  Gleichnog  mit  der  vorhergehenden,   so  er- 
giebt  sich: 

-;^j— =8in~0.  Bin  ä  o>=sin  sfl.VS, 

und  ninn  hat  also  zur  Berechnung  von  t|,a  nach  dem  Obigen  die 
folgenden  sehr  be^nenien  Formern; 

'^^^i^V'MTi+r'i^i'  "n2'«>=«''>3''-V2.  <„B=(n+i-,)»in«. 
WeU  aber 


ist,  \rorans  fiich 


:  co«Ä6i*-BinÄ6*=co«iji 


8in(ir=2sinüt»G085(»=:2y3.«inr.  6 Y  cob^j^ 

crMebt,   flo  kann  man  die  Formeln  xur  Berechnung  van  >|,|  auch 
aar  folgende  Art  darstellen: 

Dass  die  Gleichung 

in  Bezog  auf  i,,]  als  unbekannte  Grfisse  immer  nur  eine  reelle 
posltire  Wortel,  die  kleiner  ala  Ti-t-r^  ist,  baben  knnn,  Ifisaleicb 
leicht  auf  foljrende  Art  le^ea.  tänd  it&mlich  Oberhaupt  x  nnd  s 
'""     '"""  die   unter  sich  ungleich  und  büde 

wenn  >rir  t  als  die  gröasere  dieser 


zwei  reelle  positive  tirttasen,   die   unter  sich  ungleich  und  büde 
kleiner  als  ri+fs  sind;  ko  ist>  w 


beiden  Grlissen  annehmen 
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als» 

('■i+f3+»)i-('-i+'-a~»)}>('-»+'^+8);-*(''i+')i-»)s, 

(vorKus  unmittelbar  erhellt,  Aaas  att  nicht  eivei  re«ll«  positive 
Wertbe  vuii  jf«,  die  Ideioef  als  ri^n  tiai,  geben  kann,  tär 
welche  die  Grüase 

eip  und  denselben  Werth  erh&lt,  ivcdurch  die  oben  «Mgwpro- 
vhei}e  Bfibauptung  erwiesen  iüt. 

t>ie  eine  reelle  poBitive  Wurzel  der  Gleidiung 

welche  unter  ri-fr,  dieselbe  naeh  dem  Voiber^henden  nur  haben 
kojin,  erb^t  man  aber,  nenn  man  In  den  Uleicbungen 

den  Winkel  6  positiv  und  kleiner  als  W  irfidinit,  na«  vermüg« 
der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  offeubar  verstattet  ist  Dann 

sind  nSmlich  offenbar  auch  ^  6  und  ^  0  positiv  und  kleiner  als  00^. 

und  die  Fonnel 


•i4=2v^-('-i  ■|-r,)«in3  6^  « 


liefert  aisu,  die  QuadrEtttTnrzeln  positiv  getiomraen,  tür  jj„   einen 
reellen  poimiv«ti  VVerttf,  welches  der  g««nabr«  i»t. 

Wie  schon  oben  bemerkt  worden  ist,  habe  ich  in  dieiter  Ab- 
handlung ^unfidlcrt  und  haUpbicbHoh  den  Xm<Dck'WMt  Augen  m- 
habt,  dte  zneckmässigsten  AußücuogeA  d«a  OomsieupMbmM  Int 
Allgemeinen  zu  sLizzireu  und  in  einer  Generaliibersiuht  dem  Leser 
TOI  die  Augen  xa  führen.  Dip  hin  und  wieder  noch  nütbige  Aus- 
feiiung  der Itetreffendea  Formell,  nt»  ihnen  zur  Amvemlmg  bei 
nuroeruicheD  Rechnungen  eine  mSglichet  bequeme  Gestalt  su 
geben,  werde  ich,  insolern  sich  die  vorliegend«  und  die  frühere 
Abhandlung  über  das  so  wichtige  und  wegen  seiner  Schwieriglieit 
HO  buchst  interessante  Co  nieten  prob  lern  des  Beifalls  der  geehrten 
Leser  des  Archivs  einigermassetf  ärfrenex  sollten,  vielleicht  noeh 
zum  Gegenstände  einiger  spateren  kürzeren  Aufsätze  machen,  wo 
denn  zur  besseren  Edänteru na  auch  vollständig  sasgerechnete  Bei- 
spiele nicht  fahlen  sollen,  indem  diese  Befiele  mir  zugleich  ein* 
fiassesdetielegenheit  darbieten  wetdes,  z*  zeigen«  wie  die  sämmt- 
loben' Elemente  einer  Bfthn  su  bestinmen  sind,  was  freilich,  weuig- 
steos  in  BsMig  auf  die  Neigung  und  dt«  Längs  des  Knotens,  schon 
aus  der  früheren  Abhandlung  mit  hinreichender  Deutlicfakfk  erhel- 
let, und  fibrigens  in  seiner  weiteren  Ausführung  keinem  mit  der 
wissenschaftlichen  AstrlMDÜtw  gtböAfi  t«ytramten  Leser  unbekannt 
seil]  kann. 
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XIV. 

Heber  die  Ausiflelcbiuiir  derBe«baicli- 
tanffftfehler. 

(Methode  äpr  kleipsten  Quadrat«.), 
Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

4P  ^  poljt^QhalMhMi  Sdrak  sk  Cntlprnh«.:       .  . 


Die  Gnrodiilifte,  um  die-  es  sieb  fn  diesem  Aofi^atze  handelt, 
Btqd  Bllerdinga  schon  «dt  f>«raRmer  Zelt  fes^efltellt,  ^o'dasa  es 
sich  jetzt  mehr  um  die  Methode  der  Darstellung  and  derBeirefsp 
handeln  wird,  als  um  jene  selbst;  trotzdem  aber  scbeiot  es  mir, 
dasa  gerade  die  Nachneimnc  eben  jener  GrnndiHitze  Rehr  Vieletl 
zu  wflnsdien  fibrig  lasse.  Ich  habe  es  desshalb  im  Fot^endetl 
veraucht,  eine  folgerichtig  durchj^eftlhrte,  xusaninieDbSn'centle  Dat- 
stellung jener  Grundsfttze  und  der  auf  sie  gebauten  Lebren  zu 
geben.  Die  Gmndanaicht,  vnti  der  ich  aus^gangen  bin,  Ist  die 
von  Hagen,  wie  sie  auch  Wltttitein  in  seiner  Ueberselzuiig 
von  Naviers  Differential-  und  Integral  rech  nang  befolgt  hat.  Dass 
bei  einem  schon  mehrfach  bearbeiteten  Gegenstände  die LehrsStze 
nicht  neu  sind,  versteht  sich  von  selbst;  es  war  auch  nicht  meine 
Absiebt,  dergleichen  neue  zu  erfindeDi  sondern  bloss  die  vurban- 
denen  In  lüatiiemäfisch  strenger  Welse  £u  begrflnden.  Die  paar 
SStze  aus  der  Wafarsch^intichtceitslehre,  dici  angewendet  wurde», 
finden  sich  In  jedem  elementaren  Lehrbuch  dieses  Zweiges  der 
■nathematlschea   Wissenschaften. 


{■  I.       ■ 

Alle  nnwre'Beobacbtungen  siad  mstFcbleni  belÄitet,  vnd-e« 
ist  m»  gewisscrmassan  aamflgliobi  diese  Fehler  durcliaus  zu  ver- 
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meideu.  Mim  mindesten  haben  wir  kein  Mlltel,  dieas  zu  erkenDen, 
«o    daM   wir  also   jedenfalls   aar  Fehler  rechnen  raflsaen.     Uii 
Fehler  werden  mehr    oder  vieniger   leicht  hefcangen  werden, 


daas   wir  also   jedenfalls   aar  Fehler  rechnen  raflsaen.     Diene 

lehr   oder  vieniger  leicht  hefcangen  werden,    ie 

nachdem  sie  kleiner  oder  grösser  sind.   Je  mehr  ein  solcher  Feh- 


ler möglich  ist,  desto  eher  wird  er  begangen  werden,  desto  eher 
wird  luaii  also  darauf  xSblen  können,  dass  er  zum  Vorschein 
komme;  je  grösser  er  ist,  d.  b.  je  weniger  er,  hei  guten  Be- 
obachlun^en,  niQ^Mch  ist,  desto  weniger  tvird  man  auf  ihnzShlen 
dürfen.  Üeher  eine  gewisse  GrMiize  hinaus  wird  es  faei  genauen 
Beobachtungen  müglicher  Weise  keine  Fehler  mehr  geben ;  eben 
SU  wird  man  auch  annehmen  dürfen,  dass  ein  jeder  Fehler  posi- 
tiv oder  negativ  vorkommen  kann,  d.  h.  dass  mau  eben  so  Jeicht 
über  den  wahren  Wertb  des  darcJl  Beobachtung  Gesuchten  feh- 
len  könne,  als  unter  dendelbeni 

Man  iMtt  nafflrleh  vwasa,  duss  die  Beobaditnngei  kribst 
mit  so  viel  SorErfalt  nls  mö};licb  angestellt  seien,  so  dass,  um 
den  wahren  VVerlh  k  einer  durch  Beohacbtung  lu  bestimmen- 
den Grösse  zu  finden,  man  xu  ihrem  durch  Beobachtung  gefunde- 
nen Wert  he  iti  nnr  »och  eine  sehr  kleine  GrSsse  A'  ninzurogen 
muss.  Diese  Bedingunp  ist  dirrchaus  notbwendig;  schlechte  Be- 
obachtungen können  nicht  durch  die  Methode  zu  guten  gestempelt 
werden. 

Jeder  Fehler,  der  einer  Beobaehtung  anhaftet,  kann  betrach- 
tet werden  als  das  Frgebniss  einer  grossen  Anzahl  sehr  kleiner 
Fehler,  durch  deren  Zusammentreffen  er  enttiteht.  Jede  Beobach- 
tung lässt  sich  nlimlich  offenbar  zerleget  denken  in  eine  sehr  grosse 
Anzahl  Operationen,  deren  jede  mit  Fehlern  behaltet  Ist;  die 
Sunme  aller  dieser  einzelne»  Fehler  ist  nun  der  Beobnehtangs- 
iehler,  der  begangen  wurde.     Es  wird  dalier  erlaubt  sein,  im  ^- 

Semeincn  jeden  Beahaclitmig^fehkr  anxuseben,  als  entstanden 
urch  Sumrairung  einer  unendlich  grossen  Anzahl  unendllcb  klei- 
ner gleicher  Fehler,  die  wir  Eleni  entarfebler  nennen  wollen. 
Jeder  dieser  Elementarfehler  kann  positiv  oder  negativ  sein.  Diese 
Vorapssetsung  zugegeben,  eninjckelt  sich  nun  die  geaanmte 
Theorie  leicht. 


S.2. 

Sei  a  der  Elementarfebler  und  sei  m  die  Anzahl  der  Cleroeo- 
larfehler,  indem  wir  alle  diese  Elementarfehler  j^leicb  grnss_ voraus- 
setzen. Jeder  dieser  in  Fehler  kann  positiv  oder  negativ  sein. 
Aus  der  Lehre  von  den  Verbindungen  Gndet  man  fQc  die  Anzahl 
der  möglichen  Verbindungen; 

wenn  alle  Elementarfebler  positiv  sind  ....  I,    und  also  der  ganze 
Fehler  ma; 

wenn  m— 1  Elcnientarfehler  positiv  sind,  I  negativ  ist  ...  tn,  und 
alao  der  ganze  Fehler  (m— 2)ct; 
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wenn  n— '2  Elementerfebler  posittv ,  2  negativ  sind  ... — j-ä  — ,    und 
also  der  ganze  Fehler  (m — 4)«; 

wenn  ni— 3 Elementarrehler positiv,  SDegatlvaind... 1-^-« . 

und  also  der  ganse  Fehler  (m — 6)«; 

veoD  alle  oegativ  sind I,   und  also  der  ganse  Fehler  — mu. 

Es  ist  offenbar  erlaubt,  nt  bIk  gerade  Zahl  anzusehen  und 
also  »i  =  2h  iu  setzen.  Nun  Ut  klar,  dass  ein  Fehler  in  dem 
Maasae  mi^icher  sein  wird,  als  die  Anzahl  der  Verbindungen, 
durch  die  er  entstpfaen  kann,  grüsser  ist.  Heissen  wir  also  :aH- 
gemein  v  den  Beobachlungsrebler,  x  «eine  relative  Möglichkeit, 
«o  bat  man  folgende  Uebersicht: 


0  . 
±2«  . 
±4«    . 


3«(2«-l)....{«+I) 


Tä;..., 

..n           ' 

2«(i«-l). 

.(«+2) 

1.2 (. 

1-1)      ' 

2n(S«-l).. 

...(«+3) 

Die  ZShler  der  zweiten  Reihe  haben  nur  insofern  eine  Bedeu- 
tung, als  sie  die  Verhältnisse  der  Möglichkeiten  der  betreffenden 
Beob  acht  unga  fehl  er  ausdrOcken.  Eiu  Gesamm  (fehler  ■^'ina,  im 
Verbillniss'  zum  Fehler  0,  trlrd  also  mCglich  sein  im  Verhiltniss 

von  1  zu 1-3 Erinnert  .man  sich ,  daas  n  anend- 
lich gross  ist,  so  ist  dieses  Verh&Itniss  nnendlich  klein,  also  ist 
der^hler  ±2na,  im  Vwhiltnisa  zum  Fehler  0,  so  viel  alRUBBfig- 
lieh.  Ganz  bestimmt  wird  hikh  ^iesa.  in  Allgeneinen  obei'  not 
von  einem  unendlich  grossen  Fehler  behaupten  ddrfea,  so  dasa 
wir  Snb  als  unendlich  grosse  Zahl  ansehen  müssen. 

Sei  nun  ^  die  (absolute)  Möglichkeit  eines  Fehlet  0,  f  die 
eines  Fehlers  c=2rii,  v'  die  eines  Fehlers  ^-f  3)«,  so  ist  nach 
dem  Obigen: 
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,       :     U...(«-r)  '^   ■   *:_ZIBi^fc 

»i.~"^^E!BLtE  '    *«»"  27.(2n-i)....(»+i)  ■ 
— xszTn —  — niZn — 


0=2«,    ^-~t==df. 


j(, '  Hv^D-l-e-f  ^r '    *^P  nJii'+vJv+^c*' 


Null  ist  ^r,    an  wie  Jt,  anendlich  klein,     nJv='i,ntt  unenitlich 
gross,    aUo  n^c*  im   Ailgeiueincn  endlich  und  poBitir,    «o  dass 

wir  seinen  Werth   =  u  sqtzen  wollen.    Daraus  ffdgt  also: 


■  ..-      .,  <    ÖP,  ' 

Worin  fe   Unib  WlllkOtirlicbe  Konstant«   fst    FOr  ,t=0  ist  t~i^ 
also  endricfa: 


IHmb  ist  niln  d«p  Ausdnck  d*r  r«latiT«B  MOglichkflit  «Im» 
Fehlnä'v^  in  BeUg  anf  einen  FeMcr  V. 


s-i     ■ 

Sachen  wir  nnn  die  Wahrscheinlichkeit,  ilass  gerade 
ein  bestimmter  Fehler  begangen  norden  sei.  Es  ist  von  vorn 
herein  klar,  dass,  da  eine  unendliche  Zahl  vonFehlem  milglieh 
ist,  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  gerade  ein  cinaiger  bestimmter 
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«UM  HIeaet  Meng«  bwangen  irorden,  UMfldlich  IcMd  aän  wird; 
dafßr  aber  nird  daa  Verfa&ltniss  der  WahrscbeinücblCsiteD  z^vciet 
sokber  bestimrater  Fulilet  ein  endliefaes  udH  Affesbar  f;1ekh  seio 
dem  Verhältniss  ihrer  relativen  Möglichkeiten.  Sei  also  wq  die 
(unendlicli  bleioe)  Wahrscheinlichkeit,  dass  gerade  der  Fehler  0 
begangen  worden,  ao  ist  die  Wahrscheinlichkeit  to,  dass  gerade 
der  Fehler  v  begangen  wurde: 

worin  also  te  die  WahrMheinlichkeit  ist,  daas  e  dar  Fehler  der 
genachten  Beobachtung  sei. 

Nach  den  Grundsfitzen  der  WahradieinlichkeftsrecbDnDg  iat 
aber  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  von  einer  gewissen  Anzahl  Er- 
eignisse, von  deren  jedem  man  die  Wahrscheinlichkeit  kennt, 
irgend  eines  eintreffe,  gleich  der  Summe  der  Wahrscheinlichkei- 
ten der  einzelnen  Ereignisse.  Daher  ist  die  Wahrscbeiniiehkeit, 
dass  irgend  ein  Beobachlungsfehler  begangen  woTden  sei,  Zto^e— *■*'', 
worin  das  Zeichen  £  andeutet,  dass  man  die-  Summe  aller  Grös- 
sen ■Cue~*'*'*  nehmen  soll  für  alle  möglichen  Werthe  von  v.  Nun 
ist  aber  gewiss,  dass  irgend  ein  Beobachtangsfebter  begangen 
wurde.    Daher  hat  man: 

£tooe^V"=:=l .  (3) 

Daran«  h\gii 


^^s^^ 


/Vm.-3„ 


Da  aber  bekanntlich 


A- 


■sn" 


nnd  folglich; 


Diese  Grösse  drückt  also  die  (tbeoretiscbe)  Wahtacheinlicbkeit 
ans.  dass  v  der  Fehler  aei,  den  ann  in  der  gemachten  Beobacb- 
tnng  begangen  habe. 
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Nuh  dem  ahgafahrten  Satrc  der  WebTSchfllnlicIikritneclH 
HDDg  folgt  dtnu*,  dsM  die  Wafaradieinllchkelt,  dara  der  bei  der 
gvmaekten  Beftba«hhiDft  begtngene  Fehler  zwischen  a  tmd  ß 
(p>a)  liege,  ist: 


•TnJ 


«-»•^Sb.  (5) 


Diese  GrSase  (S)  drOckt  somit  auch  die  Wahrscheinlichkeit  aas, 
dass  der  cemachte  Beobacfatungsfehler  die  GrBnaen  «t  und  j9  «icht 
aberschreite.  Daraus  folgti  dass  die  Wahrscheinlichfceit  a  prieri, 
dais  bei  der  «machten  Beobachtuae  kein  Fehler  Torkomme,  des- 
MQ  absAlutw  Wetth  «  dberstelge,  (st: 

^y  e-*'^3»=^y*"e-»^Sr,    «>0.  (8). 


fi.  4. 

Dm  Int^ral,  das  wir  so  eben  fcefnnden  haben,  ist  Air  nnsere 
Untersuchungen  sehr  wichtig.  Man  hat  Tafeln  dafOr,  und  aameut- 
llcb  hat  Encke  In  dem  Berliner  astronomischen  Jahrbnofae  von 
1834  zwei  solche 'geeeben.  Setzt  man  in  (6)  An  =  t,  so  wird  jenes 
2      '^' 


che  gegeben. 


Integral  zn  -^-  f    e~**St,    woRlr  nun  Encke  eine  Tafel  g^e- 

'  2      /*€• 

ben.    Eine  andere  hat  er  fDr  r^    /      €-''dt  gegeben,  wo- 

9=0-4769360  ($.  6.). 

Man  ersieht  ans  (ß),  dass,  je  gr5sser  A*  Ist,  desto  nnwabr- 
scheinlicher  erSssere  Beobachtungsfehler  «iad.  Daraus  fol;^,  dass 
von  zwei  Beooachtnngs weisen ,  ISr  wdche  A*  verschieden  is^  die* 
jenige  die  Jiessere  ist,  flQr  die  h*  grSsser  ist.  Daher  kommt  es, 
dass  man  A  tüi  das  Haass  dar  Genauigkeit  der  Beobach- 
tnngsweise,  der  es  xugeh&rt,  nimmt.  Pflr  verschiedene  Be- 
obachtnngsarten  wird  also  A*  verSnHerlich  sein,  aber  konstant 
Ob  Beobacotungen ,    die  nach  derselben  Weise  gemapht  werden. 


«.B. 


Vemüg«  der  in  «.  4.  erwifaMten  Tafdn  wrM  «s  leicht  seh, 
«  priori   Aber  die  Wanrscbeiniichkeit  des  VoriroMmens  I 
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d  h.  die  Wahrficheinlichkeit ,  daaa  der  begangene  Beobecfatunge 
febler,  Minem  absolaten  Werthe  nacb,  uEcbt  Aber  —r-  liege,  tat 
fr8899707.  Offenbar  kann  man  dieas  anch  so  erktSren,  das*  man 
eagl,  von  10000000  begaDsenen  Beobaehtangsfeblern  liegen  8899707 

:  .       113    .  ,  fi3 

ziFiecnen  —  --r-  nnd  -\ — t-  ■ 

Der  Werth  von  rA,  flir  den  obiges  Integral  «  ist,  iat  von  be- 

•onderer  Wichtigkeit  Mao  findet,  daas  aUdasB  vA==  0-4769360. 
w^be  Zahl  wir  im  Folgenden  mit  q  bezeichnen  wollen.  UeieasB 
wir  ebenso  r  den  WertB  von  v,  den  wir  au«  dieser  Gleichung  er- 
halten, so  daas 


2_    />-* 


rA=(f.  CT) 

und  r  ist  nun  eine  Gifisse,  «o  beschaffen,  dass  für  den  beaHnm- 
ten  Werth  A  ee  eben  so  viele  Fehler  geben  wird ,  die  iwiache» 
— r  ood  +r  liegen,  als  saseerhalb  dieser  GrBnsen.  Man  helssl 
desewegen  r  den  wahrscheinlichen  Fehler  der  Beeback* 
toDgsmethode ,  der  das  Mass  der  Genauigkeit  h  entspricht  Aus 
der  Gleichung  (7)  folgt,  dass  je  grSseer  letztere«  ist,  desto  Mei^ 
ner  der  wahrscheinliche  Fehler  sein  wird  und  umgekehrt  ftlaa 
kSnnte  auch  sagen,  dass  r  der  Fehler  sei,  f3r  den  die  Waht- 
scheinlicbkeit  de«  Bestehens  oderNichtbeetehens  cleich  gros«  ist 
Kennt  man  r,  so  ist  A  leicht  daraus  bestimmt  Weias  uianx.  B„ 
das«  bei  einer  gewissen  Beobachtungsmethode  ein  Fehler  von  3" 
eben  so  leicht  möglich  Ist,  als  bei  einer  anderen  ein  sotcber  vee 
1",  Bo  kann  man  r=s:2,  r^^l  annehmen  und  findet  AtA'=:l:3, 
d.  h.  die  zweite  Beobachtungsweiee  ist  dopp^t  ««  genau  al» 
die  erste. 


fr«. 

Sei  F  eine  Funktion  gewiaser  VerSnderlichen  x,  g, 
gegeben  durch  die  Gleichung: 
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worin  a,  6,  c,  KoastanteD  i 

aus  BeobachtuDgen  z 
da»  f&r 


6=61,    c=cj, .......  sei  F=Sii, 

6=63,    c  =  c^ ,    „  F^=JU^, 

b=6t,    c=lc, ,    „  F=Xli, 


ffi,  A|,  C),  ;     da'  ^a>  '^> *>■  "-  ^■ 

entweder  Konstanten  sind,  die  man  zum  Voraaa  kennt,  oder  di« 
durch  die  nBmlichen  Beobachtungen  bestimmt  sind ,  durch  vrelcke 
Mj,  111%,  bestimmt  wurden.    Alan  wird  somit  haben: 


die  Wertbe  der  GrSsaen  a,  b,  c,  m  durchaus  genau  wlren, 

so  wQrden  von  den  Gleichungen  (9)  so  viele,  als  Unbekannte  vor- 
banden  sind,  genügen  zur  Bestimmung  dieser  Unbekanuten,  und 
die  etwa  noch  weiter  vorhandenen  Gleichungen  müsniten  durch  die 
Wertke  dieser  gefundenen  Grüssen  eifüllt  sein.  Diese  Voraus- 
setzung ist  aber  unzulässig  (§.  1.).  Nun  ist  klar,  dass  wir,  bei 
der  Ün  vermeid  liebkeit  der  Beobachtungsfehler,  uns  der  Wahrheit 
immer  mehr  nähern  müssen  ,  je  mehr  genaue  Beobachtungen  man 
macht;  desshalb  wird  man  in  uUKerm  Falle  mehr  Gleichsagen 
haben,  als  zur  unmittelbareo  Bestimmung  von  x,  y,  z,  ...  gerade 
Bttthwendig  sind,  und  es  muss  also  eine  Rech  nun  gs  weise  gertucht 
werden,  ine  jede  Beobachtung  nach  dem  ibrEukommenden  Werthe 
mit  in  Anschlag  bringt 

Wir  haben  so  eben  vorausgesetzt,  dass  die  Gleichungen  (9) 
ans  einer  einzigen  Gleichung  (8)  entspringen.  Diese  Voraus- 
setzung ist  aber  keineswegs  unerlSsslich ;  im  Gegentheil  ist  es 
SIeicbgGltig,  woher  die  Gleichungen  (0)  stammen,  und  wir  iverden 
eaahalb  nur  annehmen,  dass  man  ein  System  (ä)  von  Gleichun- 
gen (des  ersten  Grades)  aufzulösen  habe,  in  dem  mehr  Gleichun- 
gen als  Unbekannte  vorhanden  sind. 
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Haa  kann  z.  B.  allgemein  annehmen,  da» 

P=«';r  +  ft'y+c's  + , 

F"=a"a:+b"yWz  + , 


a'  =  ai,  b'=bi,  c'=<^,  «—^  ;  F^Mi. 
af'—oa,  ft"=6»,  c"=ca :  F"=Mt. 


und  man  erhält  so  die  Gleichungen  (9)  weit  allgemeiner. 

Sei  nun  A,  das  Mass  der  Genauigkeit  (J.  4.)  tOr  die  Beob- 
achtungsmethode ,  aus  der  die  Grüsaen  in  der  ersten  Gleichong 
(9)  erhalten  worden:  kj,  eben  so  fGr  die  zweite  n.  s.  f.;  eei  wef 
ter  to'n  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  ^0  fSr  dje  erste 
Methode,  w"o  f^r  die  zweite  u.  s.  f.,  so  ist  die  Wahrscfaeiniicb-' 
keit   eines  Fehlers  F'—jIf,  =  rj  : 

«-o«-*.'.,'    (§.  3.). 

fBt  eineu  Fehler  P"— Ä,=rj: 

w'oe-*"'"»'    n.  s.  f. 


»'ow"ow"o"e-'*''"'''+'' ""*+*•'''■'+ >. 

Je   nachdem    man   nun   eine  Annahme   macht   über  die   wahren 

Werthe  der  Unbekannten  x,  y,  z,  n-erden   die  Werthe  von 

F",  F",  also  auch  der  Fehler  e,,  r^ ,  sich  findern.    Jede 

solche  Annahme  bann  demnach  angesehen  werden,  als  eine  Ur- 
sache,   deren  Wirkung  rias  Bestehen  der  bestimmten  Fehler  Vt, 

r, ist     Da,    bei  willkdfarlicher  Annahme,   x,  y,  i,  alle 

mDglichen  (reellen)  Werthe  vnn'  —  <x>  bis  -|- ao  haben  können,  so 
giebt  es  somit  eine  Unendlichkeit  solcher  Annahmen,  nnd  nun  ist, 
nach  den  Grundsätzen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  eine  bestimmte  dieser  möglichen  An* 
nahmen  gerade  die  rechte  sei,  ein  Bruch,  dessen  Z^ler  gleich 
ist    der  Wahrscheinlichkeit  der  Fehler    unter   der  Annahme  des 

Bestehens  jener  Werthe  von  x,  y,  :,  ,  nnd  dessen  Nenner  die 

Summe  alter  der  ähnlichen  Wahrscheinlichkeiten  für  alle  mfiglichen 

Systeme  van  x,  y,  z, ist,  d.  h.  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 

gerade  ein  bestimmtes  System  der  x,  y,  % das  rechte  «ei,  Ist: 
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tC*,!»"»»"«»-"  g-(*.*''-*+*l"'''t*»*"'+"-) 

wo  du  Zaifheu  £  eine  ahotiche  Bedeatnng  wie  frfiher  hat   l>ic- 
Mr  Auidniclc  ist  auch  gleich : 


,.+»ii«,i+*j«H-<' 


fsr 


-ySxSydi 


=*aa%0t...«-C»i'-.»+»»"**t».«».«+. ),  (10) 

worin  k  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 

k  fff  *"«-(*.'".H».  •».»+*.  »-.•+^..)3*3^„.^I.  (II) 

Ans  der  unendlichen  Anzahl  aller  möglichen  Hypothesen  Aber 
die  wahren  W'erthe.  von  x,  «,  i,....  wird  man  nnn  die  aoazuwfth- 
len  haben,  deren  WahrBcheiolicfakeit  ein  Maximum  ist;  d.h.  man 
wird  das  System  der  x,  y,  n, auswfihlen;  fllr  das  die  GrGsset 

e-(*.«>'.*+»i  •«■»•+»,«■»•+ — ) 

ein  Maximum,  fol^h  die  Grüss« 

A,«Pi'+ W+*.V+ =  Ä  (12) 

ein  Minimum  ist.    Hierin  liegt  der  Grund  der  gehrSuchlichen  Be- 
nennnng  der  Methode  der  Kleinsten  Quadrate. 

Man  wird  also  haben  mflssen: 
SSI  SSL  SSI 
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Noo  ist 

ij,=Jfj-F'=Äf,— (fl^+6,y  +  <V+...-.), 
also 

Daher  frerdeo  die  Gleichungen  (14) : 

— A,»(ilfa— (Vr— 6^-<V— .....)o«— .' 

— A,»(Mx  -  a,*-6i3»-ei»  - ..-.)  i.      i  _q^ 
—  Aa*(Äfs— ffl^— 6jy— fa*— •— )*t— 1 

Setzt  man  nan  zur  Abkürasng: 

Ai'ai'^i  +h^*<^ct+h,  'a,t,  + =  [A»ac] ,  (18) 

8D  erhält  man  die  Gleichnngen: 
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[A«a«];r  +  [l^b]s  +  [A«ec]i  + =  [*«*n] , 

[AMj'  +  LA'A^f  [A'Äc]i+ =  [Ä«yI/6]. 

[A««c]*  +  [A>6c]y  +  [Ä»c«]i  + = [A« jfc}.  (Ifi) 

aus  deoen  nun  x,  g,  r,  ....    zn  best'unmen'atnd.    FQr  den  beson- 
deren (allerdings  b&ufigen)  Fallr  dass  Ai=As=Aa^ ,  werden 

die  GleicbuDgen  (16)  m: 

[o»]*+[aA]j  +  [ac]«+ =[3la], 

[o6];r+[A»ly  +  [6c]«  + =  1^], 

[<rc]x+[6clff  +  [c«].+-...=[*c]*  (17) 

Seien  gi,  g-^,  g^,  Zahlen,  so  bestimmt,  dass 

A,«:Ä,a:Äsa: =ff,  ig^igti 

so  werden  die  Gl^chnngen  (l(f)  zn: 

[ifa*--\x-\-\gab}s;{-\gac}i-^ :=  [Mag\ , 

lläc\x-{-{sbc]3,-{-\sc-^\z  + =[Wcff],         (HO 


iSind<9i,  ^2 ganzoZablen,  tras  man  Immer  einrichten  kann, 

so  sieht  mafi,  daas  das  Gleichnngssystcm  (18)  auf  das  (17)  su- 
rUckkoramt,  »enn  man  nur  bei  der  Ableitung  des  Systems  (17) 
aus  den  Gnindgleichungen  (Q)  jede  dieser  tetztern  so  viel  mal 
zählt,  als  die  ihr  entsprechende  Zahl  g  angiebt.'  Uaher  rfihrt  die 
Benennung:  Gewicht  einer  Beobachtung,  die  man  den  Zah- 
len g  beigelegt  bat.  Da  die  Gewichte  blosse,  Verhältnisse  sind, 
so  ist  es  weit  bequemer,  dieselben  statt  der  Genau  ig  keitsroaase 
einzuführen.  Ist  allgemein  r  der  wahrscheinliche  Fehler  ({.  5.), 
der  dem  Genauigbeitsroass  A  entspricht,  so  ist: 

I    .    1    .   1 


S-  7. 

Wir  haben  in  $.  6.  vorausgesetzt,  dass  die  Grundgleichungen 
(9)  die  lineare  Form  haben.  Jede  andere  Form  kann  aber  auf 
diese  zurSckgefahrt  werden.    Gesetzt  es  sei: 
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Ps^ip'ix,  y,  : ,  a,  6,  e ), 

F"=g»''(^,  y,  s,  ,  a,  b,  c ), 

md  nan  babe  wieder  &i 

a=a,.  6=6,,  c=f, ,  F'  —  Itti, 

a  =  a^,  6  =  6^,  c  =  c„.„..,  F"=j!^, 

se  ivShIe  man  n  der  dadurch  zu  erhaltenden  Gleichungen  ans 
(wenn  n  die  Anzahl  der  Uebeitannten  x,  jf,  i,  .....  i«t)  und  be- 
rechne nun  daraas  Werthe  von  x,  y,  a,  Seien  aro,  y«,  t^,.,. 

diese  Werthe,    a^n+a^»  Jo+y'-  •o+^'> "her  die  wahrscheinlich' 

aten  Werthe  der  Unbekannte»,  so  werden  :r't  y*,  tf,... .  im  AUg«- 
meinen  sehr  kleine  Grüssen  sein,  deren  die  erste  übersteigende 
Potena  vemachl&M^t  frerden  kann.  Ist  als»'Fi  der  Werth  von 
F"  für  .T  =  ;ro,  y=yo,  3=9g,.„;  F^  eben  so  der  von  P'för  diese 
Werthe,  <io  ist: 

Daraus  lolst,  dass  man  zur  Bestimmung  von  ssf,  y',.  i',  ....  die  For- 
melu  des  |.  6.  hat,  wenn  man  dort  ändert: 

M,    a,    b,    c, ,    X,  y,»i ...... 

besflglich  in: 

3F    W     BF 


so  daas  laau  hat: 


r    SF  BF-l    .^r    8F    8FT^.r„ äF   2^1,,. 
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worin 

F,s=y'(X(,,  yo.  *ö. -....,    «,.  fci,  Ci ), 

F,=g)''(a^,  jFa,  »0. — ,  Ot'  *».  **.  •■-)  u.  •.  w.  - 

Iit,  «Bil  wo  ganz  Wohl  ipfss^'...,  s«t«  kann. 

Sind  noch  BediDgangsgleichungeti  Torbanden,    ao  iat  dte  B«- 
bandloDg  wie  bekaDot. 

.    ■  $.8.       ■ 

Angenommen  man  babe  f3r  die  GrOssen  Jf,  If, die  wahr- 

acheinllchslen  Wertbe  n,  r',....,  gatiz  anabhSngic  von  ein* 
ander  gefunden,  and  seien  r,  r",.-..  die  irahnchein liehen  Fehler 
dieser  wahrscbeinlichaten  Wertbe.    Sei  nun; 


lff—ni^=e,  indem  man  N  tiato  willkfihrlicbeD  Wertb  beü^: 
to^s-'*'*  (5.  3.).  Also  wird,  nach  dem  in  $.6.  aufgefOhrten  Grund- 
satx  der  WabrschehilicbketliirecbBiingi  die  Wahracbmnllcbkeit 
dieser  Annahme  fflr  N  sein: 


r-*— 3iV 


/v.. 


*/• 


Dieae  Wahrscheinlichkeit  muss  ein  Maximnm  sein,  wenn  man  N 
seiaen  wabrscheialichsten  Werth  ti  beilegt,  d.  h.  man  muss  haben 
v  =  iV  — R  (alao  ffir  n^  den  Wertb  n  wBnlen),  so  dasa  die  Wahr» 
sch^nlkdikeit,  das«  ein  gewisser  Wertb  N  der  rechte  seli  ist 
ie-^Hif-n)» diu.    Was  k  anbelangt,  so  findet  sieb: 


r- 


=  -J-,     <ü.o    i=y^ 


i*, 
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nod  sonnt  die  Wahraeheinlichkelt,   dm»  der  b«stbnrate  Wfrtk  If 
der  reclite  s«: 


Vü 


_A_-^,r-«,. 


;;v^" 


3F, 


was  zugleich  aacb  die  Wabre^einllchkeit  bf,  d«M  aln  foesttnm- 
ter  Werth  K  der  wahre  Wertb  dieser  GrSsse  sei.  Diese  Wahr; 
■cheiulichlceit  ist  eio  AUximum  fflr  T=zan,  also  ist  decwajir* 
scheiDÜchste  Werth  too   V  gleich  an. 

Die  Wabrscbeiulichkeit  eines  Fehlers  r  ist 

«ei,«-*««»=ttVi«      ^'     '  =swbC  ■'  ="17=-«  ■  SV. 

wie  mao   leicht   nach  $.  3.  fiadet.      Daher  Ist  (J.  9.)  der  wahr- 

scheialicbe  Fehler  ti  bestimmt  durch  rj  -  =  t^ ,    d.    h.    man    hat 

ri=:iir,  so  dass  der  wahracbeinjiche  Fehler  von  V  ist  dt,  wenn 
an  der  wahrschunlichste  Werth  von  V  ist. 

2)  Sei  nun  V=N+T(',  und  man  ancht  eben  sa  den  wahr- 
schetnlicfasten  Wertfa  von  V  mit  dem  wahrscbeiaÜchen  Fehler 
dieser  Bestimmung. 

Seien  h,  h'  bestimmt  durch  die  Gleichungen  rh=o,  r'h'^ft, 
90  ist,  wie  oben,  die  Wahrschdnlichkeit,  dass  ein  bestimmter 
Werth  A  der  wahre  Werth  dieser  GrSsse  sei : 

*  ^»'(»— ).; 

eben  «o,  dass  iV'  der  wahre  Werth  dieser  sweilen  Gr&sse  sei; 


Die  WahrscheinHchkeit  also,  dass  diese  zwei  Werlhe  zugleich  die 
wahren  seien,  ist 
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Uft  ]S'=V~-N,  so  hfinn  man  alab  aocb  «agen,  Jie  Wabracbeiii- 
lichkeit,  daus  iV  und   V — N  di«  wahren  Werthe  smen,  »ei 


DIeee  Grüsae  drScIct  alao  auch  die  Wahracbeinlichkeit  aus,  das« 
zwei  bestiiDinte  Werthe  N  uad  V  die  wahren  Werthe  dieser 
Gruflsen  su  gleicher  Zeit  aeien. 

Um  die  Wahrscheinlichlceit  zu  haben,  dass  der  (bestimmte, 
aber  willbflbrlich  angenoinnieiie)  Werth  V  der  wahre  sei ,  n-as 
auch  immer  iVaei,  mass  man  die  Summe  der  Werthe  obiffer 
Gntaae  nehmen,  indem  man  N  alle  Werthe  von  —  3^  bla  -('Cn 
beilegt.    Uieae  Summe  ist 


"^'"■r 


g-h-HN~tt)*-V*{  r-N-t 


nnd  diette  GrOaae  drQcbt  also  die  Wahrscheinlichkeit  aua,  dass 
der  bestimmte  Werth  V  der  wahre  Werth  aei,  was  ancb  S  sei, 
d.  h.  also  unabhängig  voo  iV.    Nun  ist  aber: 

.     AM" 
■"  AHA'« 


*  v;;-väm^ 


Diese  WahrBcheinlichkeit  ist  ein  Uaximum  fQr  r=n-|-n'  and 
somit  ist  der  wahischeinlicbste  Werth  von  V  gleich  n  -f  »'. 

Sei  A«  das  Maas  der  Genauigkeit  dieses  Wertbes,  so  wird 
man  wie. in  Mro.  1.  finden,  dass  die  Wafarscbeiulicbkeit  fSr  einen 
beliebigen  Werth  von   T  ist 


h'- 
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Nun  haben  vrir  aber  gefundeii,   daas  diese  Wahischeinlichkeit  ist 


**'      "   -Ä"'-— 1' 

V^-VA^+K    " 

•ko  b«t 

man 

J           "' 

""     V*»+»»' 

Wenn  n  der  »abticheinliche  Fehler  von   F: 
r^t  =  f,  also 

"-k  = 

3) 

Sei 

F=«jr+iJi¥'. 

«rn  «  und  j!  Kon«>taiilen  sind.  Der  wahrscbeinlichste  W«rth  vnn 
aN  ist  «n  (Nro.  I.),  von  ßN'-.ßn';  die  wahrscheinlichen  Fehler 
«nd  «r  und  ^r'.  Also  ist  (Nro.  2.)  der  wafaTScfaeinlichste  Werth 
von  V:  m-\-ßn',  mit  dem  wahrscheiolichen  Fehler 


4)    Sei 

Ä=«ZV  +  pA''+riV". 

Die  nahrscheinlicbstfln  Werthe  von  aN,  ßJV',  vN"  sind:  ttn,  ßn', 
yn"  (Nro.  1.],  mit  den  wahrscheinlichen  Fehlem  ar,  ^t' ,  yr". 
Also  ist  der  wahrscheinlichste  Werlh  von  aN-{-ßN'i  utt\ßn'm\X 
d«ni  nahrscbeinlicheii  Fehler 

\^o«r«  ^  ,3V*     (Nro.  3.), 

'  also  auch  der  Rahr^cheiniichste  Werth  von 

V={aN^ßTf)^yN"     gleich    oti  +  JJh'  +  jw" 

mit  dem  nahrseheinlichen  Fehler 

B)    FSbrt  man  so  fort,  so  siebt  man,    dass  der  wahrscbein- 
lichste Werth  von 
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mit  dem  wahrscfaeinlichan  Fehler 

Wir  haben  hier  V  als  lineare  Funktion  von  Tt,  N', ange- 

nommen.    Im  allgemeinen  Falle,  da  elao 

r=Aff.  «',  JV", ), 

wird  man  immer 

K=n+JIf,  S'=n'+JII',  A"=«"  +  ^JV",  

annehmen  kannen,  nnddahei  Toraussetaen  dürTeii,  dasa  ^N,  Jlf, 
....  aehr  klein  aind.    Ist  nun 


F,  =/■<»,  n'. 


Die  wafarecbeinlichsten  Wertfaa  tod  JN.JN', sindoffenbar 

Null,   also  ist  der  tvahTscheinUchste  Werth  von   V  gleich  F|  mit 
dem  nahracheinUchen   Fehler 


§.  9- 

Die  hisbcr  bewiesenen  LebrsStze  liefern  uns  nun  die  Mittel, 
die  wahracbein liehen  Fehler  der  durch  die  GleichunKen  des  §.  0. 

heatimuteii   tirOssen  x,    w,    i, „    sosuBeben.    Seien  rj,  r,,.... 

die  wahrscbeinlicben  Fehler  der  Grüssen  M^,  Jtl~, ,   die  durch 

die  BeobBchtung  unmittelbar  gegeben  »iod,  und  nehmen  wir  aa, 
daaa  die  AnflUaung  der  Gleichuagen  (18)  oder  flß)  des  $.  6.  ge- 
geben habe: 

X =tti  Ml  +  0^9/2+ a^W,  +...., 
»=AJMi+^,»a+A*,  +  — ,  (H) 

s=ft»,  +ftjtf,+ftaf,+ , 
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80  hftt  tD»n,  Dack  dem  aUgemelnen  Lehraatxe  dee  ^8-,  oU  wabi- 
scbeiDÜcben  Fehler  tod 

x:VJ^^],  von  S:VlpV"].   von  iiVß^"]  a.  «.  w., 

wo  das  Zeichen  [aV]  eine  Bedmitaug  bat,  die  in  6.  6.  erklärt 
wurde.  Wenn  man  die  Genicbte  statt  der  wabrscbeinlicbeD  Feh- 
ler einfabrea  wollte,  »o  hfttto  man  nach  $.  6.; 

K.:V:-i'. =  J->i:i: 

St  3*  St 

und  wenn  R  und  C  der  wahrach  ein  liebe  Fehler  und  das  Gewicht 
Ton  j;  ist: 

111-,  9       "*     rtm        "* 

m  koulant,  also,  da  J2=VtK"rS]: 
6  = 


[fT' 

ind  G  anf 
so  ist,   in 


wo  natQrlicb  die  Grössen  g  und  G  anf  dieselbe  Einheit  des  GS' 
wlehtes  bezogen  sind.  Eben  so  ist,  in  Bezug  auf  dieselbe  Ein- 
heit das  Gewicht  von 


9' 

Gesetzt  man  habe  eine  lineare  Funktion 
der  GrDseen  x,  y,  x, ,  so  ist  also  nach  (29): 

+  (9o<^  +  yi  A  +?«ft  + )^a 

+ , 

also  nach  dem  allgemeinen  Theorem   des  ^.  8.  d«t  wabrsebelai 
liebe  Fehler  von  ^: 
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V  L+(9„i.,+»,ft+w,+....)'V+ J 

=  Vl9.n«"''']+2».9i[V'^+2?.?j[«)»<']  +  ....  j 


Wenn  alle  Beobacfatuneen ,   durch  die  J^i,  M^, erbaltea 

norden  sind,  von  gleicher  Genauigkeit  trtren,  so  wSren  dieGcSs- 
sen  rj ,  rj',....  alle  gleich,  and  wenn  also  r  der  wahrscheinliche 
Fehler  dieser  Beobacbtunfcsmethode  w&re,  so  hätle  man  f)ir  die 
wahMchäniicbeo  Fehler  voo  x,  y,  %,....: 

rVK),     r\rm,    rVm 

und  der  irahrscbeinlicbe  Fehler  von  Q  «rSre; 

+  «inPl  +2«,fttM+ / 


Vi\t  wollen  nttn  ein  paar  besondere  Fslle  iintersucben. 
1)    Sei  (§.,6) 


d.  h.  sei  eine  Grüese  x  unmittelbar  durch  Beobachtung  zu  bestim- 
men. Man  hat  also  (§.  6.)  alle  a  =  l,  A  =  e=  ■■  — 0,  also  [ja*] 
=  [(/]  und  Tolglich 

\SP:      L»'"J.     ■•  «i+«.  +  »>  + +»- 

wenn  m  die  Ansabl  der  Beobachtungen  ist.     Das  Geiricht  von  x 

"'■"•■  '=§i' 


[&?] 


5P+  [«]'+•+ I.9P 


Sind,  also  Beobachtungen  gleich  Kut.    bo  kann  man  eine  davon 
mit  der  Einheit  des  Gewichts  In  Rechnung  bringen ,   also  setzen 


und  bat  dann 
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Die«»  ist  die  belcannte  Regel  de«  arithmetiachen  Mittels. 


ZnfHeich  haben  wir  hierin  eine  weitere  Bestttieung  des  in  {.  6. 
AnfgeHlbrteo ,  das«  ein  Gewicht  nt,  das  einer  BeoDachtnng  (Be- 
stimmiing)  zagelegt  wird,  bedeutet,  die  Beobachtane  flei  gleich 
m  Beobachtnnften  xa  rechnen ,  denen  da«  Gewicht  1  beljielegt  wird. 
Der  wahracbeinli che  Fehler  ist  aber  nicht  der  mteTheil  de«  wahr- 
scheinlichen Fehlers  jeder  Beohachtong,  sondern  nur  der  Vmte 
Tbeil. 

2)    Sei 


ao  ist.  wie  so  eben: 

mit  dem  wahracheinlicfaeB  Fehler: 

[ga*]*     +     [ff«"]«    ■»• -  Y     M' 

=91— ...  I« 

r 


Für  giT=g^=....  tat  r^  =>*,■=.  ,=r,  also  der  wahrscheinliche  Feh- 
ler Ton  Xi 


3)    Sei 

F=ttx+b!f, 
•o  ergiebt  aich: 


-  iii»*i[j»"]-i"«»i["«sr' 


AUo  tat 
Tb.il  SVIII. 
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'~[»»ff][*»ff]-I«frj][«*?] ' 

Fflr  ri^r,=..,.=r  i»t: 


Wir  wotlen  eine  BemerlcHDC  Ober  eine  praktische  Frage  bei- 
nigen,  da  sie  sieb  leicht  durch  das  Gegebene  lüsen  ISast.  Ange- 
nommen man  messe  zwei  Linien  L  und  /  jnittelst  desaelben  Maas- 
ses  l  und  habe  bei  jeder  Niederlegung  der  Messstange  l  einen 

wahrscheinlichen  Fehler  r  zu  fürditeo.    Sei  m  =  -^,    so  ist  also 

i=l  +  i  +  l+....  <m  mal), 
also  nach  §.  8.  der  wahrscheinliche  Fehler  Ton  L-. 

eben  so  der  wahrscheinliche  Fehler  von  /:  rV  r-.  Nehmen  wir 
nnn  an,  man  habe  bloss  /(/<//)  gemessen,  mit  dem  wahrschein- 
Itcben  Fehler  rV  r-i  nnd  man  habe  (etwa  vermittelst  «ines  geo- 
dätischen Dreiecks)  L  berechnet,  nnd  gefunden  L=pl,  so  wird 
jetzt    der   wahrscheinliche   Fehler   von   L  sein    ({.  %  Nro.  1.) : 

während  er  Im  ersten  Fall  nnr 


vr\l,  wlU 


4~^-4'r^p 


war.    Misst  man    also  /  nur  einmal,    so  Ist  der  wahrscbeinBchc 
Fehler  dieser  Messung  r\  j-,  und  also  der  jeder  andern  Linie, 
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die  ans  der  ersten  geBchlosseo  nsd  pm&l  so  gross  gefundcD  frird, 
gleich  pr\  T-.  Gesetzt  nun,  mBn  babe  l  pmiA  geroesaen  und 
ans  den  Ergebaiesen  das  arithmetische  Mittel  eeDommeD,  so  ist 
der   wahrscheinliche  Fehler  dieses  Mittels  rV  'T~>  also  der  grüs- 


•eru  Linie  L: 


-Vi'='V^='\^- 


Daraus  eraiebt  sich,  dass.  nenn  man  aus  einer  semessenen  Basis 
eines  Dreiecksnetzee  /  eine  pmsA  so  grosse  Seite  scbliessen  will 
mit  derselben  Geotm^laAt,  als  faStte  maa  sie  einmal  gemessen, 
man  die  Basis  pmal  messen  muss. 


$.  10. 


Man  kann  die  wahrMheinlichen  Fehler  der  Unbekannten  x. 

g,  1, einfacher  bestimmen,   als  diess  so  eben  geschehen  ist, 

wie  in  folgender  Weise  erbellen  wird. 

Gesetzt  man  habe  aus  den  Gleichungen  (18)  z.  B.  gefunden: 

_  E  [Jtfqff]  +  fVllbgl  +  g^^g]  -f  ■■■• 

worin  E,  F,  G,..^.  weder  M  noch  c  enthalten.  Die  Form,  die 
dem  Werthe  too  x  gegeben  wurde,  ist  keineswegs  willkührlicb, 
indem  man  weiss,  dass,  wenn  P  der  allenWerthcn  derUebekann- 
ten  X,  y,  :».  gemeinschafti  lebe  Nenner  ist,  maü  den  Z&hler  von  z 
erhalten  wird,  wenn  man  Überall  c  mit  M  vertauscht,  und  />kein 
M  enthalt  (Supplemente  suKIfieels  WSrterbnch,  zweite 

Abtbig.  s.  si.  ff.). 

W8n  «=«.  >•  wlie  In  <1B)  offenbar  t=6.  d.  h.  man  hat 

I^adg\  +F[Mff]  +  G[cdg\  +  ....=0.j 

Ist  also  P  der  Nennet    hi  dem  Werthe  von  x,    so  ist  der 
KoefBsienl  von; 
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Äf,  gleich  pifiSt -^ p^ffi-t-pt^Si  +■■ 


also  nach  $.  6.  der  mbTscheioliche  Fehler  von  >: 

pV  l(E«iJi  +  Fi,g,  +  Cfijh  + )'r,' 

+  (Eaa,  +  Fö^  +  Cciji+--)*'.'+ 1 

=  7,  V  BÜEa'/'s«]  +  n-h''']  +  G[«jV>)  + 1 

+  et  EtocjV]  +  ri6c9«f«J  +  C[cVrl  + ....  I 

Nun  ist,  wenn  r    dei  wahrscheinliche  Fehler    einer  Beobachtung 
vom  Gewichte  1  ist: 

also 

J.'i*  =  '".    »i*^i'=»ir»,  „; 
demnach  ohige  GrSsse: 

j^ 

P<E[E[ga^i+F[g<,t]  +  C[jac]  +  ....) 
+  FlJ&ai]  +  FtjJ«)  +  G[s6c]+  ....1 

+ 

d.  h.  wenn  man  die  Gleichungen  (23)  beaefatet,  gleich  rV  15 . 

Mart  rolgert  daran«  leicht,  daas,  wenn  man  ans  (18)  siebt: 

«=^'[jlfoj,]+^"[*6j]  +  xr[«c«]+ ■■■. 
,=JJ■[«OJ]  +  fi"[Jf6,,]+B^«CJ]+....,  (M) 

.  =  C1*os]  +  «^[«is]  +  ClJlfej]  + 
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md  wwB  r  dieHelbe  Bedeutung  b«t,  vrieao  «b«n,  die  vrahr«cbtio- 
licben  Fehler  von  x,  y,  t, ....  sind: 

rV3f',      rV"5»,     rVC*,  _  C25) 


WKren  alle  Beobachtungeo  gleich  geitaa,  st  kSonte  man  alle  jr=I 
setccD  und  r  w£re  dann  der  wahrscbeinUcbe  FeUer  einer  solchen 
BeobuchtuDg. 

Will  man  die  Gewichte  tuu  x,  y,  i,....  kennen,  eo  Miendie- 
■dhea  Gi,  G^,...;   also: 

eben  so 

d.  h.  die  Gemchle  von  x,  y,  x aind: 

Ä"    W    7? ^ 

In  ganz  Shnlicher  Weise  kann  man  den  wahracheinlrdien  Feh- 
ler einer  yneareu  Funktion  Q  der  GrSsBen  x,  y,  z, ...  beatimmen. 
Man  bat  (23)  fOr  das  Quadrat  dieses  wahrscheinlichen  Fehlcra 
erhalten; 

9ol  9o  [*'*^]  +  ?i[«|S^]  +  ?a["JT»]  + \ 

'     +9iigo[«ßr*]  +  Vi\ß*'*]+92ißr1+ 1 

+  *il9«[«)^ +*ii^^j  +  9a[A"J +"-i 


Haben   also  A' B',.....  u.  ".  w.    dieselbe   Bedenlung   wie  so 

eben,  so  int.  wie  diess  aus  {.  M.  nnmUtelhar  steh  ergiebl: 

wenn  r  obige  Bedentung  hat  Um  die  Summen  [nßf*^,  [o^'r*]>-  •■■ 
au  erhalten,  bemeifce  miHi,  dasa: 


D,g,t,z.ctvG00gIC 


»74 

1.^]=  (/<'<i,+/<»«,+^»e,+....)(B'«,+B'*,+«"c,+  ....>j,»r,« 
+  M'o,+^-J,+<l"«.+  -)(B'«.+«'»,+fi-c.4...)«»*r.' 
+ 

+  A'IB^cb/i^-']  +  B-ll^V]  +  B-[6fjVI  +  ■•■■  I 
+<<"l«'[acjV]H-  B'[Scj,V]  +if^f»jVJ  + ....  1 

+r'^'l«tocj]+B'[6cs]+B"tc^]+....| 

wenn  man  beachtet,  dase  Dach  (23); 

B'[o1j]  +B^o4j]  +  B"toq,]  +  ..,..=0, 
Ä'[n«,]+B'[6V] +  »"[«<»]  +.....=1, 
B'lacg\  +  B"licg]  +  S-l^g}  + =0, 


fB'  I  .*[«•»]+  .<'[o4j]+^"'[«jr]+ ...  I 
+r»»'U'[ot,]+^"[6'j)+^"[»ey]  +  .~l 
+  r'BTi  Aloen]  +  A%bcg]+A"l,^}+....  I 

=r'B', 

A-lo',]  +  ir'l<U«UA-'lac,]+...=l, 
Alaig]i.A"lb'g}  +  A"y,c,]-t...=0, 
Aiaeg]  +  ^•(6<»)  +  Af'l^]  +  ...=0, 


D.,.„c  b,GoogIc 


175 

[ttßt*}=:t'A''—i*B'  md  «ticb  A'=B*. 
Gans  efc«n  m: 

aisu  endlich  fflr  das  Quadrat  des  wahracheinlicben  Felilera  von 

yoT^?o'l'  +  ?t'<*+ Ja^'"  +■■•••) 
+  7,»^y„<?  tViC^  +  ftC  + ) 

Han  kaan  diess  auch  noch  iu  folgeoder  Weise  auteprecheii : 

DeakeD  wir  uds  an  die  Stelle  von  [Mag],  [Mbg],   [McgX, .... 

tn   den  GieicbiiDgeD  (18)  gesetzt  q„,  9^,  q^, und  roao  oabe 

aUdaan  £j .  yi ,  i| ,  —  uir  x,  g,  i,....  gefundeo.  so  ist: 

xt~  A'q^+ A"qi+A'"ii^  + , 

ii  =  Cg«  +<?'ft  +  C"yj+ , 

also  ist  d«T  wahracheinliche  Fehler  von  Q: 

Ist  G  das  Gewicht  von  Q,  so  ist 


In  allen  unseren  Formeln  ist  nnn  noch  ein  Element,  r,  das  noch 
unbestimmt  ist ;  es  ist  diess  der  wahrscheinliche  Fehler  fOr  eine 
Beobachtung  vom  Gewichte  1.  NatflrBch  zieht  die  UDbestimmt- 
hnt  dieses  Elements  auch  die  der  wahrscheinlichen  Fehler  von 
X,  j),  X,...,  mit  sich.  Die  Gewichte  oi,  g^,..  kSsnen  als  bekannt 
angenommen  werden.    WSre  z.  B.  Mi  bestimmt  durch  m,  gleich 
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gute  BeobachtunjteD ,  Jtl%  durch  m%  solcher  Beobachtumcvo  u.  a.  w., 

BD   wäre   gi^iiti,    (b^ms, (S.  9.)-     Uebrigena   ist  es  in  der 

Regel  immer  misslicli,  eine  SchXtzung  des  Gewichts  vorzuneb- 
men,  ao  das«  es  vorzuziehen  ist,  Beobachtungen  von  gleicher 
Genauigkeit  (atso  vom  Gewichte  1)  anzuwenden,  so  oft  nie  Um- 
stände dieas  erlauben.  Eine  Schätzung  des  Gewichts  einzelner 
Beobachtungen  gegen  einander  ist  schon  darum  niisslicb,  weil 
man  sich  gar  zu  gern  dem  Vonirtbeile  hiogiebt,  Beobachtungen 
als  minder  genau  zu  betrachten ,  deren  Ergebniss  bedenteod  ab- 
weicht von  den  Qbrigen.  Aach  ist  es  bei  geodätiachen  Beobach- 
tungen E.  B.  Tast  nnmöglich,  den  Einfluss  aer  Witterung,  Ennfl- 
dnng  u.  s.  w.  in  Rechnung  zu  bringen. 

Der  Werlh  r  ist,  wie  man  aus  dem  Obigen  ersieht*  nicht 
nütbig,  wenn  man  sich  bloss  damit l>egnfigen  will,  die  Gewichte 
der  gefundenen  GrSssen  zu  kennen  Ommer  a  •  0«,— •  als  bekannt 
angenommen).  Will  man  aber  die  wahrscbeiolicnen  Fehler  kennen, 
deren  Kenntniss  nothwendig  Ist,  um  ein  Crtheil  fällen  xn  IcSnneo 
Aber  die  Genanigkdt  der  erhaltenen  Resultate,  so  muiis  r  be- 
sUmmt  werden.  Dieasgeschiebt  nnn  aus  d«i  geliehenen  Beobach- 
tungen  in  folgender  Weise. 


{.11. 

Seien  wieder  A|,   A^,....   die  Genauiekeitsmaasse  {%.  4,),    die 

an  den  Beobachtungen  gehüren,  deren  Gewichte  gi,  g^ sind; 

h  das  Genauigkeitsmaasa  für  eine  Beobachtung  vom  Gewicht  1, 
so  ist  (^  6.  und  §.  6.) : 

Unter  der  Annahme,  dass  A  einen  bestimmten  Werth  habe,  war 
die  Wahracheinlichkeit  des  gleicbzdtigen  Bestehens  der  Fehler 
n,,n„..-($.  6.J: 

»(.'»(.''»■."'■•■e~'**"'=»g'«'o"'wo'"...e-**'«'"l  =  P; 

also  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  daaa  k  der  nähre  Werlh  diMer 
GrOsse  sei,  nach  dem  liereits  mehrfach  sDgershrteo  Grundsatze 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung: 


^r 


/^A=l.  Nun  ist  (§.3.): 
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Üsraua  ergielit  sich  leicht,  daafi  die  Wahrschninlichkeit,  dasR  dvr 
angeoAmmene  Wertb  von  h  der  wahre  Wertb  dieser  GrOsse  »ei, 
ist: 

t,A"'e-*'(«^)eA, 

Iren»  A't  beetimrat  i«t  ans  der  GleichuDg 

A,  /'*A-i!-"(«-)afc=i. 


Man  n-ird  al»n  nar  denjenigen  Wertb  von  A  vv&hlen  mOeeen,  tür 
den  nbi^  Grusse  eio  maximtnu  ii«t.  Differensirt  mau  nach  k,  so 
ergiebt  sieb: 

(wA— i-2A-t»[^])e-*«lP»fc=0.    A*=«r^.         (30) 


2[^' 
en    (vietm»! 

Man  pflegt  die  Grüsse  V  ^  "    den  mittleren  Fehler  der 


worin  m  die  Anzahl  der  Beobachtungen    (vielmehr  der  Grundglel- 
cbungen  (9))  bedratet. 


r=>«V!=l>«744897.i.  (31) 

WSreD  die  Benliachtungen  von  gleicher  Genaiiiglieit.  Ho  wBre 
A  =  o^  =  ....  =  l,  Bad  r  der  ivehrsclieinlicbe  Fehler  einer  der  Be- 
oDBchlungea.    In  dieeein  Falle  iet: 

.  =  y  I^,    lf=.^,    r=0'67448m...  (32) 
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5.  li 

Der  W»rth  von  A,  den  wir  so  eben  gefunden,  ist  nur  der 
H-abiacheinlichste;  ob  er  dei  wahre  ist,  kennen  n-irnichl eotscbei- 
ilen.    Die  Wahrscbeinlicbkeit  ffir   einen  beliebigen  Wertb  A  war 

j^A-«-»'(««»)SA=ijA-e-*'^*),    ij=/-,3A. 

Sei  nun  Aj  die  darcb  die  Formeln  (31)  bestimmte  Grösse,  nSmlich 

hi  =  —y=.;  ki+Jh  ein  Werth  von  A,    so   wird  mithin  die  Wabr- 

scbeinlicbkeil .   dass  /ii-\-Jh  der  wahre  Wertb  von  k  sei.    wenn 
Jk  willkObrtich ,  aber  bestimmt  ist,  seJDi 

ilihi  +^A)»e-('.+^*')(«") . 

Die  Grttsse  ^A  wtrd  man  immer  sehr  klein  annehmen  dDrfen,    da 
der  w^re  Werth  von  A  nicht  viel  verschieden  sein  kana  von  A, ; 


ferner  ist  [j(o*J==ärs>  *'''**  '^^  obige  GrOaee: 

=,A,-e  s:"ä-"rvM  'rWJ  =  ,A,-r  >.e    M . 

Was  •}  «ubelaagt,  so  ist  diMe  Gr9«se; 

,.j,.., S(JI,) 8(^*) 

y    iS,-«  ä-..^i7'8(/<4)     «,-e  ä"^!^ 

also  die  WahrscheiDlichkeit,    dass  ^h  die  wahre  Verbesserung 
von  Ai  ist: 

»^■''^•'""»<^*>- .        •»> 

Der  Ausdruck  (33)  bat  dieselbe  Gestalt,  wie  (4)  in  {.3.;  and 
^A  drCckt  auch  den  Fehler  aus,  den  man  be^ht,  wenn  man  Aa 
für  den  wahren  Werth  von  A  nimmt.    An  der  Stelle  von  A  in  (^ 


acbeinlichsle  Wertb    von  Jh  Null  ist,     und  der  wahrscheinliche 


Ist   in  (33): Y  T-ft  vrorans  nun  wie  tn  §.4.  folgt,  dass  derwafar- 
■   •  "  ■    ■     "'    "  '■   »'  "  '-'        pj  jgr  wahrscheinlich* 
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Fehler    dieser   BestimmnDg :    ^^=^'%r^-  '^^  ''""'>  also  1  gegen 

I  wetten,  dam  der  wahr«  Wertb  von  A  zwlst^en 


'■+^.=*-('v9 


enthalten  lot.    Ist  also  ti  der  Werlh  von  r,   bestimmt  durch  die 
Formeln  (31),  ao  sind  die  GrSnzen  von  r' 


{.  13. 

Um  den  mittlem  Fehler  t  (Ö.  11.)  zu  besäinmen,  loOssen  wir 
die  wahren  Weithe  der  Fehler  Ci,  v^,  ....  kennen,  d.  h.  die 
wahren  Wertbe  der  GrSasen  x,  y,  z,....  Diese  aber  kennen  wir 
vielleicht  nicht,  indem  wir  ja  bfoss  die  wahrscfaeinlicbsten  Wertbe 
derselben  gefiindeo  haben.  Wohl  Bind  wir  der  üeberzeugune, 
daas  diese  nahrscheiotichen  Werthe  von  den  wahren  sehr  wenig 
abweichen,  aber  gerade  diese  etwaige  Abweichung  zu  bestimmen, 
fehlen  uns  die  Mittel.  Wir  werden  uns  also  abermals  daranr  l>e- 
schräoken  mOssen,  die  wahrscheinlichsten  Werthe  dieser  Abwei* 
chaagen  zu  untersuchen. 

Seien  also  dx,  Jy,  dx,.,..  die  Verbesserungen,  die  den 
Wertben  von  x,  y,  z,....,  wie  sie  aus  den  Gleichungen  des  §.  6. 
folgen,  und  die  wir^it  Xq,  fo,  Sq •  bezeichnen  wollen,  zuzu- 
sehen sind.    Alsdann  ist 

ü  =  (ao+^*)«+(ffo+^y)*+<*o+^t)<'  + — -», 

aus  welcher  Formel  die  Wertbe  von  ti ,  v,, erhalten  werden, 

wenn    man   den   a,  b,  c,  — ,   M  die  Zeiger   I,  2, beisetzt. 

Demnach  ist 

+2^rt:r,+fis„+czo  +  ....-Ä)  Ma:  +  *^S  +  c.d.+  ..  ..) 
+  giadx+bJg+c^ +  ....)*. 
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Sm  ist: 

[ j(«Ä. +6j„+«„  + ...  -  j»)  (flJ«+A^,-f  c^i  +  .^)I 

=  0, 

, au»d«n  Gtdchangen  (18) 

[go^  =  [st.*]  +  [j{aJ*+Ä4y+c^  +  .„.)■] .  m 

norin 

[ff  0«»] = [j(*B.  +  Äy. + c»„ +....- jtfj»] . 

Der  ztveitB  Theil  der  xweiteD  Seite  der  Gleichnng  (34),  des  nir 
durch  j2  bezeichnen  wollen,  kann  in  eine  Summe  zeclegl  werden, 
die  quadratische  Thelle  enthalt.  Man  habe  >.  U.  nur  die  vier 
Korrektionen  ^x,  ^g,  ^a,  ^k,  so  iat 

ß={^a:)»[iiVJ  +  ^^xJ},[ahs]  +  ^V[*»ff]  +  2Jxrf.[acff] 
+  iJ*jM[cdg]+Ju*idh,}. 
Setscu  wir  nun: 

Jx[a*g}  +  ^y[o6ff ]  +  ^»\aeg]  ^  ^«[attff J = ^i , 
so  ist 

Ä  — r^  =  ^t^S*+  2A^!/'i'>  +  2AfJgJu  +  A^.M» 

worin  A^,  A^,..A^  nicht  von  Ax,.^Av  abhfingen.    Sei  eben  ao: 

AiAg-^A^At  +  A^Aii=^, 
•o  iat 

für 
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Mao  sieh!  leicht,  iasa  allgemelD,  n-elcbea  aacb  die  Anzahl  der 
GrSssen  ^x,  -dy,  ^»,...  sei,  man  setzeo  Iuuid: 

ß=*iViH*i9a»+*.ft'+ , 

worin  9>i,  v«>—  line&re  Funktionen  von  ^x,  Jy,  J*...  AaA,  und 
zwar  ipi  Ton  allen,  qog  tob. allen  ausser  der  ersten,  qp,  von  allen 
■nsser  den   zwei   ersten   u.  s.  w.     Da  H  Immer  positiv  ist,    was 

auch^x,    Jy,    dt, seien,     und    diese   Umformnag  eine  rein 

identische  ist,  so  flberKeugt  man  sich  leicht,  dass  A,,  A«,._..  po- 
sitive GrSssen  sein  mfissen. 

E«  handelt  sich  also  um  den  wahrscheinlichsten  Wertb  der 
Samme  Sl ,  den  man  erhalten  wird ,  wenn  man  fdr  ip^,  a^, 
^*,....  ihre  wahrscheinlichsten  Werthe  setzt  Um  diese  ndbet 
aber  so  finden,   bedürfen  wir  noch  einer  weiteren  Untereuchnng. 


S.  14. 

Angenommen,  dieWahrschrinlichkeit,  dass  ^  willkflhrllcber, 
aber  bestimmter  Wertb  von  x  der  wahre  Wertb  dieser  GrSsse  ist. 


nähme  von  x  iet.  Soeben  wir  nnn  die  wahrsch ei nl ich aten  Wertb e 
von  X  und  x'.  Zuerst  siebt  man,  dass  ztvei  Wertho  von  x,  die 
gleich,  aber  von  verschiedenen  Zeichen  sind,  gleich  wabrschein- 
ncb  sind.  Daraus  folgt  ferner,  wie  in  %.  6.,  dass  von  m  Wer- 
thea  von  x  ihrer 


f./'-- 


zwischen  — t   und    -)-t   enthalten  sein  werden;  eben  so,  daues 


k  k' 

geben  werde,  deren  absoluter  Werth  swischen  -,    ond  -p    IlegL 
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Man   wird    also  folfend«  Uebersichl  bilden   kSnnen,    die  um  so 
richtiger  sein  wird,  je  griisser  m  Ist  (wenn  o  unendlich  kl^n): 

Zahl  der  Werthe  von  x,    deren  abBoiuter  Zablenwerth  zwischen 
0  und  T-: 


2i«     C    ta*      *"       r.1 


Zahl  der  Wwthe  ron  x,   deren  alwolater  Zablenwerth  zwischen 


\r 


Zahl  der  Werihe  von  x,   deren  absoluter  Zahlenirarth  zwischen 
2«       ,  3« 


2n     /^^o  2« 


Vi 


Was  die  Summe  der  Wertlie  jeder  einzelnen  dieser  Abthei- 
lansen  anhelanmt,    so  ist  sie  offenbar  NkII  ,    da  gleich  viel  und 

Sl«ch  grosse  positiTe  and  negative  Wertlie  darin  sind;    ajso  ist 
ie  Summe    aller    m  Werthe  von  x  auch  Null,    folglicli  auch  ihr 


arHhmetlsches  Mittel,   d.  h.  der  wabrscheinltchste  Werth  von  < 
(%.  9.)  ist  Null. 

Nicht  so  verbSlt  es  sich  mit  ;c',  da  dieses  immer  positiv  ist. 
Man  hat  non  wieder  diesfllben  Ahtbeilaugen ,  wie  so  ehen;  Inder 

ersten  Abtheilnng  ist  x*  immer  0,    in  der  zweiten   Tq.inderdrit- 

ten     jiä~  j  '••  ^*'  vierten   ~M~t—  i-  ■■  w.  bis   ce  in  der  letzten. 
Also  hat  man; 

Anzahl  der  Wertbe  von  sc^  xwiscfaeii  0  und  «^: 
-==«— O'a,  Soflime  dersriben:    0; 
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Aniahl   der  Wertbe  von  x*  zniscben  »  und  -— ^  : 
Anulil  der  Werthe  von  a^  zwiscben   — rj-  und  ^-rj- : 


-^^e-t*")'«,  Sumnie  derselben:  ^-=(t)    «~f**''o; 


^^( 


(3a)*  (in)* 

Anzahl   der  Wertfae  von  x*  znischen    ■  i^  ■   und      t,    : 

-==(—<•■)■«,    Summe  derselben;  — ;=i( -r  I  «-(*«>*«; 
V«  VwV«/ 


man   dieselbe  gleich   durch  m    dividirt,    also   das   arithmetische 
Mittel  nimmt: 

Nun  ist 

Cxe-'^dx  =  — ^e-'«, 
also 

C'a^e-^^x  =  g-  /""«-«»aar  =  j  Vli ; 
also  ist  endlich  der  wahradieiDitchete  Wertb  von  x': 

'i\n L 
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S.   15. 

V{^T  haben  in  $.  0.  gesehen,  dasa  die  Wahrscheinlichkeit  des 
gleichzeitigen  Bestehens  det  Fehler  t|,  v^,....  {§.  11.)  ist 

worin  c  eine Koqstante  ist  DieseFehler  entsprechen  denWerthen 
^0  +  ^^.    Sfo+'rfy.    'o+-rfs 

Daratu  folgt,    das«  die  Wahrschelnllchiiett,  die  Weiihe  j^x,  Jy, 
d*,...  seien  die  wahren  Veibesserungen  von  So,  go,  io,—-    iai: 


k  ffr  ^J^e~^'^dJxSJ!/SJth„.  =  I . 

Führt  man  für  St  den  in  J.  13.  gegebenen  Werth  ein,  so  hat 
man  das  vielfache  Integral  zuerst  unizurnrmen  tüi  die  neuen  Ver- 

Snderlichen    ipj,    <p^,    tp^, Da  diese  letzteren  durch  lineare 

Funktionen  von  Jx,  Jy,  A%,....  gegeben  sind,  so  wird 

tvo  c  eine  Konstante  ist    Paraua  folgt,  dass  die  fraj^iche  Wahr- 
acheinlicblceit  ist: 

(3S) 


fSf: 


.  «-»»(*.*■.•+*.»••+*.»  .«+-»3^3^1^8,1, .. 


wo  f  bestimmt  ist  dnrch 
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Die  GrSaae  (3S)  drQckt  also  die  Wahrscheinlichkeit  acua  >  dsw 
willkfihrlich  eewShIte,  aber  bestimmte  Wertbe  von  T),  V^iVii  •— 
die  n-abren  Warthe  dieser  Grüssen  seien.  Will  tnaD  die  Wahr- 
scheinlichkeit haben  >  dass  der  bestimmte  Werth  ^i  der  wahre 
Werth  dieser  Grüsse  sei,  was  auch  vs'  9^<>—  eeien,  so  niiiBH 
man  (35)  integriren  nach  fp^,  (pg...  zwtschea.denGranzen  — ooond 
-t-ix.    Also  ist  diese  Wahrscb ei □  lieh keit : 

*e-*'(»^'+*.i^-+--)e5^a^ .... 


•••^fp 


if^rr.*"  «-»'».».•+'.».■+■ 1 81489),... 

Intagrirt  man  aber  In  der  Gleichung  (36)  zuerst  nach  ip^,  tp^, 
Bo  ergiebt  eich 

*■*"  r  v»>.».'8», = *■*• .  y^. 


*v*r 


V« 

also  ist  endlich  die  Wahrschetülichkieit  vo 


und  mithin  (§.  14.)  dei  wabrschnnlicbtte  Wertb.  Too  ipi^ :  ^SfS£^r 
Eben   so   erhSit  maii  für  die  ^ahrScheiDlichsfen  Wertbe  TOii  tp^, 

"■  ,      ■       1  I      ■       .        ■     ■" 

also  endlich  den  wahrscbeinlichsteD  Wertii  von  A: 


2*«  *'2P+,  W  +  '-TH"«' 
trenn  n  die  Ansahl  der  GrSssen  j:,si  t', IsT.    Nan'lBt  - 

Theil  XTIU.  IS 
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•■=[»..•]+«.•.  •=^^'       m 


wodurch  mm  endliGfa  definitiv  der  W«rth  de*  nlttlero  Fehlers 
bestiiDiDt  iat.  [ßno*]  hat  hier  die  in  §.  13.  festgestellte  Bedeaton^, 
m  ist  die  Anzahl  der  GnindeleicIiuiiKen  (9)  in  j.  6-,  und  n  Ist  die 
Ansahl  der  durch  die  FormeTn  des  §.  18.  zu  bestimmeaden  GrSa- 
sen  X,  y,  X, ,  inaorem  als  diese  Grüssen  trirldich  von  einan- 
der unabliSngig  sind,  so  dasa,  wenn  z.  B.  zwiscfaenden  n  Unbekannten 
X,  w,  X,.,..  noch  r  Bedingnngagleichnngen  best&nden,  aliio  ii^ 
Wurseit  nur  n — r  Unbekannte  vorhanden  wXren,  auch  n  — r  an 
die  SteUe  von  n  in  (37)  träte. 


Selen  v>i,  Wg,  toj ,  to_   die  n-ahren  Wnthe  unbekannter 

Grossen;  C),  ^,  «(,._.£«  ihre  durch  Beobachtungen  gegeheeen 
Wertbe  mit  den  Gewichten  ffi,g%,-—g»,  beEOfteft  auf  eine  be- 
stimmte Einheit-  Aigenommen  ferner,  die  Grüsaen  tct,«^,.— wn 
mfissen  den  BedinguDgagteichaogcn 


''i(«'i.«Oi. )=0.\ 

#■,(«,.•,,  ..-.)=0,(  (38) 


genflgen,  die  xur  AbkOrznng  mit  Fi,  F^,....  bexeichnet  werden 
mOcen.  Es  Ist  keineswegs  erforderlich  und  wird  im  Allf^emetnen 
ain»  nicht  der  Fall  sein,  dasa 'Ton  den  tileichungen  ^)  jede  alle 
GiSsseo  «B  enthalte.  Setzen  wir  endlich  noch  voraus,  dass  die 
Differenzen  v—e  sehr  klein  seien,  was  man  wohl  immer  anneh- 
men dflrfen  wird,  da  wir  annehmen,  die  Beobachtungen  seien  so 
genan  als  mOglich,  und  sollen  nun  so  ausgeglichen  werden, 
dass  die  Bedingungsgleichnngen  (38)  erfOUt  sind: 

Sei  ann 

so  »fiasen  dies«  Wertbe  den  deicbungen  (3S)  genfigen. 
BM^ehoan  wir  nun  die  Grossen  i 
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Ott  w^e  durcb  fff  Ai,  a^.i..^; 
nir  to^e  durch  r,,  6,,  Ag,....;. 


>  flfhfilt  mao  au|>  (38)  folgeDde  ItDeare  Gleichung«!): 
»1  +  o,jf,  +a^xt  +  ot^t  +  —  =  0,1 


(W) 


Da  ^Ci,  x^,  Xa, xm   die  Fehler  der  Beobachtungen  für  die 

Grüssen  e,  d.  h.  inr  die  durch  Beobachtung  als  wahracheinlichste 
Wertbe  der  GrOssen  w  gefundenen  Werthe  sind,  so  fnigt  daraus, 
dass  (§.  6.)  die  Summe  Eff^']  ein  Minimum  sein  mass.  Mfui 
hat  also: 

9iXtdxi-i-ffta^Sxi-i-giX,Sxa+...+g«x«dxm  =0.  (40) 

BestSnde  nun  keine  Bedingnogsgleichang  zwischen  den  Grössen 
Xi,  x^,...,  80  folgt  hieraus 

Xi  =r;rg= =....=«■>  i=:0 , 

nie  begreiflich.    Aber  die  Bediiigon|;8gleichungeD  (39)  gebeo: 

«iSjfi  +  «t^3i+  —  +  Um^Xm  =  Ojl 

6t3*i  +  ÄtSa^a  + ....  +  bmdxm  —  O.i 
CfSxi  -t-  e^xt  +....  +  CmSxm  =0,( 


(41) 


(worin  fiSglich  manche  der  Koeffizienten  Null  sein  künnen).  Hulti- 
pliziren  wir  nun  die  Gleiohungen  (41)  mit  noch  tintiestimmten 
KoeÖizienlen  ki,  /f^,...,ir,  tvo  f  ^e  Anzahl  der  Bedinguogs- 
{^Bieh,iingen  (38)  ist,  und  sind  ßi,  ß%,  ßf....   die  Wertbe  von 


SFr        SFr       SFr 

Süi'    5»»'   St^" 


för  «=c; 


so  wird  man   die  so    mnltiplizirten  GleicfanngGD^Eo  (40)  addiren 

nnd    dann   den  Koeffizienten  von    Sz| ,  Sxt, Sxm  Null    setsen 

Dadurch  erhält  man 
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Ä*«  +  *^i  +*•*!+  ".  +?a*r  =0,( 

( •  (<2) 

Kennt  man  die  Grüsa«n  k,  so  geben  diese  Gleichungen  dieGrDs- 
Ben  X.  Um  die  fe  zu  bestimmen,  weaden  wir  die  GleichSngen 
(39>  an.  Man  ziehe  nfiinlich  aus  (42)  die  Werthe  der  GrOssen  x, 
und  setze  sie  in  (39),  so  erhSIt  man,  wenn  man  zur  Ahbflrznng 
Htzt: 

9t        9t  9-        La!  J 

9i  9%  9'        1-9 -i' 


folgende  Gleichungen: 


(«) 


die  nnn  sur  BestimmuDK  der  GrSssen  t  gerade  hinreicbeD.  Aus 
(42)  folgen  dann  die  Werthe  der  tiTfissqn  x,  also  endKch  die 
ausgeglichenen  Werthe  von  tci,  tc^,.-- 

Was  die  Summe  fff^r']  anbelangt,  so  ist  sie  sehr  Idcht  zu 
bestimmen.  Die  Gleicnungen  (42)  geben  n£rollcfa,  wenn  man  dit 
erste  mit  .T|,  die  zweite  mit  x^,-^.  rooltiplizirt,  sie  addlrt  und  die 
Gleichungen  (3H)  beachtet: 

1.9a:>J=ii,Ä,+»^,+....+ffr*r=[fiA].  (44) 
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5. 17.  • 

Es  ist  klar,  dass  die  uns  [m  Augenblicke  bescbSftigende  Aul- 
gabe ftn^eaehen  werden  kann,  als  bStt«  man  blnsa  m — r  Grrissen 
attfl  m  Beobachtungen  xu  beatimmen,  iveil  verniDge  der  r  Glei- 
chungen (3S)  nur  m — t  Grilsüen  nnabhing'tg  bleibe».  Daraus  folgt 
(}■  15.),  dass  dei  mittlere  Fehler  s  einer  Beobachtung  vom  Ge- 
wichte I  ist: 


.=ffe3=YrM.      («, 


Der  irahrschelnlicbe  Fehler  R  dieser  nämlichen  Beobachtung  ist 
tfVT,  also  der  wahrscheinliche  F^ier  rioer  Beobachtung  vom 
Gewichte  gi  -j=. .    (8.  9.). 

Gesetzt  nun,  man  solle  eine  Grösse  u  ans  den  Beobachtun- 
gen berechnen.  Es  ist  klar,  dass  man  zu  derselben  auf  verschie- 
denen Wegen  wird  gelangen  können,  je  nachdem  man  eine  Verbin- 
dung der  Werthe  ty,  e%,....  anwendet.  Einer  dieser  Wege  wird, 
da  die  Grössen  e  nicht  genau  sind,  der  vortheilhafteste  von  allen 
sein.  Sei  die  Verbindung  der  beobachteten  (noch  nicht  aus- 
geglichenen) Werthe  e,  weiche  die  vortheilhafteste  von  alte»  ist, 
bezeichnet  durch 

tt=t(ci,Pj,-..).  (46) 

wührend  eine  andere  durch 

a=9.(e,,  «a )  (47) 

bezeichnet  werden  mag.     Nnn  sind  die  wahrscheinlichen  Fehler 
der  (irössen  tx,  tx'  —  *  (^^  ">'^  Gewichte  ^,,  g^,...  sind)  gleich 


V>i  '    Vä  ■ 


also  ist  nach  6.  8.  der  wahrscheinliche  Fehler  von  u, 
Verbindung  (46)  angewendet  wird : 


«N^m- 
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Der  wshracfadallche  Fehler  voa  m,   wenn  (47)  angewendet  wird, 
ist 


«fm- 


.  _d<p  .  _dip 

Nun  ist  klar,  doss,  wenn  man  statt  der  Grüssen  e  die  watireo 
Wertbe  lo  setzen  vrflide,  offenbar  . 

9(w,,  K.a,...J=t(w,,  wa )  (50) 

sein  nfOsste,  da  es  alsdann  offenbar  gleichgültle  ist,  anrirelchem 
Wege  N  erfcatten  wird  -—  immer  mne«  dasselbe  Resultat  zum 
Vorschein  kommen.  Nicht  eo  ist  es  freiliuh,  ivenn  für  die  w 
bloss  ihre  durch  Beobachtung  gefundenen  ivahracheinlicbeten 
Wertbe  e  gesetzt  werden. 

Aus  der  Gleichuug  (SO)  ergiebt  sich  aber,  dass  die  Differens 

verschwinden  muss,  wenn  ao  die  Stelle  der  e  die  w  treten.  Ueber. 
die  10  selbst  steht  uns  gar  keine  Entscheidung  zu  Gebot,  wir 
müssen  die  e-i-x  (S-16.)  statt  derselben  annehmen,  da  diese  letz- 
teren Grüsaen  ohnehin  auch  den  Bedingungsgleichun<;eh  (38)  (resp. 
(39))  geniigen.  Die  Differenz  (51)  musa  also  verschwinden,  wena 
an  die  Stelle  der  e  die  e-t-x  treten.  Dies«  ist  der  Fall,  wenn 
diese  Differenz  die  Form 

«,F,+«,F,+  ...  +  «,*V  (52) 

bat,  worin  a|^,...ar  noch  snbestimmte  Koeffizienten  sind,  nod  io 
den  GrSssea  F  »tatt  der  w  die  e  gesetzt  sind.  Die  Wertho  der 
Grüssen  F  sind  also  sehr  klein.  Es  ist  klar,  dass  es  noch  un- 
zXblig  viele  Formen,  ausser  (62),  gebea  wird,  die  derselben  Be- 
dingung genügen.    Ist 

«'(Fl,  Fa F,) 

eine  solclie,  und  bemerkt  man,  dass  die  Werthe  von  F|,...Fr  sehr 
klein  sind,  so  wird  sich  diese  Grüsse,  nach  dem  TaylorVchen  Satze, 
offenbar  unter  die  lineare  Form  (62)  stellen  lassen,  da  sie  ver- 
schwinden muss,  wenn 

Fi  =  0, ....    F,=0. 

Also  Mt  die  Form  (52)  allgemein.  Daraus  folgt  nun,  dass  die 
vortheilhafteste  Verbindvng  der  GrOssen  e,  um  u  zu  erbidten, 
aus  der  bestimmten  (4^  erhalten  wird  unter  der  Form: 
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*(«!,  e»...-)=^9(*i.  «ir-O  +  f^FlC«!.  «■,...)+■**"■('%.  -*..-)  +  " 

Oaniu  folgt,    wenn  die  GrSMen  a,  b,  e dieMlIw  Bedautiug 

haben   ffie  in  j.  16.: 

ii  =  ^ +«,«,+ 1^1  +  c^c, +...  + «rrjS,  ,j 

Da  aber  (53)  di»  vortbeilhaneste  Verbindnos  dantellt,  ■« 
maHi  der  ihr  zugebfirigs  wabrachein liebe  Febl«  (43)  ein  Minimum 

sein,  d.  h.  «1,  a^,...,  «r  sind  «o  beschaffen,  dass  I  "T"  I  ^io  Hi- 

nimmn  iat    Man  hat  also 

^m=<m=» fem=»> 

ib. 

iroiaiis,  trnui  man  (M)  beachtet,  folgt: 

woraus  nen  die  et  bestimmt  werden.  Dann«  erhsft  man  die  L 
Termittel8t(S4^,  tmd  dann  den  wahrscheinlichen  Feblerdei  rortheU- 
haftesten  Verbindang  der  Grossen  e  Termittelst  (48). 

Wh'  bahea  kereita  oben  henerbl,   das« 
Busammeofallen  mfiasen,    wenn  man  statt  e  seist  c-f  >.     Nun  ist 
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kIm,'  da    *     '  ' 

— ((^B,  +  6»ff,  +  (v^  + ....  ^  ^«fr)x, 

weon  man  die  Glelchungea  (39)  beachtet.  Es  folgt  dies«  flbrigens 
aQcb  anmittclhar  aus  (53),  da 


JVK'  '« )=«i>    «■  »•  w. 

H&tte  tum  statt  der  beobacbteten  Werihe  e  die  aiisgeglicbe- 
nen  e-i-W,  die  trir  als  die  wahren  anzunehmen  gezTruneen  sind, 
angewendet,  so  wäre  es  ganz  gleichgültig  gewesen  ,  welcben  Weg 
man  zur  Bestimmung  von  u  eingeacUagen  bitte.  HUte  mao  ^ae 
den  bestimmten  (47)  gewllhlt,  so  wtbe  f 

a=?i(e,+Ä,,  e8+«3,...)=v(c,,  e„~.)+4*l  +  ';ai+•^•    (57) 

Nan   erhSIt  tnan   aus  OH),    wenn    man  die    erste  mit    — >   die 

zweite  mit  ^>— •  multiplizirt  und  addirt: 

[^H[|!]*.+w*.+-[f]*,=.. 

uod  wenn  mao  bier  ans  fJSS)  die  Wectfa«  von  |  ~  l*  I  '^  |>  »•■' 
einsetzt: 

+s[fi*.+ii]*.+-+[n''i"- 
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Danas  Folgt  dud,  nnter  Beacbtni^  d«r  Gläckongm  (43): 

t\.  h.  di«  Fonnel  (57)  siebt  deiuelbeD  Werth,  trie  (56).  Nftben- 
bei  folgt  daraus,  d.isa  p^]=0  ist,  so  daas  di«  voitheilhaßeste 
Verbindang  der  e  ho  bescbalfen  ist,  dass  sie  deaselben  Werth 
(Bt  u  giebl,  ala  wenn  man  statt  der  e  die  e^x  angawendel 
LStte. 

Man  achliesst  aus  diesen  Entmclcelungen ,  dass,  wenn  man 
eine  GrSsse  u  berechnen  soll,  und  man  dazu  irgend  einen  Weg 
einschligt,  dieser  gleichgtlllig  ist,  vorausgesetzt,  dasH  man  die 
ausgeglichenen  Beobachtungen  m-\-x  anwende.  Das  so  erhaltene 
Resultat  ßllt  susammen  mit  dem,  das  man  erhalten  hitte,  wenn 
man  die  vortbeilhafteste  Verbindung  der  beobachteten  GrOssen  b 
augeirendet  hStte. 

Der  wahrscheinliche  Fehler  daa  so  erhaltenen  Resultats 
ist  (48): 


"sm 


Damit  ist  nun  die  Theorie  der  AusgleicboDg   der   Beobach- 
tungsfehler  geschlossen. 


Bemerkung  des  Herausgebers. 

In  diesem  Aufsätze  haben  in  den  Potenz -Exponenten  ronde 
Klammern  ()  gesetzt  werden  messen,  wo  eisentlrch  eckige  [] 
zu  setzen  gewesen  wSren,  weil  in  der  DrncRerel  solche  eckige 
Klammern  augenblicklich  nicht  Inder  erTorderlichen  Kleinheit  vor- 
handen waren,  und  der  Abdruck  der  obigen  lehrreichen  Abhand- 
lung nicht  autgehalten  werden  sollte.  Es  wird  aber  dies,  nach- 
dem  es  hier  besonders  bemerkt  worden  bt,  Undeutlichkeit  hof- 
fentllcfa  nicht  herrorhringeo. 
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Die  AuflSsoDg  algrebralscber  Cdel- 
chtmiren. 

Herrn  August  Weiler, 

GyniaMlallahnunU-  Candidatcn. 
(Daniiatailt,) 


1.  Wen»  mehrere  GrvsBen  in  einer  AbhSa^keit  zu  einan- 
der stehen,  nach  welcher  der  einen  bestimmte  Wertfae  entspre- 
cheu,  DBchdem  man  jeder  andern  einen  aolchen  beige  lest  bat, 
und  wenn  es  darauf  ankommt,  jene  erstem  Werthe  hertmateD, 
ao  niuss  vor  Allem  die  zwischen  den  GrCsaen  bestehende  Ab- 
hängiglceit  in  algeliraiecher  Form  dargestellt  sein.  Nachdem  sie 
in  einer  Gleichung  ausgedrückt  worden ,  worin  die  fragliche  Grüsse 
mit  dei)  andern  durch  Addition.  SubIraLtion,  Mulliplikation ,  Di- 
vtKioDj  Potenzirung,  Wurzelauexieheo  u.  s- w.  verbunden  erscheint, 
stellt  sich  die  Algebra  die  Aufeabe,  einen  Ausdruck  za  bestim- 
men, welcher  an  die  Stelle  der  Unbekaiinten  eingesetzt,  der  tilei' 
chuDg  identisch  genSgt;  oder  dieselbe  dergestalt  umzuformen, 
dasa  die  unbekannte  Grüsse  unmittelbar  als  Zahl  hervorgeht,  in- 
dem sie  in  einfachster  Gestalt  ohne  irgend  eine  Verbindung  mit 
andern  Grossen  die  eine  Seite  der  Gleichung  einnimmt,  während 
auf  der  anderen  Seite  nur  Gegebenes  vorkommt.  —  Die  Algebra 
umfasst  hiernach  ein  BUBserard  entlich  weites  Feld.  Allein  man 
sieht  sich  genDthigt,  dasselbe  iu  verbal  In  issmSssig  enge  Gränzea 
etnzuschlieeseti ,  weil  nur  in  deren  Bereiche  die  erwfihnte  Absicht 
mit  lohnendem  Erfolge  erreicht  wird.  Man  betrachtet  nfimlich 
nur  diejenigen  Gleichungen,  die  aus  mehren  Gliedern  bestehen, 
deren  jedes  durch  eine  ganzzahlige  Potenz  der  Unbekannten  ge- 
bildet ist.  Doch  auch  diese  Gleichungen  kSnnen  bis  jetzt  in  ihrer 
Allgemeinheit  noch  nicht  betrachtet  werden;   der  Erfolg  zieht  die 
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Grimzm  noch  eniter 'uMammto^lm  Walt-eoieii  wllttch  v«i*iM^n, 
•inen  roDulicbst  vqtlsUlndig«B  debeihlicK  üjier  diese  UuteMuebuD- 
een  zu  geben ,  insoireit  solcbe  bei  Bennlsun);  der  algobiVisc^ii, 
Hwarith mischen  nn<t  triemioinetTischen  Funktionen  zu  eioem  Ke- 
sullate  ffibren.  Zufcleion  will  ich  mich  bemühen,  das 9  aus  der 
Aufeinanderfnl^e  und  Da reteilungs weise  des  Ge^enatandes  erkannt 
werde,  wie  die  benutzten  HOlfsiiiittel  nichts  weiler  aJui'decJwn  ki>n- 
neu,  damit  vorliegende  Abhandlung  den  Eindruck  eines  in  sich 
abgescblosseneo  Ganzen  I»  deia  Leser  zuTficklasse. 

2.  Zaerat  aber  mae  Einiges  Ober  die  sogenannten  imaginl- 
ren  Grüsaen  vorausgeachickt  werden.  Es  kann  nicht  gelSugnet 
werden ,  dass  aus  der  Ahhfingigkeit  Aschen  'mehreren  GrOssen 
unter  UmatSnden  fiir  die  eine  Grdsse  kein  Werth  hervorgeht, 
sobald  man  den  andere»  gewisse  Wertfae  beigelegt  hat.  Wenn 
z.  B.  nach  derjenigen  Grüsse  gefragt  wiid,  welche  mit  sieb  seihst 
multiplizirt  werden  muss,  damit  a  antatebe,  «o  sind  ivir  gewiss, 
dass  keine  Grüsse  der  Art  gefunden  wird ,  sobald  man  sich  unter 
a  einen  negativen  Wertb  denkt.  Denn  es  gieht  keine  Zahl,  de- 
ren Quadrat  negativ  ist.  Wenn  es  nun  aber  gelingt,  auH  der 
Gleichung)  welche  eine  solche  AbbSogigkeit  vorstellt,  die  frag- 
liche Grüsse  zd  entwickeln,  so  gilt  der  Befundene  Ausdruck  auch 
unter  den  TorerwühnteaBedliH^ungeB.  Dieser  stellt  dann  aber, 
weil  in  der  Tbat  ksia  wirklicher  WerUi  .m Jülich  ist,  etwas  UIh 
mSgiicbes  oder  loiagiuSres  vor.  Die  Allgemeiobeit  der  algebrai* 
sehen  Entwickelungen  fuhrt  demnach  nothivendig  auf  imaginSre; 
Grijssen,  von  welchen  sich  die  bis  dahin  vorkonunenden  mittels 
des    unmSglicbea   V — 1  darstellen  lassen. 

Demnach  künnte  ims  die  algebraische  Form  eines  solchen 
Werlhes  darehatis  gleichgaitig  nein,  wenn  dieser  stets  nar  In 
naekter  Form  verlangt  wdrde,  well  ein  imaginfirer  Werth  An  und 
ftlr  sich  keine  Bedeutung  hat  Allein  gar  eft  wird  ein  solcher  In 
weitere  Rechnungen  eingaTübrt,  in  deren  Verlaufe  das  Imaginlre 
wieder  austallt ,  so  dass  dem  letzten  Resultate  eine  wirkliebe  oder 
reelle  Bedeutung  zukoiamt,  während  einzelne  Tbeile  der  Rechnung 
nnler  imaginHrer  Form  erschei«8n.  Aus  diesem  Gesichtspunkte 
betrachtet  sind  die  imaginären  AusdrQcko  nicht  allein  braucbbai), 
sondern  sie  sind  der  Allgemeinheit  algebraischer  Enttvickelungen 
unentbehrlich,  indem  mit  ihrer  HQlJe  verschieriene  Resultate, 
welche  in  einem  natürlichen  Zusammenhange  iitehen,  auf  einem 
gemeinsamen  Wege  erhalten  wM-den;  während  jedes  einzelne 
dieser  Resultate,  nenn  in  der  Rechnung  das  Imaginäre  vermie- 
den werden  sollte,  auf  einem  besonderen,  oftmals  mühseligeren 
Wege  hergeholt  werden  tnüaste,  zwischen  denen  feeine  andere 
Verbindung  aufgefunden  werden  kann. 

3.  Wenn  eine  Gleichung  eine  reelle  AbhSngigkeit  zwischee 
verschiedenen  Grüssen  aasdrückt«  obschon  Imaginäres  in  dersel- 
ben seine  Stelle  findet,  so  muss  durch  die  gebürigen  Reduktionen 
das  Imaginäre  wegfallen.  Diese  Reduktionen  sind  keinen  Schwie- 
rigkeiten unterworfen,  nnd  man  erkennt  deshalb  leicht,  ob  sich 
das  ImaginSre  in  einem  vorliegenden  Ausdrucke  aufhebt.  Wenn 
V^^   als  Faktor  verschiedener  Glieder  erscheint,    so  wird  man 
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«s  «Is  g«B«iMaineD  YiJukor  anMi4i«tdeii ;  md  das  Inugiaür«  wird 
nur  dann  «rechwinden ,  nenn  der  Fakt«  von  V"^  sich  auf  Null 
xurOckfllhrt. 

x=Ä«+(6+cV^l)(4— cV^), 
auf  diese  Weise  verlfndert,  waodelf  sich  am  in 


Eben  so  geht 

«=  log(o+6  V^— 1)  +  Iog{Ä— frV^I) 
«der 

x=log[(a+6V=J)(«- 4V"-=T)] 


a!=log(ii'  — Ä"). 

WeoD  V  — 1  ab  Exponent  mebrer  Glieder  eines  Ansdrucics 
oder  in  sonat  einer  andern  Zusammeiistellung  vorkommt,  vrelche 
in  ihrer  vorliegenden  Form  nicht  gestattet,  den  geroeiosamen 
Faktor  V-— 1  auszuscheiden,  su  mfisste  man  die  betreffenden 
Funktionen  in  Reihen  entwickeln,  so  dase  V^ — 1  nur  als  Faktor 
verschiedener  Glieder  dieser  Reihen  außritt;  und  die  Gleichung 
wird  dann  in  der  That  eine  reelle  Abhängigkeit  ausdrücken ,  wenn 
sich  wie  vorher  die  Gesauimtheit  der  Cnetfizienten  vnn  V^— 1  auf 
Null  zurOckfCihrt.  AHeia  man  wird  ein' weit  vortheilhafleres  Ver 
fahren  einscblageo,  wenn  man  bemerkt,  dass  die  nach  deiu  Ver- 
schwinden von  V — 1  zurückbleibenden  Reiben  auf  andere  ver- 
wandte Funktionen  zurOckrühren ,  für  welche  wir  uns  in  der  Al- 
gebra kürzerer  Zeichen  bedienen.  FQr  die  losarith mischen  und 
tr^onometrischen  Funktionen  lastscn  sich  alle  hierher  gehörigen 
Bcduklionen  aus  den  nachfolgenden  einfacheren  herleiten. 


Es  ist 


^^3T  + 2.3.4.8  ^      '     •"" 

> -T  + 1074— +  ^J'- o  + -ijys--)^^ 

^coey-f  V^ — ißiny. 
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Mu  bat  also  die  Bmithötig 

eW^=co8j'  +  V^«iij',     ......    1. 

nod  durch  Vertauscbeo  von  f  gegen  — /  e'ioe  andere 

welche  beide»   GlekfannKen  alle    vorher   erwKhntea  Reduktionen 
in  Nch  eiDschliessen.    So  gebt  die  Gleichung 

mit  deren  Hülfe  über  in 

'icouit^iy, 

da  hier  at  die  Stelle  von  f  vertritt. 

Beide  Beziehnngen  laasen  eich   in  einer  andern  fär  den  Ge- 
brauch oft  Tortheilhaftereo  Form  darstellen.    Man  hat  nSmIicb: 

„_^V=l=VyH»..-^""'»'',  ...2-. 

welche  mit  den  vorigen  identisch  sind.    Denn  netzt  man 

j3 
arctg^^y, 

wiat 

Die  Gleichung 

%.  B.  geht  wogen  der  letztem  Beziehnngen  Über  In 


y=ilglofai. 
Dien   Resultat    trird   erhalten,    wenn  man   «  mit  t,  jS.nut  .9  ver- 
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Unscht,  sodanii  io  f.  beideraeits  den  Exponenten  — ^^=,  in  2'. 

den    Exponenten        . r  giebt,    und  so  beide  Gleichungen  mit 

einander  mnltiplizitt. 

4.  Wenn  die-  Unbekannte  i  In  einer  Gleichung  auf  dem 
ersten  Grade  vorkommt,  wenn  sich  also  die  Gleichung  auf  die 
Form  Z'{-ai=ß  bringen  ISMt,  so  giebt  cie  der  Unbekannten  den 
Werth  I  =  —  1.  Mao  nennt  eine  solche  GleichuDg  eine  Gld^ung 
des  ersten  Grades.  Allgemein  spricht  man  von  einer  Gleichung 
des  nten  Grades,  werm  n  die  hüchete  Potens,  aufweiche  die 
Unbekannte  z  erhoben  vorkommt,  nachdem  alle  negativen  Poten- 
zen aus  der  Gleichung  entfernt  tvorden  sind.  Sie  kann  dai^cntellt 
werden  unter  der  Form : 

.  Fflhren  wir  das  Produkt 

■(»-«)(•-«  (a-I')".=0  

aus,  das  aus  n  Faktoren  heslehen  soll,  eo  erhalten  wir  die 
Gleichung  ; 

in  deren  letztem  Gliede  das  Zeichen  ±  gilt.'jenachdem  n  gerade 
oder  ungerade  ist.  Die  Vergleicbting  zeigt  die  Identität  dieses 
Resultates  mit  der  oben  angeftlhrten  Gleichung  des  ntän  Grades, 
wenn  man  folgende  n  Beziehungen  bestehen  lässt; 


Das  Bestehen  dieser  n  Beziehungen  ist  aber  immer  milglich,  weil 
darin  die  r  unbestimmten  Grössen  a,  ß,  y...  vorkommen;  und 
man  kann  demnach  die  allgemeinste  Gleicbufig  des  nten  Grades 
als  das  Produkt  von  n  Faktoren  i — a,  t  —  ß...  ansehen.  Die  n 
Grössen  a,  ß,  y-"  sind  zugleich  die  gesuchten  Werthe,  welche 
der  Gleichung  genügen ;  denn  vertauscht  man  i  mit  irgend  einer 
unter  ihnen,  so  geht  einer  jener  Faktoren  in  Null  Ober,  und  der 
durch  die  Multiplikation  aller  Faktoren  entstehenden  Gleichung 
wird  Identisch  genQgt.    Eine   Gleichung 

giebt  also  n  im  Allgemeinen  unter  sich  verschiedene  Werthe  :, 
welcbe  «an  die  n  Wurseln  der  Gleichung  nennt,  und  wekhe  be- 
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kannt  lind,  Mhdd  flun  die  Gl«l<<iin«  ia  du  Produkt  wa  nftk- 
toren  aofgelSst  hat 

Die  eben  geAbrte  Betradi tu i^s weise  giebt  niM  einen  klaren 
AnbchlusB  fiber  die  Zahl  der  Wurzeln  einer  Gleicboug,  und  Aber 
die  Art  des  Vorkominens  derselben.  Sie  gestattet  uns  aaslier- 
dein,  mancbertei  Schl0ese  zu  ziebeu  in  Bezug  auf  die  Bescbaffen- 
hett  der  Wurzeln.  So  t.  B.  schliesaeu  wir ,  dass  imaginftre  Wur- 
zeln nnr  paarweise  TW^nm^en,  kSnnen,  and  zwar  nur  unter  der 
Gestalt  o±flV  —  1,  sobald  die  Glieder  a,,  og,  03....  der  entapre- 
cbenden  Gleichnns  alle  reell  sind.  Denn  nur  nute  diesei  Fortn 
der  imaginSren  Wurzelo  giebt  das  Produkt 

den  verschiedenen  Potenzen  von  i  reelle  Faktoren.  Die  AqsfOh- 
mng  giebt  nSmIicb 

Wenn  alle  Wurzeln  einer  Gleichung  bekannf  sind,  so  kann  sie 
hiemach  stets  in  das  Produkt  von  m  Faktoreo  des  ersten  und 
zweiten  Grades  in  Bezug  auch  i  aurgelSsl  werden,  in  denen  kein 
imaginäres  Glied  rorltomrat,  indem  man  das  Produkt  je  zweier 
sogenannten  konjugirten  WurzelTaktoren 

i_«_jjV^  und  i-Ä+jJV^ 

Buftthrt 

Allein,  uro  die  Wurzelwerthe  selbst  zn  erhalten,  dazu  erscbeint 
uns  diese  Betrachtungsweise  verbfiltuissrnKasig  weniger  brauchbar. 
Denn  wollten  wir  in  dieser  Absiebt  die  oben  gegebenen  rt  Bezte* 
hsDgen  benutzen,  und  daraus  eine  andere  herleiten,  in  der  nnr 
rine  der  Uobekannlen  a,  ß,  f,-.  rorkomrot,  so  nitlaste  man  auf  die 
Gleichung  des  nten  Grades  zurückkommen,  weil  die  Unbekann- 
ten symmetrisch  vorkommen,  und  jede  Beziehung,  welche  man 
als  f&r  die  eine  geltend  herleitet,  ebenso  fdr  die  andere  besteht 
Wir  mfissen  vielmehr  zn  mancbeHei  Mitteln  unsere  Zuflucht  neb- 
men,  nm  niOglid»t  efafhc^  und  bes^innt  das  Ziel  xu  erreichen. 

S.    Die  uichptei^achfl  Gleichuifg  ist 

i"+oit+fl,=0. 

Vertauschen  wir  darin  i-f-Tr  gftgen  g,  »o  verwandelt  sie 
sich  in 
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wai  tndeu  wir  beiderv^bi  die  WarsKl  ansrieben ,  enUleht 
nnd  daraus 

Auf  dieselbe  Weis*  litsen  wir  iKe  allgemeinere  Gleicbnng 

•■  +  .,--'+5'°iVH<^=i^'^=-  +  ..+...=0. 

Deon  durch  Vertanscfaen  von  iH — •  {liegen  y  *erwandelt  sieb  die- 
eelbe  in 

»■=©-". 

Um  aber  die  n  "Wurzeln  dieser  Gleichung  zn  erfiallen,  bietet  a!ch 
folgendermassen  eine  Beziehung  dar.    Vertaascbt  man' in' 

(+rt'^=:co8j'±V— Isiny 

die  GrSsae  y  mit  ny,  >o  hat  nlan 

E±"r*C3  =3  cosR/  :t  V^^  sinn}' . 

Erhebt  man  in  der  erstem  Gleichung  buderseits  zur  nten  P«teas, 
le  entsteht  eine  andere  Form: 

f+"T*^Z3={cosy±V"^8lny)"  . 

Han  zieht  daraua  die  envähnte  Beziehung 

(cosjri  V— lainj')»  =  oosnj  ±  V^ — lsina]>. 

Die  eUge  Gleichung    Ifiast  sich  aber  aacli  anschreiben  unter  den 
Fennen 

y  -  (( j)"~  "»)  (c»»3i« + V^=lsin2iV) 
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and 


^  =  (<i,-  (J)')  (coa(2i+I)n+V-l«m(2J+ 1)«), 


jefflachdem   (~)  — ^a  positiv  oder  negativ  iat,  wenn  wir  ans  unter 

{  eine  gaoxe  Zahl  denken.  Daraus  gehen  nun  unmittelbar  die 
Wurzeln 

oder 

herrnr.  Denn  erhebt  man  in  diesen  Beziehungen  beiderseits  zur 
Rten  Potenz,  so  kehren  die  voiigen  Gleichungen  zurück. 

Statt  t*  netzt  man  nach  und  nach  die  Zahlen  1,  2,  3...i  ein, 
wodurch  jedesmal  ein  anderer  Wurzelirerth  hervorgeruTeo  nird. 
LBsst  man  den  Zahlenwerth  i  nnch  weiter  anwachsen,  so  kehren 
die  Wurzelwerthe  in  der  nümlichen  Ordnung  wieder,  und  diesje< 
desmal,  so  oft  t  um  n  Einheiten  zugenommeo   bat. 

Im  Allgemeine)!  bedeutet  Vö^  n  verschiedene  Wertbe,  nSm- 
lich  die  n  Wurzeln  der  GleichuD;^  i'  =  tfl.  Allein  in  den  obigen 
AnsdrQcken  wird  dte«e  Bedeutung  (iberflussig ;  wir  denken  uns 
darunter  den  einen  positiven  reellen  Wiirzeltverth. 

Indem  wir  erwögen,  dass 

cosy  =  coB(2)r— ;<) ,     Bin]':= — sin(2ir — j"), 

lassen  sich  die  beiden  Würze lansdrQcke  für  y,  weil  unter  den  n 
verschiedenen  vorkommenden  Winkeln  je  zwei  in  der  erwähnten 
Beziehung  zu  einander  stehen,  auch  unter  folgender  Gestalt  an- 
schreiben : 


,^f^yZ.(.os^iV-,.i-^) 


D.,.„ct,GoogIc 


202 

worin  man  statt  i  nacli  ond  nach  die  Wertbe   1|  2>  3....ä'     oder 


Die  Faktoten  de*  ztreilen  Grades,  in  wslcfa«  aieh  dia  Glei- 
cbnng  y"=a  zerlegeD  läost,   sind  demnach 


»a_2(  -a)-icoa  — ^+(— «)" ' 
je  nachdem  a  positlre  oder  negative  Bedentung  hat. 
6.    Die  allgemeine  Gleichung  des  dritten  Gradea 

erbllt  nach  d«n   vorhergehenden  Verfahren    nur   nnter  der  Be- 
dingung 

ihre  Lffsttng.    Die  allgemeine  LOsnng  macht  ein  anderes  Terfah- 
ren'n»lhig.    Man  bat  die  Beziehung 

cos3r  ^  4gosV  —  Scoset . 

DiAer 

,       3  cosSa 

cos'«— TCOa=a— 7—  ■ 

Fdr  die  Icabische  Gleichung 


gilt  daher 


i^Gosx-  arGco»4a 
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als  WnrzelattBdrack.  Wenn  man  fSr  arcco84a  ein  y  gefanden.  oo 
ist  arccos4a  auch  gleich  2/n-|-y,  worin  t  irgend  eine  ganze  Zahl 
vnrstellt,  inilem  allen  diesen  Bogen  der  nämlicbe  Cosinus  ent- 
spricht.   Eit  ist  also 

21a +y 
i^coe — 2 — I 

und  die  drei  Wurzeln  der  Gleichnng  werden  erhalten,  wenn  man 
statt  t  nach  und  nach  die  Werthe   1,  2,  3  setzt 


Der  AuOüsung  der  allgemeinen  Gleichung 

i»  +  «,»«  +  tfaS+B3=0 

steht  nun  weiter  kein  Hinderniss  im  Wege.  Denn  wir  ßhren 
diese  auf  die  eben  gelöste  Form  zunlck,  indem  wir  i  gegen 
fi^-f-c  vertauschen.    Wir  erhalten  dadurch 

und  die  beiden  Grüssen  c,  und  c  bestimmen  sich  ans  den  Be- 
dingungen , 

c,  C»  4 

Die  erstere  giebt 


und  dann  die  andere 


oder  abkOrzcnd 


-3--""= 


setzen.    Endlich  Tolgt 


D,„;,zcc  ..Google 


oder  KbkSrzend 


Ftfr  die  Gleicbaog 
gilt  demnach 


1 

jf^coB  s-arcco«- 


oder,  nachdem  man  einen  Bogen 


gefunden  hati 


A+2V^cos-5-^. 


Dieaer  Ausdruck  eracbelot  nnter  imagmärer  Gestalt,  wenn  y  ^ 
{magtnXt^  wenn  also 

odet  auch,  wenn 
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la  btfiden  mieii  geben  nir  dem  bnftgiDlreo  dia  Fono  «+(JV— I 
durch  die  DSmlicbe  Umwandlung.    Da  nftmlich 

2c<w  — 5— i=:2  CM  -s- cos  L  — 2sio  -;r  sin  h 

=  co«-3-[{co«y  +  V"^sin>')l+(cwj'— V.^Blny)l] 


4W 


■'"'Y'"*)^" 


M  gebt  dar  Ansdnick 


-?+«>-¥[^^fg-(W 


*\l-\Q'-&Ti 


woraus  dte  drei  Worz^  der  allgemeinen  Gleichnnv  herrorgebn, 
wenn  man  statt  t  nacb  nnd  nacfa  die  Zahlen  li  3,  3  einsetxL  Von 
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d«D  WanMln  ist  dsinnBch  in  einem  der  oben  genannten  FSlIe  nur 
eine  reell,  nämlich  diejenige,  welche  m«n  fdr  i^3  erhält,  Sie  Ut 


7.  Um  das  nSmliche  Verfahren  aaf  eine  Gieicbuns  des  nten 
Grades  anivenden  xa  können ,  muss  vor  Allem  die  Keine  bekannt 
sein,  welclie  Conny  durch  Cosinus  des  einrachen  Winkels  y  aus- 
drückt.    Wegen 

(cosy^V  —  Isiny)"  =  cosn/  ±  V^IsinW)" 

bat  man 

Ucoa?ij'=(cos)'-fV  — l»in)')"-f  (cos/  —  V— Isinj")" 

=a"+t", 

indem  man  abkürzend 

Ksscosy-f-V^—Isinj' 

und 

r=cosy— V^—  iBiny 

setzt.    Da  nun 

3cos]'=u-|'Vf 

so  wird  die  in  Frage  gestellt«  Reihe  bekamt  sein,   nachdem  die 
Coeffizienten  a,  b,  c...  der  Reihe 

(k+p)»  +  ciCit+B)«-«  +  ÄC«+p)"-*+ -  +  i{«  1-0)=  «"+!>» 

so  bestimmt  norden,  dass  dieser  identisch  Gen Gge  geschieht.  Da 
nun  wegen  ui)  =  l  das  Glied 


so  eigeben   sich   nach  und  nach  jene  CoefSzienten,    wenn  nach 
■"■f  V  gcMdnet  worden,  und  die  B«ihe  «elbct  ist: 
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(2c(W)')"  —  ji(2cob;')»-« 

Hiernach  ISsen  wir  die  allgemeine  Gleichung 

n-enn    diese   so   beschaffen,    daes   sie    durch   Vertaaechen   tod 
i-f  -^  gegen  y  sich  recwandelt  in: 

worin  bi  und  fr  beliebige  Gritssen.    Denn  vertausctit  man  y  mit 
3p\  —,  Bo  geht  die  Gleichnog  über  in 


odei,  nachdem  ein  Bogen 

b 


)>=  arccos— 


aurf;efuDiIen  ist, 
und  endlich 
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n^    1   n  « 

ruck    «rscheint    ui 
wenn   aJso  fr]    ne 


Dieser  VViirzelaustlruck   «rscheint   unter   ima^iolirer  Gestalt, 
vfeaa  V  —  iniagiD3r,    wenn   oJso  fr]    negativ,    oder  auch  weDti 
b 

^\ 

In  beiden  FSIIen  bringen  wir  deuselben  durch  die  folgende  Rech- 
nung auf  die  Form  e  +  ^V'— J. 

Man  bat 


=cos  ^ — I  (cosy+V^— Isin/)'' -t-(cosj' — V—isin)-)"  | 
+  V^pin — I  (coay+V^ — lein;')»— (cosy — V— iBinj')''J  ■ 


80  veruandelt  sich  jeoer  Ausdruck 
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Korin  man  nach  und  nach  statt  i  die  Werthe  1 ,  2,  3...n  zn  setzen 
hat,  damit  alle  Wur/elM-ertbe  zum  Vorschein  bomroen.  Der  erster« 
Wurzelausdruck  glcbt  nur  reelle  Wurzeln;  der  andere  nur  Imagi- 
uSre,  mit  Ausnahme  der   einzigen 


==-?  Wi+v'g-^)- 


wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist. 

Die  Formen  dieser  beiden  AnßSsoneen  möchten  im  ersten 
AuftenblicLe  als  sehr  TCTHchieden  erscheinen.  Uie  Aehnlichbeit 
zwischen  den  beiden  Auflßeungen  ist  aber  augenl^llig,  wenn  nir 
die  Bedeutung  einer  Wurzelgrüsse  festhalten,  und  darnach 

unter  der  jener  Bedeutung  entsprechenderen  Gestalt 

darstellen,   weil  dann  in  beiden  AnflGsDngen 
cos -arccDs    und     «"  °' 

aidi  einander  entsprechen. 

Der  letztere  Wurzelausdruck  lüsst  sich  nach  und  nach  in  an- 
dere Formen  bringen ,  unter  denen  sich  diejenigen  durch  Einfach- 
heit auszeichnen,  fßr  welche  n  irgend  eine  Potenz  von  2  ist. 
Diese  Umwandlung  kann  nSmlicb  im  Allgemeinen  susgedrOckt 
werden  durch  die  Gleichung: 
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'S 
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deren  zn-eiter  Tbeil  durch  Quftdriren  des  ersten  Theils ,  and  daan 

WiederausziebeD  der  zweiten  Wurzel  hervorgeht.  Wenn  darin 
vorerst  m=R,  und  n  eine  Potenz  von  2,  so  erbalten  wir  nach 
vnd  nach 

=V^^UVK5-)'+V<l')*+'--- 

a.    Dm  die  allgemeine  Gleicbnog  des  vierten  Grades 
'1*+ a,  i'+a2*"+ "3'+ "4=0 


(.»-c,i-c)(.»-rf,z-d). 

Wir  betrachten  demnach  i*  als  die  Unbekannte,  für  welche  sich 
die  beiden  Werthe  C|i+c  und  eLi+d  erBeben  mdssen.  Diese  bei- 
den Werthe  sind  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

worin  t'  eine  noch  unbekannte  GrOsse  vorstellt,  weil  nämlich  das 
zweite  Glied  Uix — i'  die  negative  Summe,  das  dritte  Glied 

(C +  <!,)*»+«,» +  «4 

das  Produkt  der  Wurzeln  e|t-f-c  und  d^z-i-d  voistellL 
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Man  erhält  {ibrigeos  durch  Auflasen 


und  die  GrGsee  i'  bestiromf  sich  aus  der  Bedineun?,  dsss  die 
beiden  Wurzeln  i*  die  tiestalt  CiX  +  c  und  f/|t-fa  haben  mfissen. 
iras  zutrifft,  wenn 

oder 

■     (o,a— ii'— 4(i2)a»— 2(fl,»'+2fl,)»+»'*-4«4     . 
ein  voltstSndiges  Quadrat  ist  in  Bezug  auf  a,  oder  wenn 

Aus  dieser  Bedingung  erhKlt  man  zur  Bestimmung  von  t'  dio 
Gldchung 

i*» + flji'" + (ffli  08—404)1'+ Oi"a4—4fl,a4 + (i,"=:0 . 

Nachdem  man  ein  1'  besflnimt,  und  In  die  obige  Gleichung  einge* 
setzt  hat,  geht  sie,  neil  dann 


?■'+«. 


Iber  in: 


oder,  indem  man  sbkQrzend 


vr(-y-.-;=» 


^+(^±s)-Jt'-5j-=0. 
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Darana  ab«r  erhalten  wir  die  vier  Wurzeln: 


welche  AusdrOcke  keiner  Veränderung  melir  bedürfen,  indem  unter 
den  drei  Werthen  :'  in  allen  Fällen  eiti  solcher  vorkommt,  welcher 

G')'— '-"» 

reell  und  positiv  macht,  so  dass  unter  jenen  Snseern  Wurzel- 
zeichen keire  imaginäre  GrOsse  vorkommt.  Wenn  wir  nämlich 
die  Gleichung 

dorch  Multiplikation  der  Faktoren  i^—Cii — c  and  »' — dit~d  ent- 
fitanden  ansehen,  so  iat 


\^)  -»-«8= 4 ClÖl 


Ct  aber  stellt  die  Summe  ztveier  Wurzeln  der  Gleichung  des  vier- 
ten Grades  vor,  d,  ilJe  Summe  der  beiden  andern  Wurzeln;  und 
wie  immer  diese  Wurzeln  beschaffen  sein  mügen,  so  ist  doch  in 
allen  Fällen  wenigstens  eine  Zusammenstellung  möjflicfa,  welche 
«i    und  dl    von     V^'^^   frei   lässt    Die   WurzelgrSsse 


^m- 


kann  demnach  in  idlen  Fällen  Für  reell  gelten. 

Dass  die  GrSsse  »'  ans  einer  kuhischen  Gleichung  hervor* 
geben  mflase,  dies  konnte  vorausgesehen  werden.  Dean  eine  Glei- 
chung des  vierten  Grades  Ifisi^t  sich  auf  drderlei  Art  in  zwei  qua- 
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dratiscbfi  Glflichun^en  zerlegen.  ]n<lem  die  TiflrWonela  «,  ß,  f, 
dnur  auf  ebenso  viele  Arten  inGnifipen  von  je  zwei  vertbeüt  wer- 
den kiinnen.    Diese  drei  Gruppen  sind: 

«?,  r*. 

Aus  dieser  B efrach tu n;;« weise  geht  hervor,  dass  die  Zerle- 
gung in  zwei  Faktoren  FQr  Gleiciiun<!;en,  welche  den  vierten  Grad 
fibersteijien,  nicht  Tnehr  mit  Hülie  einer  Gleichung  von  geriiigerem 
Grade  erlangt  werden  kann.  Denn  wollte  man  z.  B.  die  Gleichung 
des  sechsten  Grades 

in  die  beiden  Faktoren 

t»_cjtt«— «,5— c    und    5>— (fa'-*— ''i'— (^ 

zerlegen ,  so  würden  wir  diese  Gleichung  anschreiben  unter  der 
Form: 

wir  würden  also  zwei  unbekannte  Grüssen  V  und  a"  einführen, 
damit  die  Zulfissigkeit  der  Wurzeln 

»»=raS'+CiS  +  c    nnd   ä»=rfa*'+rfi«+rf 

entstehe.  Allein  wollten  wir  nun  die  beiden  >'  und  a"  so  besttm* 
nen,  dass  in  der  That  den  beiden  Wurzeln  a^  die  verlangte  Form 
zukommt,  so  würde  man  auf  Gleichungen  des  zehnten  Grades 
geführt,  weil  eine  Gleichung  des  sechsten  Grades  auf  zehnfache 
WeiPe  in  zwei  Faktoren  des  dritten  Grades  zerlegt  werden  kann. 
Die  Vertbeilung  der  sechs  Wurzeln  a,  ^...£  in  den  beiden  Fak- 
toren würde  in  Folgendem  sich  darstellen; 


»ft. 

.  W. 

1- 

«)■•, 

.fü. 

6. 

.fj 

.  r>£. 

2. 

«!■£, 

.psi. 

7. 

.?., 

iK, 

3. 

OJ< 

■  ßrC 

a 

«K, 

.tu. 

4. 

.«£, 

■  ßj: 

9. 

^i 

,  U.C, 

G. 

ni. 

■  ßr»- 

10. 
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"9.  Indem  wir  die  bisherigen  AuBOsungätvelsen  mit  einander 
verbinden,  küniien  die  Bedingungen,  unter  welcben  die  Gleicbung 
des  nten  Grades  mittels  algebraischer,  logaritb mische r  und  trigo- 
nometrischer Funktionen  anflüshar  ist,  noch  etwas  erweitert  »er- 
den.   Wir  bestimmen  nämlich  die  Wurxeln  der  Gleichungen 

»*•  +  Ol  3"  +  a^—O, 

denn,  nachdem  man  die  Wurzeln  »"  dieser  Gleichungen  äufgefun' 
den,  bleibt  im  allgemeinsten  Falle  die  Lösung  einer  Gleichung 

Diese  Gleichung  Itann  aber  angeschrieben  vrerdeo  unter 

«■ = V"B"+jP(co8(2i«+)') + V^sinCiiw + y)) , 
worintirgend  eine  ganzeZahl  vorstellt,  und  y  einen  Bogen,  dessen 
Cosinus  gleich  .j— _-!_-,  und  dessen  Sinus  gleich  —7===^,  Denn 
es  ist 

cos(2i« -J- y)  =:  cosy 
und 

0in(2i»-f  7)  =siny. 

Diese  Form  aber   liefert   ohne    Weiteres    die    n  Wurzelwertbe. 
Sie  sind: 


.  =  (.«+|S')2F(cos?^^+\r^l,i«^ 


denn  erhebt  man  beiderseits  zur  nten  Potenz,  so  kehrt  die  letz- 
tere Gleichung  zurück,  weit 


(cos'^':-^V^-Isin?^)" 

=cosC2i«+  y) + V^  sin(2i«+ ,-) . 


Die  N  Worzelwerthe  kommen  zum  Vorschein,  wenn  man  statt 
i  nach  und  nach  die  Werthe  1,  2,  3...n  einsetzt. 

10.    Wir  iOsen  endlich  die  Gleichungen 
2cos2nj;-(-(ii.2coaii;c-|-ir2=0, 
2cos3n;E-|-iti.2Gas2nx-t-a3.^GOsn«-f-a)=0,  u.  s.  w.; 
worin  die  folgenden  AbkOrzungen  Torgenoromeo  sind: 
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icosnx 

2  co82n;i; 


..n^t-t 


*»'  (2n-<K2«-S)^ 


"■(2m)*  2.3 

2coa3iu; 

Denn  dies«  Glelcbungen  Tom  Grade  2n,  3n  n.  e.  w.  verwandeln 
sich  wegen 

C082iia:=2co8*)ia!— 1, 

co83rur=4cos'nar  — 3co8iia;,  u.  s.  w. 

bezfiglich  in  die  Gleichungen  des  zweiten,  dritten  u.a.  w. Grades: 

(2cosiw;)'-|-a,.2co8na.'  +  Oj — 2^0, 

(2cosnÄ)'  +  «i{2cos»i.T)'+(fla — 3).2cosn:E-|-ds — 2ai=0. 

Nachdem  aber  die  Wurzeln  2coan;r  der  letztem  Gleichungen  be* 
stimmt  sind ,  bleibt,  da  jene  im  Allgemeinen  die  Form  a-i-ß^—l 
haben,  eine  Gleichung 

.-_A  «.-aj.*'' "-'«.  4      ft.»{n-4)(«-5)    ,    .^ 
ft-_«,a— a  +  __j^  »"-*-  -^ 2:3 *       +  ■- 

deren  LfisuDg  nacb  dem  FrijbereD  die  Ferm 

darbietet;  und  die  weitere  Aufgabe  besteht  darin,  diesen  Wurzel- 
ansdfuct:  in  allen  Fällen  unter  die  Form  A-l-B\^-~-T  zu  bringen. 

In  dieaer  Abaicbt  betrachten  wir  den  Bogen,  dessen  Cosinus  gleich 


4^7 
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iüt,  als  die  Summe  der  Bogen  y  und  3,  und  bestimmen  t>eide£ 
gen  so,  daBS  die  Gleicbutig 


durch  daa  Bestehen  der  beiden  Gletchnogen 

C08yC0«3  =  -       , :~ 

nnd 

befriedigt  ist    Ans  diesen  erhält  man  aber  die  nenen : 


cos'ycos'ä  = 


'Qtr 


(I-co8"y)(l-coB'3)=— ,g^,    2. 


und  dnrch  deren  Snbtrahir«n   eine  dritte: 


c.sV+<:..'J=-^  +  --£^  +1 3. 

\n)  \^) 

welche  in  Verbindung  mit  der  ersten  unmittelbar  die  qnadraäsche 
Gleichung 

2nr  Bestimmung   Ton  2cosV   »nd  2cos*d  Befert    Diese  GrSssen 
■ind: 
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'.'m  '&)' 


araua  gehen  wieder  hervor: 

die  beiden  AuedrQcke: 


weil  Dlmlich  die  beiden  AuedrQcke: 
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r    «■     I    p      ,-y.    ß'_ 

einaniler  identisch  sind. 

Nachdem  so  die  Bof;*»   7  <"»!  ^  n'lher   beksont   geworden, 
sind  dieselben  einzurohren  In  den  Wurzelausdruclc 


'=^V?- 


2fa  +  y-fJ 


Eine  genauere  Betrachtung  der  obigen  Ausdrucke  l&sst  uns  * 
erkennen,  dass  für  ein  positives  f  ~)  ebensowohl  cos*y  aU 
sin*]'  unter  allen  Umständen  positiv  bleibt,  dass  also  may  und 
ein/  reelle  Bedeutung  haben;  uiiss  aber  eiiflS  stets  negativ,  vtfth- 
rend  cns^S  positiv  ist,  dass  also  cosd  und  e\nS  imaginäre  Grös- 
sen vorstellen.  Um  dem  Imaginhreii  die  gewfinschte  Form  sil 
geben,  setzen  wir,  wie  schon  Mher: 


and  erhalten  somit  ans 

z  =  1\  —I  cos i-i-cos-  — sio -^  sin-  I 

den  gesachten  Wnrzelaiisdruck  unter  der  Forui 

worin   die  BedentungCD  von  A  and  B  hervorgebeD  aus  den  Be- 
ziebungen 
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'=©^g)'-(^)- 


Wenn  jedoch   —  eine^  »«gativen  Werih  erhslt,  so  erkennen 

wir,  duss  nrngekehrt  cob*S  nnd  ulrfld  b»tde  positive  Wertlie,  also 
zugleich  reelle  Bedeutung  annehmen;  dsss  aber  sin^  negativ 
bleibt,  wihrend  cos^  stets  poailiv.    Weil  demnach  fSr   ein  n^a- 

tives  1^1  der  Winkel  y  eine  imagin&ie  Bedeutung  erhalt,  so 
setzen  nir: 

2coa^=(cosj'+V — lainj-)" +(cosy— V — Isiny)" 
and 

2V^sin^=(cosy+V^8in7)"— (cosy— V^siny)"; 
und  erhalten  ans 

i=2V  ~l  cos ^'— coa^ sin —sin*-  I 

den  gesacbten  Warzetansdmck  nnter  der  Form 

worin  ^1  nnd  i%  die  folgenden  Bedeutungen  haben: 
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-.=©'- (ir- (IT 

Wenn  ß=0,  ao  gebt  der  enfen  WnnelaiudniGk  Rlr  ein  po* 
sitives  (  ^J    wieder  Aber  in 

i=2V  -'-•cos -*-, 

1    a  n 


cee)': 


wenn 

oder  wenn 

° <i. 

Ut  dagegen 
BO  verwandelt  sieb  der  erstere  Warzelausdnick  in 
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K)|ß 

«fa 

+ 

+ 

s 

^5 

1 

1 

Cs 

^ 

taiR 

1 

s 

( 

£, 

" 

lJi 

D«rzweIteWurzelau8dnickrareiD  negatives  [  —  \  aber  geht  Rlr 
ß—0  in  alleq  F&llen  in  den  letzteren  Qber. 

11.  Dies  mSgte  wohl  Alles  sein,  was  uns  algebmische ,  log&- 
rithmtsche  und  IrigoDonietrische  Funktionen  Aber  die  Auflösong 
algebraischer  Gleichungen  gehen  können.  Eine  allgemeine  Lüsting 
,  ist  darnach  nnr  Rir  die  Gleichungen  des  :Evreiten ,  dritten  und  vier- 
ten Grades  möglich ;  alle  hnhern  Gleichnngen  aber  bleiben  unge- 
löst, wenn  deren  Glieder  nicht  besondere  Bedingungen  eingehen. 
Man  müssen  aber,  vi'as  die  Auflegung  der  Gleichungen  mit  einer 
Unbekannten  betrifft,  noch  die  Untersuc hangen  angereiht  werden, 
darüber,  wie  man  den  Grad  elaer  Gl«chung  Termindert,    wenn 
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eine  Besiehnng  mUchen  zwei  oder  mehreren  Wurzeln  deraelben 
bebanot  ist 

Vorerst  Tiabea  wir  dabei  die  Frage  xa  beantworten,  wie  aieb 
ein«  Wurzel  beatimmen  ISaat,  welche  den  hrnden  Gi^^«mgei 

aa"  +  (i,«--»+aa»"-"  +  ..  +  <i,=0 

nnd 

bezQglick  Tom  nten  und  ntteu  Grnle  geraeinsBrn  ist. 

Indem  wir  beachten,  dass  i  iu  beiden  Glerchungtn  als  die 
nlmliche  (irüsse  angesehen  werden  kann,  künnen  wir  durch  Eli- 
mlnatioD  der  höchsten  Potenzen  von  z  zwei  andere  Gleichungen 
bilden,  welche  in  Bezug  auf  das  gemeinsame  fragliche  t  von  ge- 
ringerem Grade  sind. 

Um  dies  deutlicher  zu  zeigen,  nehmen  wir  beispielweise 
■i=tl-t-3  an,  sodass  die  obigen  Gleidiungen  dargestellt  sind  In: 

<K"  +  a,i:«->  +  a,;"-«+...  +  «,=0 ..-.  1. 


6:"+«  +  6ii"+»+64»"  +  ...  +  ft»fa=0,     ™ 3. 

Wir  multipliiiren  die  erste  mit  bz*,  die  andere  mit  a,  durch  Ab- 
ziehen entsteht  dann  die  Gleichung  vom  (n-|-l)ten  Grade: 

Cai6-a6,)i"+^  +  (aaÖ-aA3)i"  +  ™— «6»+«=0.     3. 

Wenn  jedoch  a  nnd  b  einen  ^eraeiosamen  Faktor  haben,  so  dass 
a^a'a  lind  6  =  6>>  so  muitipiiziren  »Ir  die  obigen  Gleichungen 
bezüglich  nor  mit  bW  und  a',  weil  wir  im^  andern  Falle  der  neuen 
Gleichung  des  (n-|-I)ten  Grades  den  gemeinsamen  Faktor  n  gäben. 

Eine  Gleichung  vom  (n-f  I)ten  Grade  erlange*  wir  anck  durch 
EliminaÜoo  von  *".    Diese  wfiie: 


_^l,6»•+»—a«ftl«"+(ai■^^—«■^»■-*-^...^-Oi^.,ft,4^— <!,*«+,  =0. 

Durch  Elimination  von  »*+^  ans  1.  und  3.  leiten  wir  aber  ^oe 
Gleichung 4.  her,  in  welcher  n  der  höchste  Exponent  ron  s  ist 

Wenn  also  zwei  GleichnnBon  vom  nten  nnd  mten  Grade  ge- 
geben sind,  so  leiten  wir  auf  dem  bezeichneten  Wege  eine  zweite 
GleichuDg  Toni  nten  Grade  her,  so  dass  nun  vorliegen: 
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Piese  aber  geben,  indem  man  das  einemal  >",    das   anileremal  s*> 
elimioirt,  ein  anderes  System  Gleichungen  vom  (n4-))ten  Grade: 

(«iC  — 0Ci)a»-*+(0gC — ««,)»"-"+ +a»c — oc,^0 

nnd 

(oCb— a,<:)i»-»+CfliC,  — o.Ci)j"-'+....+(i._,c»— a»c«_j=0. 

Man  kSnnte  anch ,  nachdem  die  eine  Gleichang  dieses  Systems 
gewonnen,  sogleich  diese  mit  einer  des  vorhergehenden  Systems 
zur  Elimination  von  x«  oder  i"  verbinden,  um  die  xneite  tilei- 
cbiintE  dieiws  Systems  zu  erhalten.  Man  wird  das  «ine  oder  das 
andt^re  Verfahren  einschlagen,  jenacbdem  eine  kürzere  Kecbnuag 
dieselben  eniplieblt. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  man,  so  fArtfabrend,  endlich  ein 
System  von  Gleichnni;en  erhiilt,  in  vrelchen  x  nur  auf  dem  ersten 
Grade  vorkommt.  Uacjeiiige  s,  welches  gleichzeitig  den  ursprQng- 
lichen  Gleirhunscn  vom  iiten  oder  «iten  Grade  i;enSgt,  genügt 
zugleich  allen  (wieirfaungeii,  ivelche  aus  diesen  heiden  hergeleitet 
tvorileii  sind.  Es  geni'igt  daher  auch  den  Gleichungen  des  letzten 
Svtttems  vom  ersten  Grade.  Da  diese  aber  überhaupt  nur  eine 
Vi'urzel  enthalten,  so  werdm  sie  identisch  sein,  und  jenes  i  ist 
durch  dieselben  beltannt.  Wenn  die  ursprünglichen  Gleichungen 
zwei  Wnriceln  gemeinsam  enthalten,  so  »erdeo  diese  idenlisch 
sein  mit  den  Wurzeln  desjenigen  Sytilems,  in  trelcbem  z  auf  dem 
zweiten  Grade  vorkommt;  und  dessen  Gleichungen  werden  dann 
selbst  identisch  sein.  Aehnliches  gilt  für  eine  grössere  Anzahl 
gemeinsamer  Wurzeln.  Umgekehrt  lehrt  uns  diese  Untersuchung, 
rfass  in  zwei  Gleichungen  von  höherem  Grade  eine,  zwei  u.  s.w. 
Wurzeln  gemeiusaui  sind,  wenn  die  Gleichungen  des  letzten,  vof- 
letzten  u.  s.  w.  Systems  identisch  sind. 

Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  ein  Beispiel  vor.  In  weU 
chem  die  Coenizienlen  von  z  durch  Zahlen  vertreten  sind. 

Die  Gleichungen 

i*-»«+4t»— 4t"+4i— 4=0    1. 

und 

5r»— 4i'+12i«— 8i  +  4=0  2. 

geheo  durch  Elimination  von  i<*  die  Gleichung 

i«  +  4i»  +  8r-4  =  0    3. 
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and  aus  dem  ersten  Systeme  1.  und  3.  erhfilt  man  nach  einander 
die  beiden  Systeme; 

.«  +  2=0. 

Die  gemeinsamen  Wurzeln  sbd  denin&ch  i=rJ:V~^- 

Die  Bestiinmiint;  einer  oder  mehrer  Wurzeln,  welche  einer 
beliehiseii  Anzahl  Gleichungen  bitberen  Grades  gemeinsam  zukom- 
men, ist  hiernach  keinen  weitem  Sc-hwierickeiten  unterworfen. 
Miin  setzt  nämlich  an  die  Stelle  zweier  Gleichimgen,  am  Tortbeiü 
härtesten  der  beiden  Gleichungen  des  niederKten  Grades,  jene  an- 
dere, welche  deren  ßenieinsame  Wurzeln  enthält.  Diese  wieder 
!u  Verbindung  izcbracht  mit,  einer  dritten  der  vorliegenden  Glei- 
chun|;«n  tiisst  sich  auf  die  nämliche  Weise  behandein,  und  mau 
vermindert  so  immer  mehr  die  Anzahl  der  Gleichuneen.  Die  ge- 
ineiDsamen  Wurzeln  des  letzten  Gleichungenyaares  koutmeo  dann 
auch  allen  fibrigen  Gleichungen  zu. 

12.  Wenn  nun  eine  Beziehung  beliannt  ist,  welche  zwei  oder 
raebrere  Wurzeln  einer  Gleichung  verbindet,  no  ist  man  stets  im 
Stande  eine  zweite  Gleichung  herzuleiten,  welche  mit  der  ursprüng- 
lichen eine  oder  mehre  Wurzeln  gemein  hat,  die  dann  nach  dem 
Vorheixehenden  gefunden  werden.  Wir  betrachten  hier  mehr  bei- 
spielireiee  die  einfachste  Beziehung,  durch  welche  zwei  Grüssen 
mit  einander  verglichen  werden  krmnen.  Wir  nehmen  an,  dass 
zwei  (ider  mehre  Wurzeln  der  Gleichung 

«l"  +  ff,t"-»  +  O4'—*  +  -.  +  O"=0  1. 

in  dem  Verhältnisse  \:b  zu  einander  stehen. 

Wenn  a  eine  Wurzel  dieser  Gleichung,  so  ist  hiernach  auch 
Affi  eine  Wurzel;  und  man  bat  zur  Bestimmung  desjenicen  i,  Äir 
welches  eine  andere  Wurzel  bt  besteht,  die  zweite  Gleichnng 

a6-i"  +  Bi6-'i"->  +  <ra6-V-s+-.  l-fl«=0 2. 


Wenn  nun  die  erstere  Gleirhimg  p  Wurzeln  x=  a  und  q  Wur- 
zeln £=6a  enlbfilt,  so  muss  die  andere  q  Wurzeln  «  enUialten; 
nnd  beiden  gemeinsam  müssen  p  oder  q  Wurzeln  i=a  sein,  je- 
nachdem  p  nder  q  die  kleinere  Anzahl  vorstellt.  Man  erbaJl  diese 
durch  die  allmähltge  Bildung  jener  verschiedenen  Systeme.  Das 
nächste  System   w&re: 

o(ft-— I)i"  +  «,(Ä»-i-l)i"->+«a(6"-«— l)s"-*+...■ 
....+B._,(fi-l)=0, 
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....  +  o,(Ä--I)=0. 

Es  sei  X.  B.  bekannt,  dass  die  Gleicfaunf; 

i*4.i»_i«  +  8:  +  6  =  0 

Wurzeln  «nthfilt.    welche  in  dem  VerhKItntase  1:3  zu   einander 
stehen.    Da  nach  dem  Obigen  Ä=2,  so  bat  maa: 

1513+71"— 3*  +  5=0. 
4i»— 6i*  +  35*+«=0>' 


13li»+69;— 62  =  0*' 

t  +  I=0,. 
1+1=0** 

daher  kommen  die  Warzetn  z= — 1  nnd  i= — 2  vor. 
Für  die  Gleichung 

j*+6i>-2fcH  12t +  12=0 
aei  fti=— 3  bekannt.    Man  findet  dann   die  System« 

fl(h"-42i2-58r— 12=0i 
B4i»-mi«+84r+80=0*' 

3i«_3,_2=0» 

3.4~3i-2=0*' 

Die  beiden  Worzeln  der  (jleicbung 

SiS— 3,_2=0 
sind  demnach  mit  — 3  zu  multipliziren,     und  man  kennt  di«  vier 
Wurzeln  der  obigen  Gleichung. 

13.  Wenn  h  in  — 1  tibergeht,  ao  verdoppelt  sich  die  Anzahl 
der  in  beiden  Gleicbungen  eines  Systems  gemeinsamen  Wurzela. 
Denn  wenn  die  Gleichung 

fli"  +  flll"-»  +  fl,!"-*  +  „..  +  ffl»  =0 

p  Wurzeln  cit,  und  g  Wurzeln  —a  bat,  so  kommen  der  Gl^cbnag 

«6"i"  +  o,6"-'»"-'  +  aa*»-V-"  +  ....  +  a.=0 

ftlr  6:= — 1,  q  Wurzeln  a  und  p  Wurzeln  ~u  zu.  Gemeinsam 
werden  demnach  sein  p  oder  g  Wurzebi  a ,  je  nachdem  p  oder  q 
die  kleinere  Aniabl  vorstellt,  und  eben  so  viele  Wurzeln  —tc 
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Di«  Glelebung 
s.  B.  giebt  als  erstes  Syalem  die  beiden  ideotischen  Gleichuageii 

Wenn  alle  positive  Warseln  einer  Gleichang  auch  mit  dem  nega- 
tiven Zeichen  als  Wurzeln  vorkommen,  weon  alno  die  Gleichung 
nur  gerade  Potenzen  von  t  enthält,  so  kann  dieselbe  nach  dem 
eben  eingeschlagenen  Verfahren  nicht  mehr  auf  einen  niederen 
Grad  gebracht  werden.  Wenn  man  aber  i^  mit  y  vertauscht,  so 
kommt  der  Grad  der  Gleichung  auf  die  Hälfte  herab.  Auf  dieae 
Weise  fQbtt  man  die  Gleichung 

2i«+i"— 6=0 


Wenn  6=1,  wenn  also  gleiche  Wurzeln  vorbanden  sind,  so 
freiden  die  Gleichungen  des  nächsten  Systems  in  der  Fonn: 

fl{6"  -  !)»»->  +  ff,<6— •— 1)1"-"  +  «1(6—"  -1)1—»  +  _..„ 

+  a-,(6-l)=0, 

fli(fi-l)(Ai)"-H«'2(*'-l)(fo>-'  +  aj{*'-l)(6»)"-»+ 

..-..  + 0,(6-- 1)=0 

unbrauchbar,  n>eil  durch  Einsetzen  von  A=:l  alle  Glieder  in  Null 
fibei^ehen.    Wenn  wir  aber  envägen,  dans 

6»— I=(&"-i  +  6— a  +  fi«-»+— +1)(4— 1), 

ao  rabren  wir  jene  Gleichungen,  nachdem  man  aus  beiden  den 
gemeinaamen  Faktor  6  —  1  gestrichen  hat,  fiber  in  die  folgenden 
Fornieu: 

na,«-!  ^  („_l)a,j— a  +  (n-2)(i2i--"+ ....+ n«_i  =0 

und 

aif-'-|-2fl,i— »  +  3a,i"->  +  ....  +  n<i.=0. 

Um  nnn  die  obige  Betrachtung  über  die  Gemeinschaft  der  in 
diesen  beiden  Gleichnagen  vorkommenden  Wurzeln  anch  hier  in 
Anwendung  bringen  zu  künnen,  stellen  wir  uns  vor,  faxend  ein 
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Verhältniss  b  zwischen  zweien  Wurzeln  der  vorliegenden  Glei- 
chung sei  in  die  Einheit  übergegangen;  und  wenn  viele  gleiche 
Wurzeln  Torkoramen ,  so  stellen  wir  uns  vor,  jede  einzelne  dieser 
gleichen  Wurzeln  sei  aus  einem  andern  Verbältnisse  zn  irgend 
einer  u  unter  ihnen  in  das  Verbältniss  der  EUnbeit  überf^egangen. 
Wenn  aber  zwei  Wurzeln  et  und  ß  in  einem  Verhältnisse  b  zu 
einander  stehen,  so  dass  ab^iß,  wenn  zwischen  den  Wurzeln  « 
und  V  die  Beziehung  ab'-^y  besteht,  zwischen  den  Wurzeln  m 
und  S  die  Beziehung  of6"— d  u.  s.  w.,  so  werden  die  Gleichun- 
gen  eines  Systems  die  Wurzel  ß  oder  y  oder  d  gemeinsam  haben, 
je  nachdem  man  das  Verbäitniss  h,  b'  oder  b"  gelten  lässt.  Wenn 
nun  aber  die  Verliältnisse  b,  b',  b"...  gleichzeitig  in  1  übergehen, 
und  man  iilso  wegen  der  Annahme  6:=!  gleichzeitig  die  Verhält- 
nisse b,  b',  b" ...  gelten  lässt,  su  müssen  die  beiden  Gleichungen 
eines  der  obigen  l^ysteme  gleichzeitig  die  un<>[eichen  Wurzeln  ß, 

y,  8 in    sich    uufnehmen.    Wenn  demnach   eine  Gleichung  m 

gleiche  Wurzeln  enthält,  so  kommen  deren  m— 1  den  Gleich ungen 

i»(M"-i+(n-I)ait»-»-Kn-2)aai^»+....+<i,_i  =  0, 

gemeinscbalUich  zu. 

Es  sei  z.  B. 

,«_4,s+16z-16=0. 

Man  erhfilt  daraus  nach  und  nach  die  Systeme: 

->_3i«  +  4=  Ol 
ta_12i+16=0*' 

s»-4*  +  4=0j 

Da  nnn  die  tileicbang 

i3_4i -1-4=0 

die  Wurzel  i= — 2  zweimal  enthält,  so  kommt  diese  in  der  ni- 
BprSnglicheD  dreimal  vor. 

14.    Wenn  unter  den  Wurzeln  der  Gleichung 


ckeu ,  worin  b  eine  bekannte  Grilsse ,  so  ergeben  sich  diess  mittels 
einer  zweiten  Gleichung 
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fl»i"+a»_i6i"-"  +  o„_j6V-»  +  ....  +  fl6"  =  0. 

Kommen  p  Wurzeln  a  und  9  Wuizeln  —  vor,  so  kommen  jenen 
zwei  Gleichungen  p  oder  q  Wurzeln  tt  gemeinBara  zn,  je  nach- 
dem p  oder  q  die  Icleinere  Anzahl,  und  man  f^elan^t  endlich  zu 
einem  System ,  welches  nur  diese  Wurzeln  enthält.  För  den  Fall 
h=.\  aber  sind  gemeinsam  p  oder  q  Wurzeln  a,  und  ebensoriele 

Wurzeln  — ,   so  dass  der  Grad  der  Gleichung,    aus  welcher  eich 

diese  bestimmen,  doppelt  so  gross  ist  als  vorher.     Dasselbe  gilt 
lär  b^—i, 

Fflr 

i»+i*-4i>+12i»-l=0 
Ut  b  =  —  1  gegeben,  und  man  erhSit  hieraus  und  aus 

i»-i2**— 4*»— »  +  1  =  0 
die  nKchsten  Systeme: 

i4+8i"  +  16i«  +  r-2  =  0( 
2j*  +  *"-lfe>  +  8i— l=Oi  ' 

B»»+16»"— 2z-l=0; 

3«+3i-i=or 

Die  Wurzeln  er  nnd  —   ergeben  sich  also  ans 

i«  +  3i-l=0. 

Wenn  zu  jeder  Wurzel  a  einer  Gleichung  auch  eine  Wurzel 
—  gehört,  wenn  abo  die  Gleichung  nngeSndert  bleibt,  indem  man 

darin  t  mit  —  vertanscht,   so  vermindern  wir  den  Grad  der  Glei* 
chuDg  auf  eine  andere  Weise.    Sie  erscheint  unter  der  Form: 

nnd  wenn  n   ungerade,    so  senfigt  offenbar  als  Wurzel  i=  — 1. 
Durch  Diridiren  mittels  z-|-l  bleibt  also  stets  eine  andere  zurflck, 

worin  n  gerade.    Wenn  zu  jeder  Wurzel  «  eine  Wnrzel  —  ga- 

bSrt,  so  gilt  die  nlroliche  Bemerkung.    Ffir  ein  ungerades  n  ISsst 
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»ich  dann  aber  der  Faktor  t — 1  abscheiden,  weil  i=:I  eine  Wur- 
zel ist,  and  es  bleibt  niedenim  eine  andere  Gleichung,  worin  ft 
gerade.  Diese  beiden  Gleichungen,  welche  durch  Divisiou  mittel» 
t— 1  und  z-f  1  entstanden,  kOnnen  dargestellt  werden  nnter  den 
ForraeD: 

o(i-+l)+o,t(*-»±l)+.....  +  «.    iMi*±l)  +  a,i»  =  0. 

wenn  n=4i,  und  f  eine  ungerade  Zahl,    und  unter  den  Formen: 

oC*"  ±  1)  +  a.t(t--»+ 1)  +  -  +  ft.    i«"\tHl)+a-**=0. 

wenn  R=2i.  Da  weiter  je  zwei  Wurzeln  dieser  Gleichungen  zum 
Produkte  j:l  haben,  deren  8uninie  «  aher  unbekannt  ist)  so  las- 
sen sich  dieselben  in  Faktoren  von  der  Form 

zerlegen;  und  die  Elimination  von  i  mittels 

nuss  auf  eine  neue  Gleichung  nibren,  welche  in  Bezug  auf  y 
Tom  Grade  3-  ist.  Die  Elimination  selbst  fähren  wir  am  vortheil- 
haCtestea  aus  mit  Holfe  der  beiden  Beziehungen; 

(i^»±l)(»«±l)=="  +  l±(i*-*+l)*« 
und 

von  denen  die  erstere  fdr  n^4t,  die  andere  für  fi^2i  Geltung 
bat    Wegen  i^l^gx  entsteht  dann  nach  und  nach: 

«"±I=(y"T5y'+55)«»  u.  8.  w. 
So  verwandelt  sich  die  Gleichung 

6i*  +  35i»+62i»  +  3Öi  +  6=:0 
In  die  Gleichung  de*  zweiten  Grades 
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odar  la 

15.  Zar  Vervollstandigune  unserer  Betrachtungen  bleibt  noeh 
die  Bestiininnng  von  zn'ci  und  mebr  Unbehannten  aus  eben  so  vie- 
len Gleichungen  eines  huheren  Grades.  Die  Aufgabe ,  zu-ei  Un- 
bekannte I  und  y,  die  unter  einander  gemengt  in  zwei  Gleiebun- 
fen  von  hriherem  Grade  vorlconimen,  iin  zu  bestimmen,  dasa  sie 
eideR  Gleichungen  Genflce  leisten ,  läset  sich  zurOckfUhren  auf 
die  Bestimmung  einer  Unbekannten  aus  einer  Gleicbiuig.  Denn 
wenn  wir  die  beiden  Gleichungen  Torstellen  dorch: 

^i"+v4ii"-»+Jai^«+....+A  =  0  J. 


Bi"+BiZ--^+B,x'o-^-{-....  +  Bm=0,  . 


woriD  A,  Ai...B,  Bi-...  Terschledene  Potenzen  der  andern  Un- 
bekannten «enthalten,  so  können  wir  durch  Elimination  der  ver- 
schied enenPotenzen  von  z  dieses  System  nach  und  nach  in  andere 
fiberführen,  in  ivelchen  der  Grad  von  t  immer  niederer  ist.  Wir 
gelangen  endlich  durch  Elimination  von  i  aus  denjenigen  zwei 
Gleichungen,  In  welchen  dieses  nur  auf  dem  ersten  Grade  vor- 
kommt, zu  einem  Verhalten,  das  frei  i«t  von  i,  und  welches  alle 
diejenigen  Werthe  g  als  Wurzeln  enthült,  für  welche  es  ein  oder 
mehrere  Werthe  i  giebt,  die  gleichzeitig  mit  einem  iener  g  den 
beiden  ursprSoglicben  Gleichungen  genügen.  Man  könnte  also 
nach  und  nach  diese  Wurzeln  v  in  dieGleichutigen  1,  und  2.  ein- 
setzen, nnd  dann  diejenigen  i  bestimmen,  welche  diesen  beiden 
so  verwandelten  Gleichungen  gemeinsam  sind.  Allein  so  würden 
nns  nur  mancherlei  Umwege  ans  Ziel  bringen.  Vorlheilhafter  wer- 
den wir  nach  folgendem  Plane  die  zusammengehSrlgen  Werth» 
jr  und   I  erhalten. 

Wir  scheiden  vor  Allem  den  geroeinsamen  Faktor  der  Glieder 
A,  Ai....B,  Bi....  ab.  Diejenigen  y,  welche  denselben  auf  Nnll 
bringen,  genflgen  beiden  Gleichungen  1.  and  %  unalihfingig  von 
einem  bestimmten  i.  Die  solchen  y  entsprechenden  j  bleiben  dem- 
nach ganz  willkfihrlich.  Wenn  nur  die  eine  der  Gleichungen  1.  und 
2.  einen  solchen  Faktor  hat,  so  giebt  die  andere,  wenn  man  statt 
jf  nach  und  nach  die  jenen  Faktor  auf  Null  bringenden  Weiihe 
setzt,  die  entsprechenden  i.  Deren  .\nzahl  kommt  also  dem  höch- 
sten Exponenten  gleich,  mit  welchem  t  in  der  letztem  behaftet 
vorkommt 

Hierauf  leiten  wir  durch  Elimination  einer  Potenz  von  >  eine 
andere  Gleichung  ab,  eanz  so,  wie  dies  geschehen  muss.  nm 
nach  und  nach  x  zu  eliminiren,  scheiden  aber  den  gemeinsamen 
Faktor,  welcher  nni  jr  «nthält,  sogleicb  ab.    Da  dessen  Wurzeln 
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jr  die  letzte  GleichuDg  identisch  auf  Null  bringen,  so  ecliliessen 
wir,  daus  dtircli  die  nümlicheD  Werihe  y  die  beiden  Gleichuiiitea 
1.  und  ^i.  ideiiticcb  sein  müssen.  Diese  gebe»  dann  die  gleichzei- 
tig entsprechenden  Wertlie  i.  Auf  diese  Weise  fuhren  wir  fort, 
die  durch  Elimination  der  verschiedenen  Potenzen  zon  i  entste- 
llenden Gleichungen  von  ihren  Faktoren  in  y  zu  befreien,  wobei 
dann  die  solchen  y  entsprecheoden  i  immer  ans  denjenigen  bei' 
den  Gleichungen  hervorgehen,  welche  die  letztere  mit  jenem  Fak- 
tor von  y  behaftete  Gleichung  lieferten,  indeip  diese  durch  EiD< 
setzen  des  bezüglichen  y  beide  identisch  werden.  ,  Die  Ivtzte  Be- 
ziehung endlich,  in  welcher  kein  z  mehr  vocl^ommt,  giebt  dann 
noch  diejenigen  Werthe  y,  welchen  nur  ein  einziges  a  gleichzei- 
tig entapiicbt ,  das  man  aus  der  Gleichung  des  letzten  Systemos 
herleitet,  worin  i  nur  auf  dem  ersten  Grade  Torkonimt. 


L    Es  seieu 


z«-%z+s«+5=0)  , 


Dtratu: 


(jl«  +  3).-(j2-%=0l    '■ 


S«— 8j"— 9=0 -..    3. 

Ans  3.  erhalt  man  die  Wertbe  ^ ,  und  an«  2.  dann  die  zuge 
hüTigen  z. 


2.    Ea  aeien: 


(4j  +  l)."-s.^2j"=0 2. 

(16j»-2j,-l).  +  (8,'-6j-%  =  0j 
(%«-6j,-l)»  +  (6,-l)s=0  t    ■ •■• 

5(ls'-123,'+3j  +  l)=0. 4. 

Die  Gleiclinng  4.  giebt  die  Werthe  y  und  eine  der  GlelchnogeD  3. 
die  zugehürigen  i. 

!«+(,-3>+sa-3,  +  2=0i 
•■•  .'_2.+äi»-j,=0  ' '• 

Daran«: 

(y-l).-2,  +  2=0 2. 
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Wegeil  des  gemeinsamen  Faktors  y— 1  gendf^  dieser  (ileichnni; 
w=l,  Qud  man  erhalt  dns  sueehürifie  i  aus  t* — Si^O.  Die  Ver- 
Liudunft  von  i  —2  =  0  mit  1  giebt  ^'—^  =  0,  n'oians  y=^0,  dem 
wieder  i=2  eatspricht. 

4.  t»+2Cff+l)i  +  3f'  +  2y=0,    V 

geben 

{jSj,_4)»-2(3,«-7,+4).+,>-0,»  +  8y=O.     3. 

Ans  den  Gleichungen  1.  und  3.   erlialten   wir  dann 

3y{y-l)»+y«+3y«-4y=0 4. 

Deren  ^emetasamer   Faktur  «fjr— 1)  giebt  die  Wert|ie  $=0  und 

{f=?l,  iind  die  zogehürigen  Werthe  «  ergeben  sieb  dann  besüg- 
ich  aus 

»•+2i=0    ond    ia  +  4i  +  3=0. 

Durch  Abscheiden  jenes  Faktors  bleibt  aber  als  Gleichung  4. : 

3i+s  +  4=0 4'. 

Die  Verbindung  von  4'.  und  1.  giebt: 

(By  +  2)i  +  3y>  +  6y=0 8. 

Diese  mit  4'.  wieder : 

j,«-,--2=0. 

Die  Mnen  Werthe  y  =  ^\  und  y='2  finden  ihreWerthe  :  aus  4. 
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I^afa<)lie  Berecbnung  der  Zabl  v. 


Herrn  G.  Hetlwig, 

Lt'hrer  der  Mathnraatlb  %a  FAriienn 


Man  denke  sich  in  und  um  einen  Kreis  mit  dem  HtilbmesMr 
R  die  regelmSssisen  Vielecke  von  n  und  ?n  Seiten  bei« cTi rieben. 
Die  Seiten  der  eingeschriebenen  Vielecke  von  n  und  '2n  Seiten 
mD^en  bezGglicb  mit  >■  und  t^„,  die  der  uraechriebenen  entspre- 
ebend  mit  &,  und  5^,  and  die  Lothe  vom  Mittelpunkt  äe^  Krei- 
ses auf  die  Seiten  tn  und  s^n  ebenso  mit  r»  und  r^n  bezeichnet 
werden.  Wir  trollen  Formeln  auTzustellen  suchen,  mittelst  deren 
$j^,  Sn  und  S^^  aus  (■  berechnet  trerden  kCnnen;  dadurch  mes- 
sen wir  zu  MSberangswerthen  von  n  gelangen,  indem  7^>  oder 

n-n-'a  f3r  fi=^l,    am  so  mehr  mit  n  abereinstimmt,    je  grös- 
ser n  ist. 

Aus  den  in  der  oben  angedeuteten  Figur  vorhandenen  recht- 
winkligen Dreiecken  entnimmt  man  lelcnt  die  folgenden  Be- 
zie  hangen : 

(1)        ,„•=«'- j.*,«, 

(2)  .„•=(R-r.)«+t,.,, 
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aas 

Die  EliniiDalion  von  jh*  aas  (2)  unii  (3)  Ribrl  i 

(4)  jH.'=J«'-^e.r., 

woraus  insii  m  Verbiodong  mit  (I)  erhält: 


(5)  r^=fi.y?+*.g. 

Wegeo  Aehnlichbeit  voa  Dreiecken  der  Pigar  hat  man  ferner  die 
Proportioneu: 

(6)  *,.:^*.s:Ä.'r,» 


(7)  r«:ß;=^i,;^^. 

Hiersua  ei^ebt  «ich: 

(»)  ■..=5=-..«,, 

MO  wie 

(9)  &*-■«     .. 

uDil  ebenso 

¥üt  B  =  l  vervtnnileln  eich  die  Wertfae  von  rp,,  t^,,  ^  und 
S^  in  die  folgenden: 
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fl2) 
(13) 
(14) 


Diue  Formeln  verwenden  «ir  in  iler  VVei«e  «iir  Berechmins 
von  n  dapB  wir  von  einem  bestimmten  Werthe  von  r«  unO  *, 
•nogeh^n.  daran.  r„.  *.,  S, ,  «„bestimmen  «nd  hieran,  «.e- 
derSm  r^.  ,^,  S„  linden  u.  -.  f.  Nim.Jt  man  «  =  6,  gebt  .l.n 
vom  TegelmfianiBen  eingeschriebenen  SechseeL  aus,  so  hat  man 
beliannibch  fg  =  1  und 

r,  =  1^3  =  0,8600254. 

Mit  Halte  dieser  W.rtbe  gelangt  man  bei  *""'"'l""f„''''«"''': 
liget  Logarilhmen  au  Mgeidem  Schema  Kr  d.e  Berechnung  von  « . 

log.S,  =0,0624864 


jr,  =  0,43301^7 

\     ^f 

r„>  =0,9330127 

,„  =0,9659254 
2)0,48i«627 


r„   =0,9914417 
2)0.4957223 

0^5 

r„'  =0,9957223 


r„    =0,9978589 

2)0,49f 

0,5 


log.l    =1  -I 

l„g.r,  =0,9375306-1 
log.r,.'=l,9698g75— 2 

log.r,,  =0,9849437-1 
'  "     0,30103 

0,2tß97S7_ 
log..,,  =0,7140263-1 
W.r„'=l,9925370-2 

l„.r„  =0,9962685-1 
'  0.30103 


log.S„=0,72800826-l 


log.S„=a4204S9J-l 


r„    =0,9994647 
2)0,491(7323 
0,5 


log.,.  =0^^87-1  jlog.S.  =0,1175596-1 
log.r.»^l,9995348-2  i 
lo..r„  =0,9997674-1  I 

log..,.  =o|S3-2   log.Sg.  =0.8160639-2 
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r,„*:cO,9997323 


r,„  =0,98 

0,4999331 
0.5    ■ 


r,„=0,e9»9661 
\ 


OS 

r,„«=i§9sj8e 

r,n  =0,9999913 

2) 

0,4999930 

0^5 

riji.'=0,99«99S6 


r,^  =0,999998 


W 

'«ir«*  =0.999999 


kif  .r,«*^  1.9998038-2 

2) 

log.r,„  =0.9999419-1 
0.30108 
0,3009719 


log«,„  =0,514^-2 
l'iBi'm''=1.999W09— ä 


li)g.r,„  =0.99998S4-1-1 
0.30103 
0,30l0l^ 

log.^,4  =0,2138440-2 


log.S,,,  =0,5149175-2 


l»B«m  =0,2138580-2 


log.r,„'=I.9999924— 2 

■    ,    2) — ^ 

log.r,„  =0.9999962-1 
0,30103 

iTsoioas" 

log..r„  =  0.9128178—3 


log.SV„  =0.9128210-3 


log.r„,.fal.9999«e2-2 


l°!''ui<  =0.9099091-1 
0.30103_ 
S;3ÖI029I 

I»B.»1M.  =0,6117887 

log'to«'^  9999990-2 
0,30103       ^ 


'»M 


0,3010298 
=0,3107589 


log.S,„,=0.6I  17896-3 


lt«'5^=0.3107591-3 


Als  Dorchscbnittawerth  folgt  ans  dieser  Berecbnaag: 
log.  «=0,3107590-3. 
FOgt  man  hierm 

log.l336=3,1863912 


I  ergiebt  «th 


log. 0=0. 4971502. 
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DieaeiD  Logarithmus  entspricht  die  Zahl  3,14160,  welche 
in  der  That  den  Wettb  tod  n  auf  fi  UflcimalateUep  richtig 
angiebt. 

Die  fnitsetheilte  Bereclitmn);  «cheKit  mir  bauptySchlich  t^rmi 
Vorzflge  zuDesitzen,  nümlicb  das«  eich  ein  mal  di«  meisten  der 
darin  Torkammenden  Zahlen  cinrachen  tirenze»  immer  mehr  D&hern, 
indem  die  Werthe  von  r'  und  r  der  Einheit  und  die  Summe  der 
Radienloearithmen  mit  OiSOt^dem  Lvgaritbnus  von  2  zustreben, 
oder  doch  wenigstens  eine  ge);enseitige  Annäherung  zeigen;  wie 
die  Werthe  von  logt  nnd  logi$,  i\ui  dass  zweitens  das  Auf- 
suchen der  vorkommenden  Logarithmeri ,  ho  wie  der  Zahlen  zu 
denselben  sehr  bequem  geschieht  deshalb ,  weil  man  von  Ivft-r^^ 
an  kein  Btatt  in  den  slebeDslelligen  Logarithmen  tafeln  mehr  um- 
zuwenden braucht.  Dabei  ist  der  Hechanismus  der  RecbnuDg 
der  einfachste,  den  es  geben  kann,  und  bietet  keinerlei  Scbvrie- 
rigkeiten  dar,  weshalb  auch  Jeder  mit  den  nothwmdiKen  ^of- 
kenntaisaeu  ansgerOstele  Schüler  mit  Leichtigkeit  in  d^n  Gang 
der  Kechnnng  sich   bineinfindep  wird. 
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Bttscellen. 


Eine  gelegentliche  VeranIa«Bung  führte  mich  neulich  einmal 
wieder  auf  die  Bestinminn^  des  Inhalte  der  dreiseitigen  Pyramide 
ans  drei  in  einer  Ecke  z us a mm enstoss enden  Kanten  und  den  von 
denselben  eingeschlossenen  Winkeln.  Wie  leicht  diese  Aufgabe 
durch  die  sphärische  Trigonometrie  zu  erledigen  ist,  weiss  Jeder; 
es  kam  jedoch  auf  die  Anwendung  der  blossen  ebenen  Trigono- 
metrie an,  und  da  die  Auftöanng,  tvelcho  ich  fand,  mir  säfar  ein- 
fach scneihl,  die  Aufj^abe  sich  aut'i  wohl  xur  Uebung  fdr  Schüler 
eignet,  so  will  ich  meine  Au flüsnng  hier  niittheilen.  Taf.  IV.  Fig.  1. 
iTird  fär  sich  verständlich  sein,  und  nur  kurzer  Andeutungen  za 
ihrer  Erläuterung   bedürfen. 

Die  gegebene  Pyramide  sei  ABCD  =  P.  Die  Kamtm  Al>=a. 
BD=ib,  CU=c  and  die  Winkel 

jCADC=u.    ^BDC=ß,    Z.ADB=r 

seien  gegeben.  CE  sei  auf  der  Ebene  ADB,  CF  und  FC  seien 
»»(  AO  md  BD  aenkrecht,  und  EF,  EG,  DE  stiea-  gezogen. 
Man  setze  der  KQrze  wegen 


P=^^ADB  CE=^ab.CE.iAny. 
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£F=cco8ittang9>,    EF=  DE.mn^; 

EG^cco6ßUnpl>,    E<i=zDE.»m^. 

Abo  ist 

EF  _  co8g   taiigf) Bing) 

EG      C08j!    lang^      sintf'' 


&tsu,  weit  i()  =  )'  — q>  ist: 


COUff    COfli 


(r— y)_ 


niid  hierana 

_  coa^ — cQgttcoay 

"ß''  ~  COMtsfuT 

folgt.    Daher  ist  nach  dem  Oliigeii 

„„_    C08(ä — coaacosy 
~"  »in/  ' 

und  weil  cun  hiernach 

ist,  so  ist,  wie  man  sogleich  Bpdet; 

CE  =  --j —  V  I— coso'^-^oBjS*— coaj*+2co«<cosßc«s)' » 
also  nach  dem  Obigen 


/*=5aAc  V^I — costt*— cosjJ*— cusj*  +  2cos«gos^  cos/, 

oder  nach  einer  sehr  hekadnten  Transfofmalion  der  CrSs««  unter 
dem  Wurzelzeichen:  ' 

P=^abey  »in2(a  +  /3+y>sin,^(j3+y-«)sii^+o— jJ)siB2(«+^-r)' 
welches  die  bekannte  Forme)  i«t. 
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XVIII. 

Krwelterangreii    der   Integral - 
rechnnns. 

Von 

dem  Heraasgeber. 


Einleitnng. 


In  der  Integralrechnuiif;  gebt  man  bebannlllch  von  einer  An- 
zahl von  Integralen  ans,  weu:b«  unmittelbar  aus  der  Differential- 
rechnung entnommen  werden,  und  nichts  Anderen  sind  ala  die 
Umkflhrungen  der  in  der  letzteren  Wiseenscbaß  sewonnenen  Diffe- 
rentialformeln ,  in  der  That  aber  die  eigentliche  Grundlage  der 
gesaminlen  Integralrechnung  I>ilden.  Hat  man  einmal  diese  Inte- 
gralformeln  anfgestellt,  so  besiebt  streng  genommen  die  ganze 
fibrige  Integralrechnung,  insofern  sie  die  Anffindong  der  Integrale 
der  entwickelt  gegebenen  Differentiale  betrifft,  in  nichts  Weiterem, 
als  in  der  ZurOcIinihrung  der  übrigen  zu  entwickelnden  Integrale 
auf  jene  anmittelbar  aus  der  Differentialrechnung  entnommenen 
Integrale  durch  geeignete  Transformationen ,  Sabslltutionen  n.  s.  w., 
und  ein  Integral  kaun  jederzeit  als  gefunden  betrachtet  werden, 
wenn  es  sich  auf  jeae  Fundameutal-Integrale  zurflckführen  UUst, 
was  freilieb  oR  mit  grossen  Schwier! gkei^n  verbunden  sein,  und 
vielen  Aufwand  analytischen  ScharfsinDS  erforden  kann.  Je  mehr 
dergleichen  Fundamental -Integrale  man  nun  ans  der  Differential- 
recEnnng  entnehmen  kann :  eine  desto  breitere  Grundlage  wird  der 
Integralrechnung  geboten,  und  ein  desto  grüsseres  Feld  der  Auf- 
■vchung  geeigneter  Mittel  znr  Reductloa  anderer  Integrale  auf  die 
erwShnten  FuDdaraental-IntMrale  wird  dem  mathematischen  Scharf- 
sioDfl  eröffnet.  Ich  glanbe  Aher,  dass  man  diesen  einfachen  Weg, 
die  Inlegralrecfanang  zu  erweitern  nnd  zu  veivollkommnen ,  zu  frflh 
vwlaMen  hat,  wenn  auch  allerdinga  manche  Vetauche,  denselben 
Thcii  XTIO.  17 
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zu  betreten,  gemacbt  n-orden  sind,  ohne  das«  mnn  sieb  viellmeht 
stets  klar  betmaat  gewesen  ist,  was  mao  eigentlich  wollte  und 
eigentlich  suchte. 

Insbesondere  hat,  ohne  anderer  frflherer  Versuche  jetzt  wei- 
ter zu  gedenke«.  Euler  versucht,  die  Bilgen  der  Ellii>8e,  der 
Hyperbel  und  der  Parabel  in  die  Integralrechnung  einzufKhren; 
dieselben  in  ganz  Khnlicber  Weise ,  wie  man  schon  lange  vor  ihm 
die  Kreisbügen  gebraucht  hatte  und  bekanntlich  auch  jetzt  noch 
gebraucht,  zur  Darstellung  der  Werthe  gewisser  Integrale  zu  be- 
nutzen ,  und  auf  diese  als  neue  Fundamen tal-lnfej^a^  gewonne- 
nen Integrale  sodann  andere  Integrale  durch  analytische  Trana- 
rormatiffnea  und  SubstltutioDen  zurfickzulähren.  Die  iti  vielen  Beile- 
bungeo  merkwfirdige  Ahhandhing  Guler's,  welche  ich  hierbei  im 
Sinne  habe,  findet  »ich  in  den  Novis  Commentariis  Acade- 
Biiae  seientiarura  Imperialis  Petropolitanae.  Tom.  X. 
pro  anno  1764.  Petropoll.  1706.  pag.  1.  and  hat  den  Titel: 
De  reductione  formularun  iategralium  ad  rectificatio- 
nem  ellipsis  ac  hyperbolae.  Ich  kann  nicht  unterlassen,  die 
merkwürdigen  Worte,  mit  denen  Euler  diese  Abhandlung  einlei' 
tet,    hier  anzufahren.     Er  sagt  nXmlich :    „Egregia   omoino  sunt, 

3aae  acutissimi  Geometrae  lUlaclaurin  et  DAlembert  de  re- 
uctione  formularum  integralium  ad  rectificitionem  Ellipsis  et  By- 
perholae  sunt  commentati;  cum  in  iis  non  solum  insignis  vis  in- 
genii  Spectetur,  sed  etiam  haud  exi^ua  spes  affulgeat,  his  recti- 
ficationibus  in  calculo  aeque  commode  ntendi,  atque  adhuc  arcns 
circulareM  et  logaritbmos  adhibere  sumus  soliti.  Nullum  enim  eat 
dubium,  quin  haec  investigatio  a  suniniU  Geometris  tarn  felici 
■uccessu  auücepta  iatissime  pateat,  atque  uberrimos  Tructua  all* 
^usndo  sit  allatura;  qnamris  enim  iam  plurinium  in  bon  negotio 
Mt  praesttlum,  minime  tarnen  totum  argumentum  quasi  exhaustum 
est  cenaendum.     Nam  poetquam   lange  diveraa  methodo  usus   eo 

Eerveni.  ut  tarn  in  Ellipsi  quam  in  Hyperbola  dlversos  arcus  dfl- 
nire  potuetim,  quarum  dinerentiam  geometrice  aselguare  liceat, 
de  ^uo  quidem  laudati  vlri  dubita«8e  videntur,  hlnc  uon  levis  ac- 
cessio in  tractatione  huius  argumenti  expectari  poterlt.  Imprimts 
antem  hie  idoneua  signandi  modus  desiderari  videtor,  cuius  ope 
arcus  elliptici  aeqne  commode  in  calculo  expriroi  qneant,  ac  iam 
logaritbmi  et  arous  circulares  ad  insigne  Ana]\^eos  incrementum 
per  idonea  signa  in  caUsulum  sunt  introducti.  Talia  signa  novam 
quand&m  caiculi  apeciem  suppeditabunt ,  cuina  bic  quasi  prima 
elementa  exponere  constitui." 

Seinen  ZMeck  und  den  zur  Erreichung  desselben  eingeschla- 

Seoen  Weg  noch  welter  andeutend,  geleitet  von  der  Ansicht, 
ass  mta,  eben  so  wie  man  hei  der  Einfilhnma  d«  KreisbMen 
In  die  Integralrechnung  dem  Hatbmesaer  des  Kreises  einen  be- 
■Hmmten  Constanten  Werlb,  nSmlich  die  Einheit,  beilege,  ein  ähn- 
liches Verfahren  auch  bei  dem  Gebrauche  der  BOeen  der  Kegel- 
adinitte  befolgen  müsse,  fkhrt  dann  Euler  fort:  „Qnemadmodom 
autem  omnea  arcns  cireaUres  ad  clrculum,  cuius  radius  unitati 
aequalis  statuitur,  refenrl  solent,  Ita  etiam  pro  omnihus  seclioni- 
bua  co'nicts,  tiuas  in  mlculnm  rccipere  volumus,  mensuram  qgan- 
dam  fixmi  dnitats  expitiMitdam  assnni  eoBreDiet ,  qiKo  ad  chums 
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•peeiM  ssquc  perttoMt  Peraptcnam  amttm  eat,  banc  raeMaram 
an  traDSTCTSo  tribui  dod  poase,  cum  ia  inparaboU  oeceMario  fiat 
ininitue,  in  hj'parbola  autem  aegativam  valonm  conseqnatar : 
ae4|iia  parum  axi«  eouiagataa  ad  hoc  iastitatDin  est  accommoda- 
ttw,  ifuippe  ffai  in  paralMla  quoqne  fit  biGaitos,  «t  in  byperbola 
TaloKm  ad«o  tmaginaiinm  adipiscitur.  ReliaquUar  igitnr  parame- 
ter,  oni,  «laomltiB«  perpetuo  valor  fixus  tribai  queat,  nihil  ptane 
Abatat,  et  c|aoniam  pro  circulo  pararaeter  ablt  in  diametruin,  huina- 
qac  ■•mlasis  unitate  exprimi  solet,  conslanter  in  sequeDtibua  pa- 
rametnim  binarlo  indicabo,    nt  ains  semidsia  onitat«  exprimator." 

kb  habe  ancb  dieaa  letzteren  Worte  Enler'a  hier  angefahrt, 
weil  sieb  im  Verfolg  dieser  Abhandlung  aeigeti  wird,  dass 
ich  den  in  denselben  auBgesprocheDen  AnsichteD  Aber  die  An- 
nahme einer  bestimmten  GrDsM  als  Einheit  wenigstens  nicht  un- 
bedingt  beistimmen  kann. 

Es  Ist  bebaant,  dass  Euler's  so  eben  besprochene  merkwfir- 
dige  Abhandlung  die  bauptsSchlichste  und  nächste  Veranlassung 
znr  Bearbeitung  der  Theorie  der  elliptischen  Fnnctiinen  gegeben 
hat;  denn  Legendre,  der  eigenttiche  Besonder  derselben,  sagt 
in  seinem  Traitä  des  fonctions  elliptiques.  Tome  I.  Pa- 
ris. 1825.  i.  Avertissement  p.  VI.  VII.:  II  n«  sera  pas  inn- 
tile  pnur  rhistoire  de  Ia  Science,  de  faire  remarquer  icique  cette 
noavelle  branche  d'analyse  i  laqnelle  l'Autenr  a  aonn^  le  nom  de 
Theorie  des  fonctions  elliptiques,  est  fond^  en  grande 
partie  sor  les  bases  ^tabjiea  dans  le  chap-  V. ,  concemant  Ia  forme 
Ia  plns  simple  de  ces  fonctions  et  leur  dirision  en  trois  e'sp^ces; 
d'ou  est  r^6nlt<(  an  Systeme  de  nomenclature  et  de  notation ,  propre 
i  repräsenter  ces  fonctionH  dans  les  nsages  ordinaires  d'analyse, 
et  h  faciliter  Ia  recfaerche  de  leurs  propri^^s.  Euler  avait  privn 
qu'a  l'aide  d'nne  notation  convenable,  le  calcul  des  arcs  d'ellipse 
et  autres  transcendantes  analognes,  ponrrait  devenir  d'nn  usage 
presqne  aussi  grinA'al  que  celui  des  arcs  de  cercle  et  dy  loga- 
rithmes(*J;  mais  si  oo  ezcepte  Landen,  qui,  par  Ia  d^converte 
de  son  tn^orime,  anrait  pn  s'ouvrir  des  routes  nouvelles,  per- 
sonne ne  s'est  mis  en  devoir  de  r^aliser  Ia  jir^diction  d'Eiiler,  et 
on  peut  dire  qne  l'Autenr  de  ce  Trait^  est  restä  seat  k  s'en  occn- 
per,  depuis  ran  J786  on  il  a  fait  parattre  aes  premiires  recher- 
cbes  sur  les  arcs  d'ellipse,  jusqu'a  l^poque  actuelle.  Cette  espAee 
de  d^laissemetit  a  retard^  sans  doste  les  piogr^u  de  Ia  Theorie 
des  ronctions  elliptiques;  mais  l'Auteur  par  des  efforts  renonvel- 
l^s  &  de  grands  intervalles  de  temps ,  est  parvenu  enfin  ik  coni- 
pl^ter  presqne  enti^rement  cette  th^orie,  et  k  en  rendre  l'appli- 
eation  facile  par  des  tables  fort  etendues  dont  il  a  ex^cnt^  lui- 
mAnie  tons  les  caiculs." 


•)  Voiel  lei  paroles  dXoler  (Not!  Com.  Petrop.  low.  X.  fmf;.  4.): 
„Imprimi*  sulem  fatr  Idoncni  «ignandi  modni  decidorsri 
videtnr,  ealoa  npe  arcoi  siliptici  «eqae  cammode  in  cal- 
cnlo  eaprini  qaeant  ac  iav  logaritfami  et  sma*  eircelsraa, 
■  4  iBairse  analfaeoa  iacranentam,  in  cslcalnai  aaat  Inlro- 
daeti.  Talia  •igna  nevaH  auamdam  ealcali  ipeciam  aufpe- 
ditabaal." 

IT» 
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Die  grosse  Ausbildung  derTbeorieder  elliptUcfaeD  FancfioDMi,  hi 
irelcher dieselbe, ohne  im  Wesentlichen  den  ursprünelitih  coa  L  e  g«o  - 
dreioaeiner  ältesten  Schrift  über  diesen  Gegeustand:  Memoire  sar 
les  transcendantes  elliptiques,  uü  I'vd  donne  des  m^- 
tbodes  facil«!j  pour  comparer  et  eraluer  ces  transcsn- 
dantes,  qui  comprennenl  les  arcs  d'ellipse,  et  qui  se 
recxintrent  frequemment  daoe  les  applications  du  cal- 
cnl  integral.  Lu  ä  ta  ci-devant  Acadeinie  des  Sciences 
en  avriri7>t2.  Par  Adrien-Marie  Le  Gendre.  A  Paiis. 
L'an  deuxieme  de  la  R^publiqae.  i°.  vorgezeicbneten  W^ 
zu  verlassen,  geführt  irorden  ist,  muss  jeden  Analytilter  mit  der 
üseten  Bewunderung  erfüllen;  und  es  ist  diese  Theorie  zugleich 
IS  schifUNte  und  lehrreichste  Beispiel  der  Errorscbuug  der  Natur 
einer  wichtigen  analytischen  (irüssenfornt  nach  allen  mDj^ichen 
Seiten  und  Ifichtungen  hin.  Mit  besonderer  Be:cngnahme  auf  die 
oben  angeführten  Worte  Euler's  hat  sich  mir  aber  schon  üReis 
die  Frage  aufgedrängt,  ob  sich  dem,  was  Euler,  wie  esscheint, 
eigentlich  im  Sinne  natte  und  beabsichtigte,  namentlich  auch  in 
Bezug  auf  den  „idoneus  signandi  modus,  cuius  ope  ar- 
cus  «lliptici  aeque  cnmmode  in  caiculo  exprimi 
qneant,  ac  iam  logarithrai  et  arcus  circulares  ad 
insigne  Analyseos  incrementum  per  idonea  Signa 
in  caiculum  sunt  intioductL  Talia  signa  novam 
quandam  caiculi  speciem  euppeditabunt,  cuius  hie 
quasi  prima  elementa  exponere  constitui"  nicht 
vielleicht  auf  eine  Weise  entsprechen  liesse,  die  bei  muglichater 
Einfachheit  dem  Verfahren  ganz  analog  wäre,  welches  man  bei 
Einfillirung  der  Kreisbogen  in  die  Integralrechnung  befolgt.  Wäre 
dies  müslich,  so  würde  man  dadurch  eine  Reihe  neuer  Funda- 
'  mental  -  Integrale  erhalten,  auf  die  man  andere  Integrale  zurück- 
zuführen suchen  müsste.  Wie  ich  diese  Frage  zunächst  für  die 
Ellipse  z;i  beantworten  und  möglichst  zu  erledigen  gesucht  bähe, 
werde  ich  in  dieser  Abhandlung  zeigen,  indem  ich  mir  vorbehalte, 
apfitertlin  auf  die  Hyperbel  und  die  Parabel,  ja  auch  noch  auf 
andere  Curven  zurückzukommen.  Die  Hyperbel  ist  (reilicb  eigent- 
lich schon  unter  der  Ellipse  enthalten;  indess  scheint  es  mir  ita 
vorliegenden  Falle  b6sser  und  angemessener  zu  sein,  so  wie  der 
Ellipse,  auch  der  Hyperbel  eine  besondere  Betrachlmig  zu  wid- 
men. Ich  werde  für  jetzt  aber  nur  hauptsächlich  die  Fundamen- 
tal-Integrale entwickeln ,  weiche  sich  mir  bei  dieser  Untersuchung 
ergeben  haben,  und  erst  späterhin,  wenn  ich  Henigstena  auch 
die  Hyperbel  und  die  Parabel  in  ähnlicher  Welse  wie  die  Ellipse 
untersucht  haben  werde,  die  fernere  Untersuchung  der  Integrale 
onternehmen,  welche  auf  jene  Fundamental -Integrale  sich  zurück- 
führen lassen.  Dann  wird  sich  auch  erst  entscheiden  lassen,  in 
wie  fern  der  Titel,  welchen  ich,  ohne  übrigens  dadurch  im  Ge- 
ringsten ein  gewisses  Aufsehen  erregen  zu  wollen  die  Absicht  zu 
haben,  dieser  Abhandlung  gegeben  halte,  gerechtfertigt  erscfaetnf, 
d.  h.  in  wie  fern  die  in  derselben  entwickelten  Integrale  wirklich 
als  Erweiterungen  der  Integralrechnung,  deren  dieselbe  freilich 
noch  sehr  bedürftig  ist,  zu  betrachten  sind.  Daher  bitte  ich  auch 
schon  jetzt  um  eine  nachsichtige  Aufnahme  und  Beurtheilung  der 
vorliegenden  Abhandlung,  bis  erst  weiter  fortgesetzte  Unlersncbnn- 
gen  einen  sicheren  Maassstab  für  die  Beurtheilung  des  Wertheit 
derselben  abgeben  werden. 
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Erste   AbtheiluDg. 

}i- 

Wir  wnlleo  una  zwei  beliebige  «lonjugirte  Halbmesser  einer 
Ellipse  denken,  die  mr  als  positir  betrachten  und  mit  Kückeicfat 
hierauf  durch  Ob,  b,  bezeichnen;  die  Durchechnittepunkte  dieser 
conjugirten  Halbmesser  mit  der  Ellipse  seien  respective  Am,  ßni 
und  der  »on  densL-lben  eingeschlossene,  180"  nicht  übersteigende 
Winkel  werde  durch  am  bezeichnet.  Sind  nun,  wenn  wir  n«,  &■ 
als  die  positiven  Tbeile  zweier  Coordinalenaxen  betrachten,  in 
diesem  seinen  Anfang  im  Mittelpunkte  O  der  Ellipse  haben- 
den Coordinatensysteme  Xn,  ya  die  Coardinaten  eines  heliebiKen 
Punktes  der  Ellipse;  so  haben  wir  nach  der  Theorie  dieses  Ke- 
gelschnitts bekanntlich  die  Gleichung 


■'      (sT+föJ-- 


Denken  wir  uns  nun  aber  einen  Bogen  der  Ellipse,  welcher,  bei 
ilem  Punkte  An  als  ^emeinscbartlichen  Anfangspunkt  aller  Ellipsen- 
bvgen  anfangend,  bei  dem  durch  die  Conrdinalen  Xh,  j/a  bestimm- 
ten Punkte  ixnyn)  der  Ellipse  sich  endi^rt,  indem  wir  diesen  Bo- 
gen immer  als  positiv  oder  als  negativ  betrachten,  jenachdem  er 
von  An  an  durch  den  180°  nicht  fibersteigenden  Winkel  A^OB, 
hindurch  nach  £■  hin,  oder  von  An  an  durch  den  180*'  fiberstei- 
genden Winkel  AnOBn  hindurch  von  B„  abwärts  jzenommen  wor- 
den ist,  und  bezeichnen  mit  Rficksicht  hierauf  diesen  Bogen  durch 

(Uli;    so  kennen  ivir  offenbar 

Functionen  dieses  Bogens   an  betrachten,    jnd  wollen  dieselben 

daher  unter  dieser  Voraussetzuug  respective  durch  ÖafOiii  ShUd 
bezeichnen,  also 

■»  a=e.»..  g=s.«. 

setzen.  Uer  Buchstabe  e  ist  in  diese  Symbole  deshalb  aufge- 
nommen worden,  um  anzudeuten,  dass  dieselben  der  Ellipse  an- 
gehören; dies  könnte  fiherllüasig  scheinen,  wird  sich  aber  als  noth- 
wendig  erweisen,  wenn  es  späterhin  darauf  ankonimeu  wird,  die 
Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  von  einander  zu  unterscheiden. 
In  diesen  Symbolen  haben  wir  nun  nach    I)  die  Gleichung: 


{a-fi>«)'  +  ts„co,)»= 
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NebmeD  wir  den  Punkt  Ba  &1b  Anfanespunkt  aller  ElÜMenbi^en 

an,  und  bezeichnen  einen  bei  Bn  anfangenden,  bei  deni  durch 
die  Coordlnaten  ^cn,  y.  beatimmten  Punkte  ^T^yn)  der  Ellipse  sich 
endigenden  Ellipaenbogen ,  indem  wir  denselben  als  poeitiv  oder 
als  negativ  betrachten,  jenachdem  er  von  dem  Punkte  0n  an 
darch  den  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  BnOAn  hindurch 
nach  An  hin,  oder  von  B»  an  durch  den  )8(h>.flbertleigenden 
Winkel  BnOAa  hindurch   von  A»  abwärts  genommen  ivorden  ist, 

durch  ohij  so  ist  in  gans  ähnlicher  Bezeichnung  wie  voriier 
offenbai 


4) 

a=s.. 

•Iw  DUh  3): 

S) 

folglich  nach 

3): 

6)  (©■oi,)«  +  (S,<a.)«=l. 

Ich  will  nun  besonders  die  Gleichung  3)  io's  Auge  fässea,  nnd 

iaTOrd«rst  die  Differentialqnotleflten  der   als  Functionen   von  Wb 

botracbteten  GrOssen  Ghcos.  Suto»  in  Bezug  auf  «■■  als  unabhän- 
gige verfindeiliche  Grösse  entwickeln. 


S.  2. 
Weil  nach  dem  vorher^henden  Paragraphen 

te«^)«  +  (S«M,)«=l 
Uf,  so  ist 

,  e«m>>.9e.(o.  +  SHCo..SS.i>h.=:0. 

Nach  den  Lehren  der  höheren  Geometrie  ist  aber  offenbar  in  völ- 
liger AUgemrinhelt : 

3ft,*=  aik*  +  3y.» + 2cos«,.3jr^. ; 
nud  Weil  nun  nach  dem  Obigen 
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alao 

ist;  so  ist 

Nach  dem  Vorhergehenden  \a\  fern« 

Sin» 
aloo,  wie  man  nach  gehöriger  Subatrtutioo  leicht  findet; 

(Ss!  V. (S.^.)W 

(oQaiD.)*  = J-; T'i -      ■  ;^      r  ö" 

Folglich  ist  offenbar  mit  BeziehuDg  der  oberen  und  ni)ter«s  Zei- 
chen snf  einander; 


%/     . .        . .  . .  .^= 

Y  «.•(&,  «^0•+».^6.«.)•-2«i4.el>^■^.e.ln.^i.l.. 


Y 


wo  sich  nan  frSgt,  wie  in  diesen  Formeln  die  Zeichen  ^n  nehmen 
sind.    Mittelst   einer  sehr    eiDfaches  Betrachtnng    erhellet   aber. 


gleiche  Vorzeichen  haben,  woraus  sich  ergiebt,  dase  mau  in  den 
oÜgen  Formeln  die  unteren  Zeichen  nehmen,   und  daher 
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VI 


/9ih».=: 


Y  «.•(S,i,)»+6."(6,i.)*— 2«.6.co»o.6.».S.»° 


ntim  iinua. 

Weil  belcAiiDtlich 

(e.»,)»+(s,i.)'=i 

ist,  ao  tat 

iI.'(S.J.)«  +  S."(S.m.)»=o.'-(o.'-6,")(e.»)' 
,    =6.''  +  (n.'-6.')(S.«.)'i 
alao,  wann  wir 

aetiafl: 

o.«(S.l.)«+6.»(e,mO»  =  u.'}  I  -«."(e,*)»! 
=J.'|l  +  «.'(S.i.)'l 
adai 

«.>(S,i,)'  +  S.>(6.i.)''=«.»-6A.«<e.^)" 
=6.'+a,»a."(S.^)>. 
Folglich  iat  oach  dam  Obigen  aach ; 


D.,.„ct,GoogIc 


l3a.w.=- 


349 

fiiiiioiid(aii 


"-V  1— <.'(e««.)"-2c««vVi-<ii« .  e.' 


6.Y  l+6,'(S.i)»-2<;o...,  \^  1  + 1.'.  e.i.  S.» 


1  ».y  i+iAär».)«-2c<i»i<,vrM?:e.».s.« 


|9S.ii>,=    — 


«.y  l-e.'(e.i».)«-2co«o.Vl-«.'.e.c».S,ii 


oder: 


lde.».= 


11) 


./ r-: ,  .  .  . 

Y  V+a.'fti'CS.».)«— 2o,Aco«i.6.o>.S,n 


V". 


«••— 6A«*(®«i<i«)*— 2o.A,cos«,©,(Ö,,Sb«, 
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Sr."«i.'(©»IO«)'-2<nAiC08«,©»01,S,  U, 


i*(S.».)^--3ai.6HC0Bir.eii  ä).S.  o« 


Wir  wallen  nun 


14)  T,»,.$«oi.=  l 

Ist    Dann  ist  nach  den  Regeln  der  Differentidrechnuiig: 


■    m  ©«Wir^ SnCOB ;— 

ST.»,  _  Sa,  3m» 


(©»».)• 


Also  ist  »ach  dem  .voihergeheoden  Paragraphen 
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8».     y  <h^s^Hi1<'(e•<«)*-3tllAieolu.e.üs.ü 


•S.i«.-t«       1 


e.ita      y  a.'(8.^)«+^«(e'.i^)<'-2a.6.co8a.e.^.' 

d.  i.,  w«n. 


15)  ^■^ 

8aK 


(«.».)'  y  o,«(s.mi)'+s.'(ä.«.)'-2«,i»^»".e.iI.  s".  <^ 

oder 

1 3»;; 

~  • "    \r~ — '~' T"^ '  '  « ■ "~ 

(e.».)'  y  o.«(S.Bi.)"+4.'<6.«.)*— 2<i,,4.co»o,eri».S,». 
oder  «nch 

17)  8f.i. 


1 

e«. 

<6,i.j'  ..V^i-«.'(e.i.)' 

'-2co«r,Vl 

1-«.'.6.«.S.», 

1 

S.^ 

(e.i.)"   «.y  H.,,«(S.i.)^2co«»,^l+t?.e.«.S.i. 

D.,.„ct,GoogIc 


ZS2 

Weil  nach  dem  Obigen 


(S.».)'    in, 

18) 

8«. 

(S»»»)«  Y  rt„a(S,^)«  +  M®-iö»)'-2ö»A«coM:»eB»»Sn^ 


oder 


1  ^(Dn 


oder  auch 

20)  sLwa 

1 d^  

(S,iob)*  ««Y  I— Ci.'C©Bio«)'— 2cojm(»V"1— eii*.®»a)«S««» 


iS.10,)«    6,Y  l+i-*(S'.»iO'— acoSttBVl+e.'.eB^slw'« 

D,g,t,z.ctvG00gIC 


'    Sfitst  man 

21)  Svb«,  =  1  — ©bm»,      ©t,i»«  =  1  — Sbo»,; 
so  ist 

22)  dSv,tmn  =  ~dSlnan,      B&TaO>ii=-^dSnaiii 

und   diese  Differentiale  künnen  daher  aus  $.2.  unmittelbar  ent- 
nommen vrerdeo. 

Setzt  mau 
23) 

GitfOa  SnlDn 

BO  int 

■  sc„»»=(e-^)->,  ec.»»=(s.ä.)- 


alsn 


oöCiiCft,  = j-;^ — .     0OCBaiB= j-„ — -< 

(e-».)«  (S,<ft.)» 


also  nach  §.  2. 
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Weil  tiach  dem  Obigen 


(s«w»)«  y , 


8  £.".»„ 

-(f,».)- 

,8T,^ 
8^ 

8£.«. 

(S.i,)« 

3T„w„. 
Sq. 

IS) 

8Ü. 

1 

AS»«»«)'  +  Än'*(®iiO>B)*-2a«6nC09IIn@„MB  Sn«„ 


19)  8£.IM 

1  3»» 


(S.(..)»  y  ii.«(S„ö,)«+6.'(ä.».)»--2a,*.co«o,4.i.S.cil! 


20)  S£.». 


(S.J.)'  «.y  I-i!,,"(e.«.l 


)3_2C08B„V1— ««".©«Ub'SbM. 

8a>B 


IS.".)"   6.y  l,+<.'(S.«.)«-2cos<»Vl+i.'.e.m.s'.», 


D.,.„ct,GobgIc 


§.4. 


21)  Sv«ffl,  =  !  —  ©«(.>«,       6t«((i»  =  1  — Sbo>b; 
HO  ist 

22)  3Sv„«„=-33„»„,     siv„^=—SSnän; 

ani   diese  OifferentiHle  kilnnen  daher  aus  §.2.  unmittelbar  ent- 
nommen weiden. 


e      a  1  I       a  ] 


I     8Cn(0a  =  (eH»n)'>,  &Cfl(0n:=(SnlOB)-l ; 

also 

,'     ■  SdnOn  .£       ■  SSnUn    . 

0Sc»0)»  = f—g .  ddCatta» —^ ; 

(e»ü)«)«  (S»Wa)» 


also  nach  §.  2. 
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s 


f.        i- 

,11 

?. 

f          ?• 

? 

?• 

f.          |. 

f 

?■ 

f 

i^ 

-«^ 

+ 

+ 

i 

'» 

?• 

s«. 

f 

8. 

~* 

^ 

!f 

g 

1 

8  •       .f 

r 

<, 

"      5 

+ 

■  + 

". 

'„ 

9. 

?• 

|. 

f  ■ 

?• 

Sft 

f- 

8.». 


Bezeichflen  wir  die  beiden  Halbaxen  der  Ellipse  durch  0^, 
bf,,  den  von  denselben  eingeschlossenen  Wobei  also  durch  a^i 
■o  ist  «^=90",  co8(^=0,  und  die  im  Vnrhergefaenden  entwickel- 
ten Formeln  vereinfachen  sich  daher  In  diesem  Falle  sehr. 


D,g,t,z.ctvG00gIC 


2SS 

M: 

27) 

8^4,= 

e.i,8i 

Va,»(s„ij«+V(e.i,.)' 

e      s 

w4 

y"v(4^'+v(e.4)' 

8f„l„= 

1                           8% 

(e.^)*  y  .„i^-^j'+VÄi)' 

1                          8i 

(So".)'  V«.*(^i)'+V(eoij' 

8Sr„ii  = 

i(J,3<i 

V..«(S.i,)>+6.«(e.%)' 

säv„m„~ 

4'».8i, 

Y  '„'i.S„^)'  +  V(6o"o)' 

ToWti  8a>o 

e»"».  Y  o,«(S,J,)«  +  6„«<e<,i„)> 

8<i>o 


S.^  V^«o«(SÜ«  +  4.«(e.»,l 
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86.4 ^^-^ 


,V  1  -  <««(e,i,)« 


(S„"o)'    o„Y  1  -  e„>(6.ii,)« 


©ot  o„Y  1  —  ^'te,^» 


86q,4=-3Ä>. 


88o«o  = 


•o r  '    ,  a        * 

S|)"o  o„Y  !-«„«(  6.».)» 

«) 

&oaii)8ai(i      ■ 

«bV  1  +  >«■(*,%)' 

13 
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»•V"' 


SM 

SqMcSmq 


».V  i  +  <.'<s.».)" 


(e,ni)«  4„Y]+%'(s,i,)« 


(S.«io)»  6,Y  1  +  ^,«(S„Jj)« 


SSr.".,.: ?Ä?a 


3ScoO>B= 


Öo»»  4,Y  1  +  V  (S.o.)' 


S."«   6.Y  1  +..«(S.c 


Für  den  Kreis  Ut  a„=A,,  also  «.={.=0,  wodnrch  eieh  die 
obijien  Formeln  noch  mehr  Tereinfacben ,  und  anf  die  bekannten 
Sonionetrischen  Differentiale  aar^dckommen. 


Einen  bei    dem  Pnnkte  Aa   anfangenden  Bogen  der  Ellipse, 
dessen   im  Vorbergebendcn    dnrcfa   das  Sjmibol    S.    bezeicbnefe 


D.,.„ct,GoogIc 


is» 

Fnnctioti  die  GrSwe  x  bt,    d.  h.  den  WerA  as  btt,    woUen  irit 
jetzt  dprch 

Ärc.S,(=a;) 
bezeichnen,  so  das«  also 

oder,  weon  wir 


ist;  wonaa  nnn  andi  von  seibat  die  Bedeutung  Ihnli  eher  Symbole 
in  BflzDK  Knf  die  fibrigen  oben  eingeflifarten  FunctioDen  der  ellip- 
tischen Bogen  erbeliflo  wird,  was  hier  nicht  weiter  erlKntert  tn 
werden  braucht. 

i-r 

Setzen  wir  daher 
so  ist 
und  folglich  nach  7): 


Bx 


Nnn  ist  aber  nach  den  Lehren  dn  Dilierentialrediaung 
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2«0 


3b«  Sx^ 


und  folglich  nach  dem  Vorbergebendeo : 
SATCnSH(a=jJ 

I       .1 r-i r-5 7  .    ,  . 

=  -TT — V  "■°(S.».)'+S«'(e«".)'-2«.».cra«.e.«i.  S»o>,. 

©»Ol. 

Weil  aber  bekanntlich 

int,  M  ist 

(6.ä,)"=l-(S,J,)»=l-i=,  enm=iVT:^; 
wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  za  nehmen  ist,  jenachdem 

enw,=enlArcSB{=.T)| 

positiv  oder  negativ  ist    Alsb  ist,    immer  mit  derselben  Bestim- 
mung wegen  des  Vorreichens: 

30)  SÄtc,S.(=») 

y  6.'-K».^-6.')a:'T2n.t.coei...»>^l^r?  , 


=  ± 


VP:^'" 


oder 


30*)  9Arc,Ji.(=.») 

6,V  1  -H«':r"T2cos«,\^r^l3.ir*^r^^  , 
"± VT=^ '^ 

Folglich  ist  auch   umgekehrt: 
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31)  Är«,S.(  =  «) 


-*  J  VT=^ 


.AbCowt»  .  »  Vi  —  a^. 


oder: 

31')  Ärc„SB(=a:) 


■Setzt  man  x^üoip,  und  nimmt,  was  offenbar  immer  veratat- 
,  ^  so,  dasa  cwip  positiv  ist,  so  ist 


ArciiS«(=8in9>)=±/flg>Voo*8iii9>'T2T«6«cosBn«D9cöi9+&^5Jöä^. 

Setzt  man  a:=t:oBtp,  nnd  nimmt,  traa  offenbar  luimer  verstat- 
tet ist,  9  so,  das»  sin^  positiv  ist,  so  ist 

iix:=~tiüifKl<p,       yr\.—X*  =  sing»; 

also 

33) 

ArcnSn(=coB9)=T/  d<p^  a^cos(p^^'iaKb^afta,fi\nipc<iitip-{-thHiaip* . 


Setzen  wir  ferner 

cB»=Arc„©»(=^), 
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und  folglich  nach  7): 

dx S»(o, 

„-  ~    ./ r-i i~s e  .  .  ä 

^'»"  V  «•'(S-'»")'+M©«»»)"-2ft.6.ciM««e„<»,S.», 

Nun  ist  aber  Dach  den  Lehren  der  DiffereDtialtechnung : 


=1: 


dcBa 

and  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


1    4 1 r-i ;-;; •  >    -  • 

Weil  aber  bekanntlich 

(e.k)*  +  (S-^)»=l 
int,  80  ist 

(S.S»)"=l-(e-JL)*=l-;r»,    &.<^=±Vf^^^; 
wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  eh  oehmeo  ist,  jeaachdem 

positiv  oder  negativ  ist.    Also  ist,   immer  mit  derselben  Bestim- 
mung wegen  des  Vorzeichens: 


D.g.tizecbvGoOglC 


SdS 


34)  SAtti,e,(=:t) 

_ -rV  «.'-(<i.'-t^j'Ta.i.»rfo»«..«<^rr? , 


34'}  aArce,(=a:) 

Folglicb  ist  auch  ttiugekehrt: 

35)  ATVnk^i-S) 


./VS 


(«■*— A.»)j*TSwi.6BC08g«.:g  V  1  —  a«. 


Vl^ 


Arce.(=») 


Sefzt  rasn  ^r^cos^i,   und   nimmt,   was  nf«nbar  immer  i 
nuttet  iat,  tp  so,  das«  sio9  positiv  ist,  so  ist 

3x=  — sinv9T,      V  l—x'=atntfi 


36) 

Arcs@a(=co89))=:±/  89>  V^an's  i  ntp'f  ^aN&aCOstEiisinqicos^-l-  (■"coB^t  a 

Setst  man  x=K'intp,  and  nimmt,  was  offenbar  immer  veratat- 
tet  ist.  p  so,  das«  cosip  poaitir  ist,  so  ist 

bx  =  cos^qo ,      V^l  — «*  ^  casif> ; 
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37) 

}■» 

Wir  wollen  nun 

setzen,  so  ist 

and  Mglicb  nach  15): 

dx 1  [ 1 

Nun  ist  aber  nach  den  Lehren  der  DifferentiairectiDuiig: 

Sa*  _dcon      Sit  


9ua        ,        Sx 

und  folglich   nach  dem  VorhergeliendeD : 


3Arc,T.(=a;) 

e  .    .r — r-: r-j ,  ,  ,  , 

Weil  Rbsr 
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i=(e.«.)H  (s.:.)»=(e.rä,)'  |i+(?^'yi  ■ 
'    '■6.«/  ' 

>Jso 

i=(6.B.)'ii+(f.I.)«i=(i+i«)(e.«.)' 

ist;  so  tot 

'NaD  ist 

S.u.  =  e.a.T.(».^  ;);e.iB., 


mit  Beziehung  der  oberen  and  untereu  Zeichen  auf  einander ;  folg- 
lich  aUgenein; 


Ale«  Ist  nach  dem  Obigen: 

38) 
S4,cT.(=,)= „^,,,^,:j5 8-, 

und  folglich  umgekehrt: 
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Durch  Coostniction  kanD  man  das  lot^nil 
^^6,»-V(i,6,j:cot.gB+a.'äiä 


P 


—  »T 


auf  folgende  Art  finden,  wobei  nir  annehmeii  wollen,  daas  «  po- 
sitiv sei. 

Mit  den  conjngirfen  HalbmesGern  0.1=  OAi,  b,{=sOB»-  (Tat  IIL 
Fig.  1.)  und  dem  Coordinatenwinkei  a»^=AnOBn  beschreibe  man 
nach  einer  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  allgemein  be- 
kannten Anfpabe.  fär  die  man  schon  mehrere  elegante  Anflüson- 
gen  hat,  eine  Ellipse-  Soll  dann  der  elltptiscbe  Bogen  AnB 
einen  Werth  des  obigen  Integrals  darstellen,  so  muss,  wenn  wir 
BV  mit  OB,  paralleY  ziehen, 

BC    i>C_OA    BC 
^-'UW,'  OAn~~  OB,OC' 


OC:  OAn=BC:x.OBm 

sein.  Ziehen  wir  nun  durch  An  eine  Berflhrende  der_  El|ip#e, 
welche  helianntlich  mit  OS»  parallel  Ist.  und  die  Linie  OB, 
welche,  Sber  B  hinaus  verlüngert,  die  durch  A»  gelegene  Be> 
röhrende  der  Ellipse  in  D  schneidet;  so  ist 

OC:OA„  =  BC:A,D, 

also  nach  dem  Obigen 

A,D  =  x.OBn  =  b^. 

Dies  rQhrt  anmittelbar  zu  der  folgenden  Coostruction : 

Durch  den  Punkt  J^  siehe  man  eine  Berührende  der  beschrie- 
benen Ellipse,  welche  mit  OB,  parallel  bt,  schneide  auf  dieser 
Berfibrenden  von  dem  Punkte  A,  aus  ein  StOck 

J«D=X.  OBn 

ab,  und  ziehe  durch  den  Mittelpunkt  Oder  Ellipse  und  den  Punkt 
/>  die  gerade  Linie  OD,  welche  die  Ellipse  m  dem  Punkte  B 
schneidet;  so  ist  der  elliptische  B^^en  AnB,  nnd,  wie  leicht  er- 
hellet, überhaupt  jeder  bei  Am  anfangende  und  bei  ß  sich  endi- 
gende Bogen  der  beschriebenen  Ellipse  ein  Werth  des  Integrals 
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Diese  GonstnictioD  ireiter  zu  Terfolgen,  ist  jetzt  nicht  meine 
Absicht,  nnd  auch  hier  nicht  nüthig,  da  Jeder  sogleich  selbst  be- 
neifen  wird,   worauf  es  l>ei  derselben  und  bei  anderes  Ühniichen 


Settt  man  a^^tang^,    und  nimmt,     was  offenlnr  immer  ver- 
stattet ist,  99  so,  dass  cosp  positiv  ist,  so  ist 

i+a:»t=secip«,    VTf^=Becg5,     fl+Ä«)VT+ä*=secv'; 


V^6«*— 2aii6na;cos««+o«*j* 
^  secqDV  Oa'sinfi' — ^asAiiCOBitasinTiGos^  +  bn^eoa^ 
nnd 

Almbt 

40) 

AiCaTa(=tangfi)  =  /  dipV^Oa*sin9>'— 2fla&aCosi(iisintpco8qp-|-Aa*cos9*. 

Setzen  wü 

Wna;— &iiCOB(tg 


fraSlDtfa 


=iangy. 


und  nehmen  wieder,  was  offenbar  verstattet  ist,  9  so,  dasa  coaip 
positiv  ist,  80  ist 

bn,  ,       ,         .  ,        6«     CO«  {((■  — 9) 

a:^ — (rosKi-f-  sinan tanx»)  ^  —  • ^, 


,  .  ,._o.»co«y'  1-  a,'cos(«.-y)« 


«■'cos^* 
_  I  a,»coey»  -f  6a»cos(«, — y)»  |  < 

fln'cosy* 

Ferner  ist 
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V  fra*  —  ^6,,aw>8aa  +  fln';!^  ^  ftaeiDaasacq), 


Sx^6.*-ia«bnaKoaa»^aJ*x^= ^^^  ■  -^^y  - 

t'olglicb  ist 


a)so  nach  dem  Obigen 

"      i    (       Äp  cosfo«  —  cp)  J 

41)        A'«.f-j  =  r.—j.i^i 

3go_ 


'w'i<  ■ 


rar  «4=90°  sind,  wie  schon  frfiber,  o«,  Äo  die  beiden  Halb- 
axen  der  Ellipse;  also  unter  dieser  Vorauasetziing! 

42) 

Ätc„T„  (=  ^  tlu.E).).=  ''K'Jf„^^„^^ii,i,^  ■ 
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43) 
Are  T„(=  J^ta-e^)  =  "■'^■■'fj^^-ZTi^^äa^ 

_6^   /*         3y     

*"  t/  U  +  eo*cos9^  ■ 

Es  ist  schon  oben  erinnert  worden,  dass  es  in  dieser  Abhand- 
Itibg  nicht  meine  Absicht  ist,  mich  sehr  viel  mit  Traosforniationen 
der  gefundenen  Fundamental- Integrale  zu  beschfilligen  ;  deahalb 
hat  Dian  für  jetzt  die  vorstehenden  Transformationen  nur  als  bei- 
läufige Bemerkungen  zu  betracbteu. 

§.  10. 

Wir  setzen  du»  TerDer 

w.  =  Arc,'l,(ta;). 
so  Ist 

z  =  ija,, 
und  folglich  nach  18): 

Btän 
_  I  •     "_..._  1 

(S«w»)«  Y  «„a(S„w„)a+A„a(e.<D"„)a-2a.6^8(^©B^Il„ 
Nun  ist  aber  nach  den  Lehren  der  Differentialrechnung 
dton      Sein      Bx  . 

So»«,  BoJn 
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9»B 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


8Arc,l.(=») 


.  .    .1 ;-; m—. .  .  .  . 

--(S.r».)'Y  o.»(S.oi.)"+«.''(e.".)"-2«.*.«»«.e.o.S.".  • 
Well  eher 

1  =  (6.i,)H(S.'».i)'=(S.i.)'  JH-(tt-"TI  • 

eise 

l  =  (S.k)'ll  +  (i.i.)'|=a+»')(S.i)* 
let,  eo  ist 


Nun  ist 


®-"-=±vTTif 


mit  Beziehung    der  oberes   und    nntercD  Zeichen  nt   eiD&Dder; 
folglich  dlgemeiD 


o««(S,«.)"+4,«(e«i*,)«— 2fl.ftrtwm.e,o».  S,<D« 


1  +  ^ 
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Also  ist  nach  dem  Obigen: 


und  folglich  umgekefart: 

45) 

Setzt  mm  s=fiotqg,  und  nimmt,  waa  offenbar  nnmer  verstat- 
let  ist,  9)  ao,  daas  aiaip  positiv  ist,  so  ist 

l-|-x>=coaec9>*,    Vl+i^=coaee<p,     (l  +  a;')VT+^=coiecg)'; 

ferner 

^  eoMG^)  Voa^aiaq?' — SDaABCosaiSin^coa^  -f  ^*  cos9)> 
und 

Also  ist 

46) 
Arc.^.(=«)= /SyVffaVny*— 2««6BCos(:wioipco8v+4,««»9*I 

Setzen  wir 

&n:x —  aiiC08<(ii 

: — -T :-  =  cotq), 

(Tiiainiia  ^ 

nnd  nehmen^  wieder ,  was  offenbar  veratattet  ist,  <p  so,  daas  sin^ 
positiv  ist,  so  ist 

«» ,  ,    .  .   ,      o«    sin  («■  +  9) 

-    ^=g;(co«,»  +  s,n«.cot9)  =  ^.— j^"^. 
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j     ^._ft«Vingi*+o.'8iii(g,  +  y)» 
Ferner  ist 


V  «■*  —  iOabaXCOBIX,  +  bn'o!^  =  OaSioancasecip , 


ffnSincTn       d(p 


3a:\^a.«-2^6^co8«,  +  &,M  =  ~  ^Lg!g^ .  -^^ . 


Folglich  ist 


=— ««•AAinitn''. 


aUo  nach  dem   Obigen 

47)        i,c,t.u  «-?.?!;$=+»)( 

'  (      6.1        emtp       j 


■"/tj; 


..»siDf» + a.Vn(BB + 9)«  1 J 

FQr  0^=900  sind,  nie  schon  früher,  Oq,  ig  die  helden  Ralb- 
axen  der  Elliptie;  also  uoter  dieser  Voraussetzung: 
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48) 
oder 

«) 

Ate. iJ=  r '»•«' W «.■».' A—i — ,  fr.  „  .    .,, 

~ '•''V  li.'+  («.•-6.')eo«y'ir 


4.« 


-4.  J(l  +  ..«c< 


cosy*)!  * 


§11. 


rait==Arc«Scii(=:jc) 


«Iso  nach  24): 

Bx  _       Tbm^ ^  1 

8««        6«»»     Y  """(^••"")'+M©»^'-2a«6»c<.8«.e«tiJ«», 

Nun  ist  aber  nach  den  Lehren  der  Differentialrechoang; 

^ma flto«      dx  

Theil  Wni.  IS 
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3(0»     ,      3ar 

und  Tolglicb  nach  dem  VoThergebeuden : 

^ 

T.a«     . 


SciiMii=g='-,  ^-  iit,    ««ist   ©■«■=  — 
nnd  folglich 

Atao  ist 

folglich 

,T,J,=±V"i»^T, 
wo  moD  das  obere  oder  untere  Zetcfaee  nebmen  inaS",  jenachdeni 

T.i=T.|Ä»c.S«,<=»)) 
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«••(S.o.)»+6.'(e.o,)"— 2<i.6.ci>.i.,e.«),S,o>. 
_  >.'+  ii.'(i'-))T2a.A,c<na.V?d 

Folglich  ist  nach  dem  Obiges: 

50)  8ÄicSn^=a:) 

:*^    AI — s — 1'  ;s~      ^    ^ — ^ — ' — " 


«od  omgekehrt: 

BI)  ÄrcSc(  =  «) 


=±/*VJr 


SS  ' 


S.  13. 
Wir  fvollen  nno  ferner 

a»,=  Arc^c(=*) 
setzen,  so  ist 

nnd  folglich  nach  H): 
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1 


Nun  ist  abet  nach  den  Lehren  der  DiffereDtialrechming: 


8mM_Smm       8a?  _. 
de»«  3ojn 


und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


3Atc.6c(=.t) 

hi 


== TT— V  "AS»«»»)"  +  6B'(®sOta)''-2a»A«coB«Be»«D,  S.o. 


1  Tolglicb 


e.i=i-(s.i)«=^J- 


rolgllch 

wo  man  das  obere  oder  notere  Zeichen  nehmen  muss,  jenachdeia 
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«T 


^»o>»=^»|Are„®c»(=Ä)t 


positiv  oder    negaltv  ist.    IntmoT  mit  dieser  BestimmuDg  wegen 
des  Vorieichens  ist  also 


SiilOn 


xV^^ 


»  »        >  •  «  «  V;r'  — 1 


«.^S.  ».)'+*.'(e.">)'— 2o.».eosa.  6,»>,  S.», 

o-'+M»'— l)T2».fcteo»«.V  J*—  1 
~  x' 

Folglicfa  ist  nacli  dem  Obigen: 

62)  SÄrcee.(=») 

-^»Vicn' 3 *'• 

oder  nrageltehrt; 

53)  Ärc.©cC=«) 


-3:/l_J__ir<'.'+t.'fa'-l)T2n.6.oos».V?^  a- 

~  T/.»f^=l' P 


SU 
Sei  jetzt 

Ma=:  AreBSTii(=«)* 
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also 

ao  ist  nach  !22)  nud  7} : 

Sx »^ ^ 

3««  Y  n,3  (S,  ^)s+  6,»{ßn»,)«— 2o.6BC(W«.eo»,  S.», 

Nim  tat  aber 


ö»B_,     _8* 
nod  folglich  nach  dem  VorheTgeheadeo: 


BÄrc„Sv„(=a:) 

4. 

■  -V  o.»<s.».)»+t.'(e.^)'- 

Weil  abn 

Sr»m,=i«=l  — e««.,    also    e(«oi»=I— ar 
üt;  so  ist 

(Sj„)a = I  —  (e- »»)*=  1 — (1 — ^■)'=  :r(2— :t) , 
und  folglich 


wo  das  obere  oder  anlere  Zeichen  genommen  vrerden  muss,  je- 
nachdem 
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S,w.=S,  l  Are Jt,(=*)  i 
positiv  oder  nogatir  ist.    Ferner  i^t 

A.^S.^)!!+A,s(e»n»)^~2a»6i>cos«„€>»cD.Sn(o. 


=o."»(2-a:)  +  6.»(l- 

-*)'T  2.^i».a,.(l-T«)  V I  (2_;i) 

tolglich 

54) 

SÄrc«Sv.(=j:) 

^  y  c'^^i-iHb.'O 

-*)"  T  2"~fc."»Ml -«)  V I  ( -2 - 

-V 

V.(2-:r) 

oder  DrogekebrI; 

65) 

Ärc.Sv,(=») 

/'y  o.'»(2-»)+S. 

,>(l-i)'T2«A.co.«,(l-x)  V  i(2- 

:iW 

S.  14. 

Sei  endlich 

Ma  =  Ärc©Y,(=») , 

Ml  iat  nach  22)  und  7): 
ar    _      &.M.        '  _ 

»    —    ./ r-i r"i *  <  ■  - 

Sio»  Y  a,S(8.w.)*-f  i•^e<•«>.)"-2a,,&.G0•(^e«ttaS•a>, 
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6t»n     Bton      dx       . 

Sun  San 


dwn  är 

s^-' ■■-:-• 

folglich  nach   dem  Vorhergehenden ; 

5ATC»evB(=jr) 
Sx 

W-eil  aber 

e*'.<».=ar=I— S.»,,   also   8,^  =  1— X 
ifil;  so  ist 

(©,ö.)3=l  _(S,ü„)a=l-(l_j;)a=  x(2-x), 
nod  fidglich 

wo  dM  obere  oder  unlere  Zeichen  genommen  werden  mnss,    ie- 
uacbdem  '   ^ 

«■.<a,=  e»lArcev.(=x)| 
positiv  oder  negativ  ist.    Ferner  ist 

«.»(Sa  Mb)«  +  ft.'(eB»,)»-2a„Ä„C0S«„©„M.S„^ 

=  6.«x(2-a:)  +«»»(l-«)»T2fl.ft«co««^.(J-x)V'.^(ä:^' 
Tolglich 
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SC)  aAri!,ev;(=*) 


y"*,«l(2— »)+ii.'<l-*)«T2«.«.o<»«..<l-»)V^J(P-») 
=  T ^^=5 —  i^. 

oder  niDgekebrl; 

57)  Arcev„(=ar) 


./^ 


'»(2— j:)+a,'(l— j!)'i:2o.6rfMa,.  (I— i)V»(2_i) 

3». 


Vi(2-i) 


Zweite  Abtlieilung. 


S.  15. 


Es  ist  Bcbon  im  Ohtgen  bemerltt  worden,  dass  wertere  Ent- 
wlckeluiiMn ,  Anwendungen  und  Umrnrmaiigen  der  in  derTarherge- 
henden  Abtheilunggevionnenen  FormelnjelEt  nicht  zumeinem  Zwecke 
gehören.  Dagegen  wdrde  aber  das  Vorbergehende  sehr  unvott- 
stäadig  sein,  wenn  es  nicht  mugllcb  wäre',  tur  die  im  Obigen  ein- 
g«ITihrtea  Functionen  der  elliptischen  Bügen  eine  ähnliche  Theo- 
rie zu  entwickeln,  wie  dieselbe  die  Mathematik  schon  seit  langer 
Zeit  für  die  sogenannten  goniumetriHcben  Functionen  der  Kreis- 
bogen besitzt.  Freilich  stehe»  der  Entwickelung  einer  solchen 
Theorie  für  die  aus  dem  Obigen  bekannten  Functionen  der  ellip- 
tischen Bugen  niancfaetlei  Hindernisse  im  Wege;  indess  halteich 
diesolbe  nicht  ftr  uiimiiglicb,  und  vcill  i^ersuchen,  in  dieser  zwd- 
ten  Abtheiiung  der  vorliegenden  Abhandlung  die  Grundlagen  za 
entwickeln,  auf  denen  nach  meiner  Ansicht  diese  Theorie  aufge- 
führt werden  muss.  So  weit  auch  das  Feld  neuer  mathematischer 
Untersuchungen   mir  zu  sein  scbeiot,    welches  durch  die   im  Fol- 

K enden  entwickelten  Ftuidamentalsfitze,  wobei  ich  mich  absicht- 
ch  ganz  elementarer  Methoden  bedient  habe,  eröffnet  wird,  so 
werde  ich  mich  doc:b,  meiner  Absicht  in  dieser  ganzen  Abhand- 
lung gemäss,  für  jetit  eben  nur  auf  jene  FundamentalsStze  be- 
«cbrSoken,  indem  ich  die  weitere  Entwickelung  der  Theorie,  wel- 
cher dieselben  tur  Grundlage  dienen  »ollen,  späteren  Abbandlun- 
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gen  vorbehalte,  zugleich  aber  auch  die  geefarteo  Leser desAicbirs 
ersuche,  dienern  Gegenstande  ihre  Aufmerksamkeit  zu  widmen. 
Wenn  im  Folgenden  einiges  ganz  Bekaante  üher  die  BerChrenden 
und  die  DurchmetiBer  der  Ellipse  vorkommen  wird,  ao  bitte  ich 
deshalb  um  VerEeihung;  es  ist  theils  der  hier  Angewandten  Me- 
thode der  Entwickeluitg  wegen,  theils  um  den  späteren  Sätzen  eine 
mü^lichst  leichte  Verständlichkeit  zu  sichern,  mit  aufgenommen 
Morden. 


$.  W. 

Uie  Gleichung  der  Ellipse  in  Bezug  auf  das  System  ibror  bei- 
den Axen  ist  bekanntlich: 


ichung  der  die  Ellipse    in   dem  in  ihr  tiegendei 
e  (XoI'q)  Berührenden  zu  finden,  nehme  man  ii 


1) 

Um   nun  die  ( 

segebenen  Punkte  {Xai'o)  Berührenden  zu  finden,  nehme  man  in 
der  BIlipse einen  zweiten  durch  die  Coordinaten  ^Q+f^^o,  Fq-)-^Ia 
bestimmten  Punkt  an,  und  denke  sich  durch  die  beiden  durch  die 
Coordinaten  Xo,  Vo  wd  Xa+^^X^,  yo+'^Vo  bestimmten  Punkte 
eine  gerade  Linie  gezogen,  deren  Gleichung  nach  den  Lehren  der 
analytischen  Geometrie  bekanntlich 

iat  Weil  die  durch  die  Coordinaten  Xq,  ¥^  und  X^  -f  JXf,, 
Y^+jy^  bestimmten  Punkte  beide  in  der  Ellipse  liegen,  so  bä- 
hen wir  nach  t)  di:e  Gleichungen 

und 

durch  iJ«Ten  SnbttacUoa  sieb  die  Gleichung 


alM  dit  GleicIiiiDg 


D.,.„ct,GoogIc 


283 

•d«r  ^i0'  GMdlpng 


erglebt.    Hierans  folgt 


5X 

+  -lli. 

■  ^jr,  —    0.» 

2Y. 

6. 

»    1X.  +  JX. 

und  die  Gleichung  der  durch  die  beiden  Punkte  (A^F»)  and 
(JC^^/^Xg,  Fo-J-^Fo)  geheodeo  geraden  Linie  ist  fulglicb  nach 
dem  Obigen: 

Lässt  man  nun  ^Aq  eich  der  NaII  nähern,  so  wlrA  auch  JY^ 
»ich  der  Nnll  nShern,  und  die  beiden  durch  die  Cnordinatea  Ag, 
Fq  und  A'o+^Ao,  Fo+^Fo  bestimmten  P-unkte  der  Ellipse  wer- 
den immer  genauer  und  eenaoer  mit  einander  inaammen&lten, 
dte  durch  den  Punkt  (XqYo)  gebende  BerShrende  der  Ellipse 
wird  aber  offenbar  als  die  Gränze  zu  betrachten  sein ,  welcher  die 
durch  die  Punkte  (Xo^o)  and  (Xo+ dX^.  Yg+^Yo)  gezogenen 
geraden  Linien  sich  immer  nwhr  und  mehr  nSbein,  wenn  man 
/iXo  sich  der  Null  nähern  lässt.  AIsu  wird  die  gesuchte  Glei- 
cfauns  der  BerShrenden  der  Ellipse  in  dem  Punkte  (Xofo)  die 
Gteicbiing  sein,    welcher  als  Ihrer  GrSnzgleicfaang  die  Otelchnng 


-X.) 


a„"*'2F, +  ^r/ 


sich  n&hert,  wenn  man  sich  ^Aq  der  Null  nähern  IS«at.  Da  aber, 
wenn  JXg  sich  der  Null  nähert,  auch  JYf,  sich  der  Null  nähert, 
■o  ist  die  Gräazgleicbung  der  vorätebeoden  Gleichung  offenbar 
die  Gleichung 

and  diese  Gleichung  ist  also  die  gesuchte  Gleichung  der  BerQh- 
renden  der  Ellipse  in  dem  Punkte  (X^Y^)  derselben. 


5.  17. 

Oorch  den  Punkt  (X„  Y„)  der  Ellipse  siehe  man  jetzt  einen 
Durchmesser  derselben,     so  ist  der  diesem  Durchmesser  coniii- 
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girte  DttrchmesseT  der  Ellipss  bekanntlich  der  Aan^  den  Paukt 
(XifVa)  p;«henden  Berührenden  derselben  parallel.  Diese  beiden 
coDJugirten  DuTchmesser  nehme  man  jetzt  respective  als  die  Axea 
der  Xa,  y*  eines  scbiefninkli^en  CoordinatentiVBtems  der  Xogn  an, 
welches  seinen  Anrang  im  Mittelpunkte  der  Ellipse  hat,  nie  Ober- 
haupt alle  hier  zur  Betrachtung  Ifonimendea  Ceordiuatensysteme. 
Sind  nun  u,  b  in  dem  Systeme  der  beiden  Axen  der  Ellipse,  d. 
h.  in  dem  rechtwinklieen  Systeme  der  x^gg,  die  Coordinateo 
des  Fusspunktes  der  Coordinate  ^n  auf  der  Axe  der  Xn;  bq  ist, 
Kie  sogleich  eihellet: 

und,  wenn  Xf,,  ,yo  '■>  ^^^  Systeme  der  beiden  Axen  demselben 
Punkte  der  Ellipse  wie  Xn,  yu  in  den  Systeme  der  beiden  con- 
jugirten  Uarchmesser  entsprechen! 

Da  aber  in  Bezug  auf  das  System  der  beiden  Axeu,  wenn  wir 
jetzt  Xq,  «0  als  veränderliche  oder  lautende  Coordinalen  betrach- 
ten, die  GleicbuDgen  der  beiden  conjugirten  Durchmesser  offenbar 


und    «„=--: 


sind,  wobei  man  den  vorhergehenden  Paragraphen  za  vergleichQü 
hat;  so  haben  wir,  wenn  jetzt  ^n,  jf^  wiener  ihre  obige  Bedeu* 
tnng  haben,  offenbar  die  beiden  Gleichungen 


ergiebt  sich 
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WO  wir  nns   dte  QnsdratwflTzel   im  Nenoer  positiv  oder-  ««eativ 
genommen  deoken  wollen.  Verbindet  man  dies  mit  der  Gleicbang 


wo  man  die  Quadratwurzel  in  den  Nennern  sich  powitiv  oder  ne- 
ga^r  genommen  xa  denken  hat,  dieselbe  aber  inlieiden  Formeln 
stets  mit  demselben  Vorzeichen  nehmen  muss.  Ferner  folgt  ans 
den  beiden  Gleichungen 


wglekli 


»•■= 

:«'  + 

-      '  =  £» 

■=h+ 

f^i 

-=^%^'. 

IX^. 

'urzel 
genommen  denken  kann.    Verbindet  man  dleä  mit  der  GleicEnng 


wo  man  sich  die  Quadiattfurzel  im  Nenner  positir  oder  nraativ 


so  erhält  man 

wo  man  die  Quadratworzel  in  den  Nennern  eich  positip  oder  ne- 
gativ genommen  zu  denken  hat,  dieselbe  aber  in  beiden  Formeln 
stets  mit  demselben  Vorzeichen  nebmen  muss.  Weil  nun  nach 
dem  Obigen 
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und  folglich,  neDD  man  qaadrlrt  und  addirt:    . 

also,  weil 

ist: 

SetzeD  n-ir  naa,  die  Qnadratwurzelo  positiv  nehmend, 
SO  'wird  die  vorstehende  Gleichung: 
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welches  die  Gleichtinf  der  Ellipoe  In  Bezug  anf  die  beiden  con- 
jagirten  Durcbmesaer  let        .. 

Für  yn^O  ist  a:n=:±aa,  und  fßr  ;rii=0  ist  yn=:±£ii,  wor- 
aus man  sieht,  das«  a«,  ba  die  Hallten  der  beiden  conjugirteo 
Durchmesser  sind,  welche  wir  als  Axen  der  x»,  «■  angenommen 
haben,  so  dass  also  die  Gleichung  der  Ellipse  in  Besue  auf  swei 
beliebige  conjngirte  Durchmesser  ganz  von  derseltten  Form  wie 
die  Gleichung  in  Bezug  ^uf  die  beiden  Axen  ist> 

Sind  Xn,  Is  die  Cnordinaten  eines  beliebigen  Puafctes  der 
Ellipse  ia  Bezug  auT  die  beiden  in  Rede  Ktebertden  conjugirten 
Durchmesser  aU  Coordinatenaxen,  so  findet  man  ganz  auf  dieselbe 
Art  wie  in  dem  Torheigeh enden  Paragrapbeo,  dass  in  diesem 
Systeme 

6)  s.-r.=-|#i(;.,-zji 


die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (XgYa)  gehenden  Berühren- 
den der  Ellipse  ist. 

Bezeichnen  wir  die  Coocdioateo  des  Darchschnlttspuekts  die- 
ser Berührenden  mit  der  Axe  der  jth  iufch  (xn) ,  (yn) ;  so  ist, 
wie  man  mittelst  der  Tsrhergebenden  Gleichung  leicht  findet: 


aller  nach  4),  weil  der  Punkt  {Xnrii)   in  der  Ellipse  liegt; 
also  nach  dem  Vorbeigehenden: 


g.  18. 

In  Taf.  in.  Rg.  2.   seien   jetzt    0^o=:(f«,_  OBn=b«   und 

O^n-i-i ^ an+i ,  OBt,i-i^=ba+i  zwei  Systeme  comu^irter  Halbmes- 
ser der  um  den  Mittelpunlit  O  beschriebenen  Elbpse.  Von  den 
Punkten  Aa  und  Jn+i  in  der  Ellipse  an  seien,  indem  im  Folgen- 
den immer  die  oberen  Knchen  dem  Falle  Fig.  2.  a.,  die  unteren 
Zeichen  dem  Falle  Fig.  2.  h.  entsprechen,  die  elliptischen  Bogen 
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AaAn^l  =  ». ,      ±  A^iAn\^  =  «a^i 

abgescfanitlen,  wo  daoD 

^■JnfS^ttB-|'(lta-(-i 

Ist.  Durch  ^Bf^  und  An^%  seien  mit  OBn  die  Parallelen  An^iB 
und  ^n49lt',  aarch  ^»f,  sei  mit  OB^i  die  Parallele  A»^%^ 
gezogen.    Dum  ist 

OB      ''       jUhB      S" 

O»  0» 

-— ■=©■+!  «H-i 
"•+1 


Zieht  man  nun  noch  durch  B"  die  Parallelen  B"C  nnd  Ifi)  re- 
spective  mit  OBm  und  OiJn;  eo  ist 

O^,:  OB"  =  OÄ:  00=  ^m^,B:  J3"C; 

also  nach  dem  Obigen 


folgt 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  in  dem  Systeme  der  con- 
jugirten  Halbmesser  a»,  bg  Überhaupt  durch  xn,  yi>;  die  Cooidi- 
naten  des  Punlites  ^i^.)  in  diesem  Systeme  durch  An,  Y»;  so 
ist  nach  5)  die  tileivhong  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  zn 
O^a-f  1  =  Oa-i-i  conjugirte  Halbmesser  OBn+i^^ba-i-i  liegt,  in  dem 
Systeme  der  Xngni 
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_B«EatchDeii  wir  die  CoordEDBteo  der  DnrchMbnittspanktediMer 
Linie  mit  der  Ellipse  in  dem  Systeme  der  Xa^n  der  Kürze  wesen 
dnrch  xn,  y,  seihst;  so  hat  man  zu  deren  Bestimmung  die  Glei- 
cbnngen : 

ans  denen  Bicli 

ateo,  well  der  Punkt  (JT^F.)  in  der  Ellipse  liegt,  und  fol^ich 

■st: 

ergiebt.    Verbindet  man  hiermit  die  Gleicfanng 

so  erhält  man ,  mit  Beziefanng  der  oberen  und  enteren  Zeichen  anf 
einander: 


-6. 
also  nacb  dem  Obigen 

d.  i. 

Tliell  XVIII. 
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abgescbnitlen,  wo  daoD 

Ja  JiifS  =  a>B  4-  (Dn-l-i 

ist.  Durch  ^»4-i  und  Ah^%  seien  mit  Of«  die  Parallelen  A»^JB 
nnd  ^n^^fi',  durch  Am+%  sei  mit  OJSa^-i  die  Parallele  A»^%B' 
gezogen.    Dann  ist 


,MtB'_'      ' 
«-+1 "  ""■"' '       ^  "Vi^  -!>»+,<»H-.  I 

und 

-^=eB(ohi+o>--h).  -^"=s,(»,+».+i). 

Zieht  man  nnn  noch  durch  B"  die  Parallelen  B"C  und  B'D  n- 
speclive  mit  OB»  und  OAn;  bo  Ist 

0.i»+i :  OB"  =  OÄ:  0C=  A^iB.B^C; 

also  nach  dem  Obigen 


folgt 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  rn  dem  Systeme  der  con- 
jugirten  HalbmeMer  Ob,  6n  Oberhaupt  durch  j:„,  i/nl  Hie  Coordi- 
naten des  PuuLtes  An-f-t  in  diesem  Systeme  durch  A«,  Fb;  so 
Ut  nach  5)  die  (ileiubung  der  geraden  Linie,  io  welcher  der  zu 
Oiia+]  =  <iBfi  conjugirte  Halbmesser  OAb+i=Ab-|-i  liegt,  io  dam 
Systeme  der  ^nj/n'- 

bn*X, 
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_  BeEdchnen  wir  di«  C«ordinateD  der  DDrchecbnittspiinkte  dieiier 
Linie  mit  der  ElHpsfl  in  dem  Systeme  der  Xo^n  der  Kfirze  n-eeen 
durch  Xn,  SFii  aelbst;  so  hat  man  zu  deren  Beetimmuog  die  Glei- 
ehnngen : 

»■=-Sfe-  (S)'-(Ö'='= 

ans  denen  sich 

4 
also,  weil  der  Punkt  {XnTn)  1d  der  Ellipse  liegt,  und  rolglich 

CS)' +Cc)'=''  -"'"•+'■•"="•''"' 

ist: 

ergiebt.    Verbindet  man  hiennit  die  Gleichnn]; 
Vif. 

SO  erhalt  man,  mit  Beziehnng der  oberen  und  unteren  Zeichen  anf 
einander: 

HiemMh  ist  oKenbar,  wimn  wir  fa^if  mit  0£«  parallel 
sieben : 

OE=%An*iB,  B,+iE=~.OBi 

also  nach  dem  Obigen 

d.  I. 
Thdl  SVni.  90 
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Non  ist 

ftia«  nach  dem  Vorhergehenden: 

fi%lich : 

fi"Z>  =  ±O.S«(i]aS»+i»,+i,  j4fl-|.z£>=s±Aii€)<<IB>Ss4-iaa-|-l. 
Es  Ut  aber 

also  nach  dem  Obigen: 
folgÜch 

Weil  bekannHich 

'■(•»■■+ w»ti)=      .      .        _ 


D,g,t,z.ctvG00gIC 


i«t;  M  ist  nacb  7) 

Iii(inii4-nt4-i}=-;-  ;— ,~"    'b    — ^ — j  ■,  , ; — > 

(1  ,"    ,  "      ,      €aiiiiie)..+ii»a4-i— S,ah,iSiitJChH-i. 
iM»«  +  ffl»f  i)=  7-5 — ; — ' t~'S~7~~~ä —  ' 

al«o,  wenn  aan  im  ZäUer  nnd  Nenner  des  ereten  Biudw  mit 

®ii(A.®«4-i(>>a|-i> 
im  Z&hler  und  Nenner  des  zweiten  Bruchs  nit 


1— T.fl),T.+nft,Hi 


|i.{(fti  +  »■4.,)=-^ 


.^■ta.XB+t<i>i»fi — 1 


5,aiB+5,+,ii»M-i 


Dttt  Fornein  7)  und  8)  shid  diejeDigei  Formeln .  anf  welche  nach 
meiner  Meinung  die  Theorie  der  in  dieser  Abbandlunff  eingefiShr- 
ten  Functionen  der  elliptisclien  Bogen  gesrOndet  werden  milsste, 
was  auch,  nachdem  nun  bereits  die  obii^en  Grundiat^en.  dieser 
Theorie  gewonnen  worden  sind,  einer  wesentlichen  Schwierigkeit 
nicht  unterliegen  dQrfte,  ohne  dass  für  jetzt  eine  weitere  Ausfflh- 
rang  dieses  Gegenstandes  meine  Absiebt  ist. 
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S-  19. 

Wir  tTollen  nun  seigen,  nie  Aaa  Vorhergehende  sieb  aar  die 
RectiGcatioo  der  Ellipse  auwenden  Ifisst,  bemerken  aber,  dass 
wir  dabei  verecbiedene  Wejice  bStten  einscblagen  künneo,  den  fol- 
genden Weg  iedocb  deshalb  genSfalt  haben,  um  uns  so  viel  als 
mOglich  der  Methode  anzuschlieBsen ,  welch«  man  bei  der  Recti- 
GcatioD  des  Kreises  in  Anwendung  zu  bringen  pflegt. 

Der  Kflrz»  wegen  nehmen  wir  im  Folgenden  die  GrSsse  s 
postliT  an.    Lassen  wir  dann  den  durch 


bezeldineten  ellipttschen  Bogen  den  swiscfaen  den  Sdienkeln  des 
Wtnkeis  «a  liegenden  elliptiscben  Bogen  nicht  übersteigen,  so 
ist  nach  1.  39)  offenbar 


V  hJ'—2a,b»a!Coetin  +  «■"j:'  ^ 


Weon  nun  x  kleiner  als  die  Einheit  ist,    so  ist  nach  dem  Bino* 
mischen  Lehrsätze 

(1  +  .,-:  =  1-?..  +  ?r4-- OT'*  +-■:• 

und  folglich  nach  einem  ans  der  Int^alrechnnng  bekannten  Satse, 
immer  unter  der  Toranssetznng,  dass  x  kleiner  als  die  Einheit  ist: 

^Are«T«(=a:)=      ß      aarVft.*— 2a«*»a«:o««.+o«"^ 


-If' 


afldx^  6«A-3a.6.«CAsa.  +  «.»a^ 


+  ^j  r'x*dx\  *■»-  3ii.6rf:co««,+o.«:t» 


3.5.7    /■■ 
"2.4.67     ' 


+ 
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E«  kommt  ftUo  hierbei  TorxOgKcfa  auf  die  Gvlwldtelng  4e* 

Int^als 

/  a^B-rV"*««— 2o,A,,awo«a,  +  o,»a« 

aD,  die  sieb  auf  verscfaiedeiie  Arten  auafilbren  ISsst.  Hier. wird 
es  zu  meinem  Zwecke  geDögen,  nur  auf  (Ue  folgende  Methode 
binsun  eisen. 

Man  setze 

1(Q  tBBgV  = 

oder,  wenn  noch 
gesetzt  wird; 

u)  '"sy=  '°"-""-=''.°w~o8  • 

mittelst  welcher  Formeln  sich  9  leicht  berechnen  Iflsst    Dann  ia( 


und  fotglich,  wenn  man  nor,   was   offenbar  immer  «erstattet  ist, 
9  zwischen  —ä^  nnd  +«»  nimmt,  wie  man  leicht  findet: 


13)  ar*aarV  fr.»— 2<j,ftrfcoso:,  +  a„«a;« 

_  Vti^ina,*+»   (cotc+tangy)*^ 

0«*+*  co«9>'  ' 

_ft,^*sin«,«  si»(c..  +  y)*. 
~       «»M-i       •     cos9)H->     "''■ 

Hierdnicb  ist  das  Integral 

/  a;*3j;V^6it*— "ionAnjrcoswn  +  n,*:!;^ 

olenbar  auf  das  Integral 

J     GOSf)*      ^ 
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Mittdcgefilkrt.  welches  sich  ft«r  fotgeode  Ari  entwIdcBln  lIEntt 
N&ch  eiDOT  belcannten  ReductionBrorinel  Ul: 


-1  Painipi*-*  - 


rV-^ 


nyy~^(aiiny^4-coay*)  ^ 
coaqB'*^' 


(i-l/>    »Inj»  (^1/"« 

alflo 

14) 

Avs  dieser  RelaUon  ergleht  sieh: 

/tangy-    _.^^!R?^_. 1__ 

G087>     "       4C089'       4j/     cos^o   ' 

/tangy'g    _  t^g?;^_  2  /^taagy  ^ 

/tangy»      _  tansy<      4   /*tangff»  - 
00991*  ™       Tcosji'      ?j/     cosgj*  ™' 

u.    s.     w. 

so  dass  es  also  jetzt  bloss  noch  anf  die  Entirickelapg  deslDlegraU 


/. 
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aukoBiRit.    Ea  ist  aber  befcaoDtlidi 
und 

also 

ivodorch  niiD  die  obigen  Integral«  vollstSadig  entwickelt  aind,  und 
daher 

Arcf.(=a) 

inmer  gernndcn  werden  kann,  wenn  nnr  x  kleiner  als  dieEinfaeit 
ist,  was  hierbei  Iram«  Tonmgeaetxt  wbd. 

Nach  I.  4^  Ist  aoch,  wenn  wir 


unter  der  Voranssetznn^,  daas  tang^i  posttiv  ist,  nicht  grueser  als 
den  eUiptiachen  Quadranten  nehmen, 

und  wefl  nun  e^faa^  immer  kleiner  als  die  Einheit  ist,    so   ist 
nach  dem  Binomischen  Lehrsatze 

(1  -  eo**mip*)-i 
also  nach  einem  bekannten  Satse  der  Integrdrechnang 
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wo  man  xor  Berechnung  von 


/  sin^^q) 


die  bekannte  Reducliouformel  hat: 

17) 

Bezeichnen  vrir  jetzt  den  zwischen  den  Schenkeln  des  Winkels«* 
liegenden  elliplischen  Bogen  durch  Ea,  so  erhellet  aus  dem  Obigen 
lind  ans  den  bekannten' EiseoBeba den  der  coniugirten  Durcbmes* 
•er  der  Ellipse  sehr  leicht  die  Richtigkeit  der  folgenden  Zeileguog; 

18)  £«=Ärc„f.(=l)  +  Arc«T,(=l)s 

und  um  also  £n  lu  berechnen ,  kommt  es  anf  die  Berechnung  der 
beiden  Bogen 

ArcT„(=l)    und     Arc„f,(=l) 

an.  Wir  wollen  bloss  die  Berecbnang  des  ersten  scigen ,  welches 
hinreicht,  da  die  Berechnung  dietielbe  bleibt,  man  mvg  den  ellip- 
tischen Bo^en  von  dem  Endpunlile  An  des  Halbmessers  a«  oder 
von  dem  Endpunkte  Ba  des  Halbmessers  Öb  anfangen  lassen,  wo 
bekanntlich  das  Erste  bei  dem  durch 


Arc«T.f  =  1) 
bezeichneten  Bogen,  das  Zweite  Iwi  dem  durch 

Arc»T.(=I) 
bezeichneten  Bogen  der  Fall  ist 
Weil  nun 
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+  3  ä+2 

-TT=7T-X 


§.  ib.   aaf  der  Stelle  die  Kklitigkeit  der  fo^Dden  Zerlegungco : 

19) 

Ärc.T.(=I)  =  Ärc.f,(=5)+Äre,nT.+,  (  =  j) 

oder 

20> 

Ärc«f^=l)  =  Ärc»T„(=3)  +  ÄTC.H-tT«+i(=5). 

nod  di«  elliptiacben  Bogen  auf  den  rechten  Selten  der  Gleichbeits- 
zeichen  in  diesen  Gleichungen  wird  man  nach  9)  raittelal  conver- 
girender  Reiben  berechnen  künnnen,  wenn  man  nur  auf.,,  Äh^^, 
Ka-i-i  aus  den  gegebenen  o*,  6b,  ub  und  x  berechnen  kann,  iräs 
d&ner  im  folgenden  Paragraphen  im  Allgeroeinen  geieigt  werden  soll. 


In  Tat  lU.  Fig.  3.  sei 


_JniiB   OB_an   Af.g 
^-      b.      '   an    ~V,"'liW 


Äb       ~         Oa   '         Oa  ~  x'       6»       ' 

nnd  weil  nach  der  Gleichung  der  Ellipse  In  Bezug  auf  ihre  conju- 
^rten  Durchmesser  bekanntlich 


ist,  so  ist 


OB  1  fW?_ 


~VT+?"       ».     ~  V1  +  »'' 


D.,.„ct,GoogIc 


2)18 

folglich 

V 1 + Ä*  V 1+^" 

WeU 
mid 

Ut,  80  tot  offenbar 

also  nach  dam  VorheigekendeD: 

•■+'=- 1+*»  • 

folglloh 

Vn.'-t-2oiAiJcos«ii.+T?'^ 

21)        a^,  = yrr? • 

Nacb  §.  18.  tot: 

also  nach  dem  Ohigen: 

und  weil  nnn 

ist,  »0  ist 


n*= Tj^ä • 
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Au  21)  und  22)  Talgt  andi  sogleich  die  bekannt«  GMchni^ 

23)  «»«  +  fi,»  =  0«+,»  +  A»+i». 

Nach  S>  18-  >"t  die  Gleichung  der  geraden  Ltoi«,  in  nelcher 
der  coDJuicirte  BallimeBser  Ofin-fi  liegt,  in  dem  Syateme  der  cob- 
jogirten  Halbmesser  OAm,  0B%: 


d.  C ,  weil  nach  deat  Obigen 

OB       _    Ob 


Bezeichnen  wir  also  deo  Winkel  AmOBn^  dnrcb  a,  ao  ist  nach 
den  Lefarcn  de«  analytischeD  Geometri»  oekanatlich 


=sinc(HCOta>  —  coson  =  — j 


folgt  Bezeichnen  wir  femer  den  Winkel  AmOAgi-i  durch  u,  ao  ist 

0B:Aa-i-tB^au:6mX  =  B\ti(,aa—S):aiw, 

also 

sinfofl— ü)  ._  Ha 

--^j^g— =  siDcwot«  -  cos«,  =.  J^. 

und  folgiich 

._     a»  +  4.aM;o8<^  _  Aa^inva 

*»*^=     A^ia«,     '     *«"8'»=«.+i,urco«^- 

Nun  Ist  Kafi^u — i3,  also 
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__     tapgiit— tangS 
vutgun+i  —    j  ^  taDgwtangü     ' 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden,  wie  man  OKttelst- leichter 
Rechnung  findet: 

24)  tane«^.  =  — , (HfW-fin«« 

^^'      a«önCo«(ft,—  (Ob*— 6,a)a; — a.M'co«^ 

Han  bat  daher   zur  Berecbnang  von   ai+i,  in+i,  «»fi  atw 
den  gegebenen  a,,  A.,  or.  und  ;r  die  Mg^nde«  Farrndn: 

""+'  = VTO5 


FOt  11=0  tat  «||=W)<',  atao 


S6) 


ttngc,  =- 

Fflr 

j 

J   i«t  2.   B 

ID  dieson  Fal 

e: 

..=Vn^'"'.  ^= 

".«+4*.'. 
9       ■ 

i»,- 

5o„6„ 

ac.'-».')-" 

S 

'f 

?-^) 

Fdr  x=:a   ist  in  demselben  Falle: 
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\''  =  V       10     '     '■  =  V  —FS" — 


I0a,6,  10 


In  dem  Falle,  wenn  n=0  ist,  Lann  iaa  Integral 


welches  in  dleaem  Falle  in 

flbergefat,  auch  auf  fglgende  Art  berechnet  werden. 
Nach  einer  bekannten  Rednctionsfonnel  ist: 

/*'  ^B'aasVV  +  V«' 

_  j;'(V  +  Vi')l      34.«  /".„,i/-rTr-.3 
= g^ g^,J^    i<o»VV+%^. 
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Setzt  inaD  nun 

6o'  +  ».»««  =  6„«(l  +  g^:r')  =  6.«(l+tans.') 

WO 

tangti=  r-;r 

gesetzt  TFordea  Ut,  und  h  ztriscben  — af  und  -f  ö  'I    genomm«! 
werden  8  »11.  so  ist 

rolgUch 

*'S^VS7+?.5P=  j^!-^,8n 
und 

Setzen  wir  «in  allgemein 

29)  [k]^  =y  Vai:  V  V+  "o*^ . 

Bo  iat  nach  dem  Obigen 

l'J"  —  4i/„'  CO»«'      4o„« '"'' ' 


„_V.    »in«'     3A„» 
l*J'~6a«'  "cm«»     6o«» 


il2].,- 


PI-  =  luv  ■  SSV  ~  ISI?  M'  • 
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uad  nach  9)  ist; 

31) 

Ä,c„T„(=»)=[0],-?[2].+  ^[4],-gJ[6].  +  ...: 

Dass  die  Grüssen 

[0].,    (2].,    [4].,    [6]. 

insofern  ir  positiv  ist,   «Bmmtiich  positiv  sind,    erbellet  aus  der 
Form  des  bestimmten  Integrals 


[*],=/■ 


Ä*ej:V  V+«o'-i' 


g.  21. 

Es  ist  schon  frOber  erinnert  worden ,  dass  es  jetzt  ntcbt  meine 

Absiebt  ist,    eine  voUstSndige  Theorie  der  im  Obigen  dnrch  S«, 

Sil,  Ta,  in,  n.  8.  w.  bezeichneten  Fnnctionen  zu  iiefeni,  indem 
ich  durch  diese  Abbandlung  bauptsächlich  nur  zu  weiteren  For- 
schnneen  Über  diesen  tiegeastana  anresen  ivotlte.  Indess  kann 
icb  nicht  unterlassen ,  zum  iSchluss  noch  Folgendes  zu  bemerlceu. 

Wenn  nämlich 

OA,,     OA^^,    OAn+t.  ....  OA.+„ 

beliebige  auf  «ioander  folgende  Halbmesser  der  EUlpe«,  and  wie 
gewöhnlich  deren  conjngirte  Halbmesser 

OBn.    0R,+„    OÄ+a,  ....  OBn+M 

sind,  die  respectire  ddrch 

On,     Onii,     OH-Z'      ^'■t^S «b-Hm 

und 

*■•    4»+i>    *»H'    ö»+i,  ....  fr»f« 

bezeichnet  werden;  so  bezeichnen  w!r  in  Shnllcher  Wdse  wie 
ttSber  die  elSptiscben  Bogen 

A»Ah^,  Aa^^iAn^,  Ait^An^,   ....   A%im  i^H^ 

respectire  dnrch 
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«».       ti)B+i,       (Ob+3,      W,+,,    ...    «■+■,_,. 

Dana  ist,  vrie  man  leicht  durch  Multiplication  findet: 

also  nach  §.  18.  7): 

=  ©-(«»+  «.+i)±  S„(^+  ^+,).V-T. 

Setzt  man  nan  diese  Multiplication  imaginärer  Pactoren  weiter 
fort,  80  erhält  mau  auf  ganz  Ähnliche  Art  wie  hei  dem  Beweise 
der  nach  Moivre  benannten  FornielD  in  der  Goniometrie  die  fol- 
gende Gleichung: 

3»)  (4.»-±S„^.V"=^) 

X(e,+,i,+,  J;S,+,^4.,.V^) 

X  (eo+,«n+3  ±  S.+,  ^ .  V^) 
\t.    s.     w. 

"■■     X(0„+«-iO),+„-i±S,+B_i  »iH-»-,  .V^) 

—        ©BCß>l.+0Jll+l  +  <lht+,+...+O>»f»_i) 

H£tte  man  die  elliptischen  Bogen 

■On,      Otifi)      lOn+fl.      Olii+i)   ■>..   (M-m-t 

so  bestimmt,  dass 

®iitOB=  @o+i»»+i  =®»+aa^i+a=— =*  ©«+«-1  "■+»-1 

wSre,  WIM.  wie  soj^lcich  erhellen  wird,  durch  eine  einhche  geo- 
metrische CoDstrnction  mO^ich  ist,  »o  würde  wegen  der  Glei- 
ch nng  I.  3)  anch 
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seiD,  und  die  obij^e  Glerchimg  32)  wflrd«  sich  daher  unter  dieser 
VorsnssetzuDg  in  die  foigende  verwandeln : 

33)  (6-^±S«!L.V=Tr 

.  Uta  kSnnte  sich  hier  noch   eine  MenBe  anJerer  Fragen  vor- 

"    •■    " Soll        •--      ■•  ' 


in  Besng  auf  »i  «la  nnabbSngige  verinderliche  GrItsse  tnittekt 
der  in  der  ersten  Abthellnng  gefundenen  ersten  Oileren* 
tislquotienten  dieser  Panctlonen,  wodurch  dann  zugleich  mittelst 
des  Maclaurin'scfaen  Theorems  (Üe  Entwicklung  der  obigen  Puncti- 

onen  in  nach  Potenzen  von  »>■  fortschreitende  Reihen  gegeben  sein 
wflrde,  von  denen  die  bekannten  cyclometrischen  Reihen  beeoO' 
dere  Fälle  sein  mdssten,  u.  dei^l.    Aber  alle  diese  UntersncbuD- 

Sia  mnaa  ich  späteren  Arbeiten  aafbehalten,  nnd  würde  mich 
T  jetzt  nur  frenen,  wena  kh  durch  das  Obige  vielleicht  auch 
anderen  Mathematikern  Veranlassung  geben  sollte,  diesem  Gegen- 
stande ihre  Aufmerksamkeit  zu  widmen. 
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XIX. 

ITeber  die  iRdep^idente  BeatlDimung' 

der  Coefflcienten  unendllclter  Reihen 

und  der  FacnltiUentsoefllctenten 

inebesondere. 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlümilch 

SR  Dt«a4«n. 


Eioleitnng. 


Wenn  man  darauf  ausgeht  einB  gegebene  Funktion  einer 
Variabeleu  in  eine  Potenzenreibe  zu  verwandeln ,  also  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

tn&ustellen,  so  bieten  sich  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  A^, 
Ai ,  Aa  etc.  zwei  Wege  dar.  Man  beontzt  nämlich  entweder  irgend 
eine  Eigenschaft  der  Funktion  f^)t  gewöhnlich  eine  Beziehung 
mischen  ihr  und  einem  ihrer  Uifferentiaiqootienten,  nm  zunSchst 
eine  Recursionsrormel  (äz  jene  Coefficienten  zu  erhalten,  und  Bucht 
dann  von  dieser  ans  zu  einer  independeoten  Formel  za  gelangen, 
oder  man  hält  sich  an  das  Theorem  von  Mac  Laurin,  &m- 
lufolge 


■"'-    1.2.3....A 

Ut,  und  bestimmt  nun  At  dadurch,  dass  man  erst  Ff^(x)  ent- 
wickelt und  hierin  :c=0  nimmt  Beide  Metboden  sind  aber  inso- 
fern mangelhaft,  als  sie  oft  genug  in  ein  Labyrinth  von  Hechnung 
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hineinf&breo ,  ans  welchen)  die  gcancbte  IndependeDte  Form  der 
ReihencoefBcienten  nicht  mehr  heraassufinden  ist,  und  als  besten 
Beweis  dafür  wird  man  sewiss  die  bekanota  Tbatsache  gelten  las- 
sen, dass  es  uiizähliffe  Reih enentwicketun gen  giebt,  deren  Coeffi- 
cienten  noch  gar  nicht  Independent  bestimmt  sind,  ohachon  die 
Funktionen    an    sich    unter    die    weniger    complicirt^»   gehSren, 


Der  Grand  dieser  Erscheinung  Hegt  Übrigens  nicht  tief;  der  Ueber* 
gang  von  einer  Recursionrormel  zur  independenten  Formel  Ist 
nfimlich  einerlei  mit  der  Integration  einer  Gleichung  zwischen  end- 
lichen Differenzen,  also  mit  einer  Manipulation,  die  bekanntlich 
immer  einige  Umstände  verursacht,  wenn  man  nitfat  zu  grüsseren 
Mitteln,  wie  x.  B.  zu  bestimmten  Integralen,  greifen  will;  ver- 
sucht man  dagegen  die  Ausfahmng  der  successiven  Differeniia- 
tion  von  F{x),  so  geht  man  zwar  einen  sehr  direkten,  aber  oft 
äusserst  beschwerlichen  Weg,  weil  begreiflicherweise  F'^^Hx)  ein 
verwick eiterer  Au(>druck  als  das  eigentlich  gesuchte  ^*)(0)  sein 
niuss,  und  es  bekannt  genug  ist,  dass  selbst  einlache  Funktionen 
mitunter  sehr  verwickelte  höhere  l>ifferenziB)qnotienten  geben. 
Diese  Schwierigkeit  Ijisst  sich  offenbar  dadurch  vermeiden,  dass 
man  nicht  nuf  die  EntwickeluDg  des  allgemeinen  Dilferenzial- 
quotienten  F\*i{x)  ausgeht,  sondern  gleich  von  vorn  herein  den 
spezialisirten  Diflferenzialquotienten  FI*1(0)  zu  bekommen 
sucht;  diess  ist,  da  man  in  Beziehung,  auf  Null  nicht  differenzi- 
reu  kann,  nur  möglich,  indem  man  den  frai^Üehen  spezialisirten 
Differenzialqnotienten  auf  die  gleichfalls  speziaDsirten  Differenzial- 
quotienten  anderer  und  iwar  einfacherer  Funktionen  ziitackführt, 
und  dieses  Verfahren  fortsetzt,  bis  man  auf  so  einfache  Funktio- 
nen stüsst,  das*  sich  ihre  speziaKsirten  Differenzialauotienten 
unmittelbar  entwickeln  lassen.  Wie  leicht  dieser  Gedanke  in  vie- 
len Fällen  ausführbar  ist,  mCgen  die  nachfolgenden  Untersuchun- 
een  zeigen,  die  einigen  Reichthum  an  Reibenentwickelungen  dsi- 
bieten  und  zugleich  tlir  verschiedene  wichtige  CoeFGcienten  (z.  B. 
die  Facult&teDcoefficienten  nebst  ihren  Spezialwerlben  — 
den  Bernoulli'schen  Zahlen  —  u.  dergt.)  die  independente  Be- 
;  liefern. 


S-  1- 
Entwickelang   von 


U('V  ■ 


Denken  wir  uns  unter  tp{j;)  eine  Funktion,  die  fBr  sich  allein 
mittelst  des  Theoreme«  von  Mac  Laurin  in  eine  Potenzenreihe 
T«rwandelbar  sein  würde,  also  von  der  Form 
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1  identbch 


(»(«V  ~ 


(>+S-+r!'H y 


und  wenn  nan  aa'jütht  Null  ist,  die  Funktion  a(z)  alao  (Br  x=sO 
nicht  verachtrindet,  80  kann  man  den  zweiten  Faktor  rechter  Hand 
in  etit«  Reibe  verwandeln,  die  mit  der  Einheit  anffingi  und  nacii 
Potenzen  von  x  fortschreitet  Ua  es  sieb  mitbin  immer  nur  um 
eine  Entivickdung  von  Üec  Form 

(U..x+.^W-+....)-='  +  ""  +  ^'•+^  +  - 

handelt,    so  dürfen  wir  obne  BeeintrSchlignng  der  Allgemeinheit 

vorauaseteen ,    dasa  eich  in  dem  Ausdrucke  (— ^ — ;]  die  Funktion 

9j(«)  far  X  =0  auf  g>(0)=l  ceduzire. 

Beseicbnen  wir  ^(x)  kurz  mit  y,  so  ist  mittelat  des  Binomial- 
theoremes 

/■  '  Y_  1  1 

+(->.)«.,  (,-l)Hi+(-»),rt(^l)»+«+ 

und  wenn  man  sich  im  zweiten  Theile  der  Reilie  für  y — 1  seinen 
\Verth  atx+a^-i-....  gesetzt  denlit,  so  eriiätt  man  ein  Resuitat 
von  der  Form 


\f('))' 


S" 
=1  +  (-»)■(»-))  +  (-«).(»-l)'  + .-  +  (-»M»-!)* 

wo  es  auf  die  Werthe  der  Coelücienten  L,  M,  N  etc.  nicht  wei- 
ter anlioninit.  Die  vorstehende  Gleichung  dilTerenziren  wir  Amal 
in  Beziehung  auf  ;c  und  setzen  dann  z=0;  es  verschwinden  dann 
die  mit  L,  M,  Ti  etc.  behafteten  Glieder  und  bleibt 
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=[fl»|I+(-»),(,-l)+(-«)j(5-l)H....+(-»)i<»-l)»l],»:ol- 

Di«  eingeklamiiierte  Reibe  ist  einer  Rir  unsere  Zweclie  wichtigen 
Transfemation  flibig,  die  darin  bestellt,  daM  wir  die  Potenaen 
Ton  y — I  aDflOHen  and  alle  entatebenden  Glieder  nach  den  Polen- 
aen  von  i/^=ip(x}  ordnen.    Man  findet  nun  auf  der  Stelle 

1  +  (-»).(»-l)  +  (-n),(j-l)«+...  +  (-«)»(J-1)' 

+<-«),P«y-l,] 

+  (-«)a(aar»-2.»+l'.l 

+ 

+<-»)l{*oJ*-*iS*-'+*«s'-'--+(-l)'*»l 

nnd  darch  Vereinigung  aller  gleichartigen  Glieder  entsteht  hieraus 
die  nene  Gleichung 

2)           1  +  (-'>)i(3r-1)+(-»Xi(»-l)M-.-+(-«)l(»-l)' 
=  S»+Si»  +  S>J('  + +  Si^, 

worin  irgend    einer  der  mit  5  bezeichneten  CoeOicienten  >    etwa 
i${,  durch  folgende  Formel  beatirnnt  wird: 

&  =  l-n)A,  -  i~o)H,  (>■+)).  +  (-n)lta(i+2).  — ... 

...  +(-l)>-'(-nM(+*-f)i-l. 

Dieser  Ausdmcl(  ISast   sich  bedentend  zusammenziehen,    wenn 
man  die  bekannten  Gleichungen  beachtet: 

(-")i*i=(-»)<^T=i.  ■      (Hl)i='-Y. 

(— n)(+a=(-'«)t-7qri rfä     '    (•+^«— — ri^  ' 


Man  erhtllt  dann  ßr  Si  die  nene  Form 
(«-H)(«+.--Hl 


,    -•,  ria."+"'    I  («-H)(«+.--Hl 

(n>i)(«4i+l)-..('i4*-l)  1 
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der  etagefelamaerteo  Reibe  *J 

,  _,__.  (»ti+l)(«+.tä)...(.-ft) 
*  - '""''  1.2.3...(i-.-) 

oder   etidlich,  iadem  sian   durcfagSi^ig   BinomialcoelficientCB   mit 
pocitirem  Expanenlen  befiatzt: 

Die  Formel  2)  gestaltet  sich  nan  bei  umgekehrter  Anordnoni;  der 
Glieder  rechter  Hand  wie  folgt : 

l+(-«)i(y-i)  +  (-»).(»-l)«  +  -.+(-n)*(y-l)» 
=  (-l)*[(»+A-t)*(«-Fi-)oy»-(tt+A-2)k-,(B+*),,*-> 

+  («+*-3)*_,(n-J-A)ay*-«-.....], 

wobei    die  Reihe   soweit   fortzasetzen   Ist,    bis   sie    von  selbst 
abbricht. 

Snbstitairen  wir  die  obiee  Formel  in  die  Gleichnng  1),  diffe- 
renziren  jedes  einzelne  Glied  und  setzen 

3)  [D'y''](o)  =  [ö*9'(*)''](o)  =  Q*. 

so  gelangen  wir  augenblidilich  lu  der  Formel 


*)     Bneichnet  mm  mit  Ar  den  Anailraclc 
(«+l)(a+a)...(a-fr) 
i.a.8...r  • 

•0  findet  man  lehr  leicht  dte  BoiIehnnK 

_  »(»H-i)(<H-!i)-(»-H-) 
*+'     "'"         1.2  3....(r+i) 

FAi  r=:0,  1,  3 ig — ))  und  dnrah  AddttioD  aller  «o  entttehendeo 

GlelchengcD  einlebt  ddi,  indein  mnn  Ag  tär  I  rechnet: 

i       1     »  I  °(»+l)  I     |a(°+l)..(a+g-l) 
•''"■-i  +  ~l3~+"+  iXl  ' 

•dar  TnnnSg«  der  Bedeatnng  vea  Jr  : 

0    0(0+1)         ii(a+l>...(a-Hl-l) 
M^      lA     "*"""*"  1.3.3....f 

_(a+l)(o+3)...(a-|-g) 
1.3...... 

Warna  Im  Taita  fir  <=M+i  nnd  9=*—i  Gebrauclt  gemacht  worden  ÜL 
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^)  [^.-felo, 


=(-i)*[(«+*w«+*-i)*«*-('»+*)i(«+*-2)t-,ei_, 

welche  die  EahrickelDDg  tob  -r~M  Mgiebt,  sobald  man  die  IKf- 

rflnzialquotieaten  von  ip(x),   ^(x)'  etc.  oder  wenie^tens  di«  fllr 
fc  =  0  emttvtonden  Spestwfaruia  derselbe D&ndvn  kann. 

Ein  passeades  Beispiel  hieno  bildet  £e  Annahme 
wo  die  Bedingonft  ip{0)  =  1  erfüllt  ist    Setxt  man  nSmiich 

(?Tl)=^«+4-+ft-+-- 
■o  ui 

F\=(-I)»[(«+*)„(»+*-])l«l-(«+*),(«+i-2)l_,e4-, 

+ (»+*).(»+*-ä)»-.ei-,— 1 

nnd  nun  bat  sogleich 

=  i[M»+*.<*-l)»  +  ».(*-«)' +...]. 

Fflr    n=l  gSb«  diesa    eine   independente  Bestimmung    der 
Bernonlli'schen  Zahlen. 

EntwtekelnDg  von 

Wir  setzen  hier  vorans,    dasa   i>(!e)  eine  mit  ;r  sieicfazeitic 
Terschwindend«  Fnnlition  ist,    weidie  aosaerdem  die  E^enaohafl 

besitzt,  dase  ^^  Ox  x  =  0  in  die  Ei 

wenn  if^x)  eine  Reihe  von  der  Fonn 


D,g,t,z.ctvG00gIC 


X  +  a^*  +  o,»*  +  etc. 
bildet.    Weoden   niif  di«  FonnelD  des    yorigw  ^  Pwagraphen  suf 
den  Fall  9(;>)=  -— —  an,   s«  e^ebt  sich  sogleich 

+l»+*).("+*-3)t-,Q»^-...l 
und  darin  Ut  Qh  darcb  die  Ponnel  bestimmt: 

Man  kann  derselben  eine  andere  iFonn 'geben ,  welche  nnrdie 
Differenz! all on  einer  Potenz  Von  i|/(jr)  allein  reclangt.  Es  ist  näm- 
lich identisch 


-^m^*^"'- 


mithin  bei  ^A-f-A)niBligerDifferanziatton,  indem  man  die  bekannte 
Regel  fidc  die  Differenziation  der  Prodacte  anwendet, 

...  +  (i+i)U(*-I)...2.1.ß'  ("^')' 

Ffli  ^=0   rerechwindeii    linlter  Hand  alle  Glieder  mit  Aaa- 
nalime  des  letzten  und  es  bleibt 

(*  +  *)..I.2..4.  [«'(*^')'],„  =(/)»+•*(,)»],„, 
oder  endlich 

fniCi^Yl  [i>H>»(:r)>](oi 

L-^V  X  JX,-  (*+i)(*+2)....(i+*)  • 

Der  Werth  von  Qh  erhUt  demnacb  folgende  Gestalt: 
''        '»-(*+l)(4+2)..(4+e- 
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Nehmen  n-ir  betsplelwel« 

t(-iJ)  =  e'  — I, 

wodurch  di«  ffir  ^(a:)  angesebeneo  BedinfEUDgen  erOHIt'siud',    so 
iat  Dach  Nro.  ])  jeder  Coeinctent  in  der  Enlwickelung 

aagcDblicklicfa  bestimmbar,  nfimlich 

=  Cn+*)oC»'+*-l)i«*  -  («+*)i  (n+i-2)»-,  Q*-,  ' 

nnd  darin  gilt  flir  Qk  die  Formel 

^*~  (A+1)(A+2}...(A+A)  '      , 
oder  bei  AusfObrung  der  angedeuteten  DifferaosIaHon 
AqAH-*— A,(A— l)*f*+VA-2)*t*— ... 


An  die  Formeln  4)  und  S)  knapfen  sich  einf^  sehr  bemerke)W> 
wertbe  Folgeningen,  die  wir  im  nSchaten  Paragraphen  aus  einan- 
der setzen  wollen. 


Die  Fncnltatencoefficienten   und  die  Bernenlli'schen 

Zahlen. 

Führen  wir   fdr  die   sogenannten  FacullSlencoefficianteu  die 
folgende  Bezeichnung  ein:  ', 

=  t^a:"  +  CiJ!^'  +  4**-"  + +  C»-tX, 

■o  ist  es  sehr  leicht  eine  Recursionsfonuel  Iflr  dieselben  xu  ent- 
decken. Indem  nun  nämlich  die  FacnItSt  des  nächst  höheren 
Gradw 
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«(:r  +  I)(a^+9)„..(j:+«-l)(«  +  n) 

einerMlts  im  tianien,  andererseits  al«  das  Produkt  aus  x-^n  und 
der  frühereo  Facnität  ansieht,  bat  mao  die  Gleichai^ 

und  aus  dieser  fol^  dnrcb  IdentificiruDg  der  belderselta  zn  2"~Hi 

g^Qrsnden  CoeffiaenteD : 

Um  Dnn  zu  «iner  independeDten  BestjmmaDg  von  Ck  *v  ftclBVg«n 
gehen  wir  folgenden  Weg. 

Bezeichnen  wir  die  Bern oalli 'sehen  Zahlen  äf  »i,  ts.  etc. 
mit  Bi,  Bt,  B^  etc.  so  gilt  bekanntlich  ßr  alle  »tischen  — 2m 
nnd  -f  2»  banden  x  die  Gleichung 

diwelbe,  ans  weichet  LapUce  eine  independente  Bestiammg 
von  ^t-i  (A  gerade)  herleitete,  indem  er  die  in  der  Fimnel 

^'       Kä)],.,=<-«"-"*-' 

postniirte  Jfcfache  Integration  mittelst  eines  sehr  spezieHen,  n«r 
eben  anf  die  Funktion  xt{e*—i)  passenden  Kunstgriffe«  anaflihrtc. 
Denkt  man  sieb  beide  Seiten  der  Gleicfanng  3}  anf  die  nte  Potenz 
erhoben,  so  erglebt  sieb  ein  Resultat  von  der  Form 

wo  es  nun  anf  die  Bestimmung  der  mit  A  bezeicbneten  CoefE- 
cienten  ankommen  wBrde.  Um  ftr  dieselben  zun&chst  eine  Re- 
enrsionsfomel  n  erhalten,    differenziron  wir  die  Gldcbung  5), 
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ZU  fl«te«B  ist ,  nnd  nrallqtli^ren  daraaf  nit  s ;  es  wird  so 

"(^^)<>-"-"(Är 

Linker  Hand  kann  rnnn  die  Formel  6)  iweWial  benutzen,  einmal 
geradezu,  das  anders  Mal,  indem  man  n-f-l  an  die  Stelle  von  n 
treten  liest;  lährt  man  diese  kleine  Rechnung  aus  und  vcrgleickt 
nachber  die  Coefficicienten  von  :r*,  so  findet  man  die  Becursions- 
formeJ ; 

■-(•1  «  ■ 

6)  nAk=(n—k)Ak  +  nAk-ir 

Besondere  Anfmerkaamkeit    rerdienen    die    n  enten    Cseffl- 
decten  in  Nra.  S),  für  nelche 

A=:0,  1,  2,....(n— 1), 

also  flberhaupt  kleiner  als  n  ist.  Setzt  man  nSmlich  f&r  die- 
se» If^sU 


'*  ^*-  l«-*J(n-il+l)(ii-A+4)...(«-i)  ■»'■ 

80  verwandelt  rieh  die  Gleichung  6)  in  die  folgende: 

ans  deren  Ve^eicbune  mit  Nr.  '^)  die  Identit&t  von  3b  und  Cit 
folgt.    Hau  hat  demnach  die  bemerkenswerthe  flir 

2ä  >  j;  >  -  2ä 

geltende  Formell 
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will  man  eine  indepeoileBte  -Bestimiuunfc  slniutliclier  mit  A 
bezetcb&eten  Ooefficienteo,  so  Ut  nach  Piro.  3)  ugmittelbar 

wo  sich  linker  Hand  die  Differenziation  nach  den  Formeln  4)  aod 
5)  des  vorigen  Paragraphei)  aosßihren  ISsst  Für  A  <r  giebt  dies« 
die  independente  ßestimtnung   der  Facultätencoefficienten ,    denn 

nun  bat  nach  Nro.  7)  und  verroSge  der  Identität  von  2[i  und  Cki 

K_E_Y1  (-l)'l.2.3...t       ■ 

f~l)  J|„ - (»-l)(«-2)...(«-« "' 

i.  i.  anigekehrt  bei  Benutzung  dei  Symbole  ßlr  die  fibromial 
coefficienten: 

9)  ß  =  (n-iw-i)>  [^'(;;?:j)"],„,  •  i<«. 

Dagegen  ist  (iSr  n=l  und  ein  gerades  A>1  nach  Nro.  4): 

10)      Ä-.=<-»''-[Hs=i)],.,- 

Mittelst  der  Fonneln  4)  und  5)  des  vorigen  Paragraphen  eiUlt 
man  nun  ans  Nrn.  9)  folgende  independente  Bestimmnng  der  Fa- 
cnltfitencoefficienten : 

II)  <?=(«-l)»[(«+A)o(n+i-l)*e*-{«+A),(«+Ä-2)t-iOi_, 

+  (n+Ä-)i(»+Ä-3)»-aOi-, -....], 

worin  Qt  nach  der  Formel  bestimmt  wird: 


12)  0* 


(A+1XA+2)...(A+A) 


Ffir  n^l   und  ein  gerades  A  folgt  daiaus  fdr  die  B«moulU- 
sehen  Zahlen  die  Formel 

13)       Ä*_,  =(-l)l*-'[(i+1^0^-(Ä+l)l  0*-,+(A+l)aQ*_,— .] . 

Wir  geben  im  nächsten  Paragraphen  einige  Reiben  Verwandlun- 
gen ,  bei  denen  die  FacnltStencoefBcienten  vorkommen. 
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5.4. 

EnlH'ickelung  vod 

[1(1+:«)]-  «.d  [nr+-T)]"- 

I.   Deokt  man  sich   beide  Selten   der  fär  I>:c> — l  ^elteh- 
den  GleichuDg 

l(H-;c)  =  a— g^r«  +  Ja»-.... 

auf  die  mte  Potenz  erhoben,  so  entsteht  ein  Resultat  ron  der 
Form 

worin  noch  die  mit  A  bezeichneten  CoefGcienten  su  bestimmen 
wSren.  Man  gelangt  zu  diesem  Zwecice,  Indem  man  die  analoge 
Gleichnng 


(m  +  I)[l(l+x)]" 
»4-2 

Indem  man  linker  Hand  die  Glncbung  1}  benntst,  rechts  die  an- 
gedeutete Multiplikation  auEluhrt  und  nachher  die  CoefScienten 
▼ergleicht,  erhält  man  die  Recursionsrormel 

m+k+l  M-U  iH-t 

(m+A+1)  Ak  =im+l)Ak  +  (m+li)  A-, , 

welche  mittelst  der  Suhstitation 

-t* l ■^* 

^'-(m+l)(m+2)...{n.+Ä)  ^* 

b  die  folgende  fibergeht: 

i»+H>  "■+*  »+t  ■ 

2)  4»=  a» +  (.«+*)  H*_,. 

Ans  der  Vei^leichung  derselben  mit  Nro.  S)  des  vorigen  Para- 
graphen folgt  angenbHcklicIi 
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sin 


<B.+l)(™+2)...(m+*)- 

Substilutrt  mui  diess    In   die  Gletcbaog  1)  uod  beachtet,    dexe 

AqS:zI   «ein   inns«,    eo  hat    maa    für  1>^>  — 1    die    Reiben- 
entwickelunjt 

oder  »nch 

*'  L      ar     J  -'       wfl^(m+l){/ii+2)*        — 

Von  dlueo  tileicbungen  kann  die  erste  dienen,  um  eine  tiMh 
PotenzeD  von  1(14^  fortschreitende  Reihe  in  eioe  andere  uniiu- 
setzen,  VFelche  nur  Potenzen  von  x  eothült-  Als  Beispiel  nehmen 
wir  die  Soldner'eche  Formel  fQr  den  Integrallogaritbrous  von  a+t. 
Setzt  man  nämlich  dem  Taylor'schea  Theoreme  zufolge 

so  ist  durch  Diflerenziation 

Soldn er  bestimmt  die  CoeJfieieDleti  A  recursir;  irill  mau  eine 
ludependente  Formel  dsför  gewinnen,  so  beachte  man,  daas  der 
linker  Band  stehende  Ausdruck 

_1  1 

=E-(Eii'('+9+M'r('+i)]*— ■ 

ist,  und  benutze  jetzt  die  Fonuel  3),  indem  msn  ;r=  — nDdm=t, 
2,  3  etc.  setzt    Ordnet  man  hierauf  alle  Glieder  naeh  PotvnMii 
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von  I  and  Tergleicht  die  so  entatefaende  Reibe  mit  der  unter  Nr.6) 
vorttoiDmerilen,  so  findet  man  sehr  leicbt  eine  independeate  For- 
mel Dir  einen  beliebigen  Coelfidenten  Ah 

n._    Am  der  Gleicbuns  4)  ergiebt  sich  dnrcb  jtnialitte  Diffa- 
renziation  nnd  nachherige  Nulü&cirung  von  x: 

[fl.(!<_±£))  J^^  =(„+,x„+2)...;„+l)>-2-3-*. 
•der  kflra«r  Mwgedrüokt; 

Wenn  es  sieb  iinn  darum  bandelte  den  Aoadmck 

in  eine  Polensenreihe  zu  verwandeln ,  so  würde  man  setzen  Itünnen : 

«>       (rnTr))"='+l'+il'^+ri''+-,- 

ond  es  Ut 

Hier  ISsst  sieb  das  Theorem  4)  in  §.  1.  anwenden,  indem  man 

nimmt;  man  hat  dann 
Ä=(-W[(n+*)6(«+*-l)*Q»-(»t+A),(«i+A-3)»-,e»-, 

wobei  Qh  nacb  der  Formel 

XD  bMtimmeD  win  wflrd«.  VermSg^  d«r  si«b«iitcB  FortMl  iat  Mh 


=  (!!  +  *)» 


D.,.„ct,GoogIc 


n» 


mitbin,   wenn  man  diesen  Werth  In  die  Formel  für  Äk  einsetzt: 
(n+«,(«+*--3),3''7> 


(2*:: 


G- 


und  dlega  Ist  insofern  eine  independente  Bestimmung  von  Ak,  siB 
die  Fscidtätencoefflcienten  nunmehr  independeiit  liestimmt  Bind. 
Die  Bedingungen,  unter  welchen  die  Gleichung  8)  richtig  hleibt. 
tiestimmen  sieb  leicht  aus  der  Bemerkung,  dsss  lunäcbst 


|l(l  +  i)i  ~Lj_j,     !<l+£)j     J 


gesetzt  werden  kann,   wenn  nftraltch  die  DetermiDatioD 
10)  1>1~       _ 

erßillt  ist    Denkt  man  eich  weiter  in  der  obigen  Rdhe 

i-      ^      -2-3^+4^=  -  ■ 

gesetzt,  so  masB  die  weitere  Bedlngong 

II)  l>:e>-l 

iitatt  finden;  nach  Auslflhrang  der  angedeuteten  Potenzirungen 
wflrde  man  nun  die  Reihe  8)  wieder  erlülten  und  es  gilt  letztere 
daher  (tlr  alle  x,  welche  den  Bedingungen  10)  und  II)  gleichzei- 
tig geniigen ;  hieraus  findet  maa  leicht 

1-1)  l>x>-03. 

111.  Aus  der  Gleichung  S)  IXsst  sich  noch  eine  anf  ien  In- 
lagraliogarilbinos  bezügliche  Formel  ableiten,  die  nicht  ganz  ohne 
Interesse  ist.    Flfr  n^I  ist  nlmlich 
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wob«i  (He  Co«niGleDtenb«BtimiiiaDg  dvrch  die  Formel 

angegeben  wird.     MuUipüürt  man  die  GleicboDg  13)  aiit  dx  und 
iotegrirt,  s«  folgt 

='^ra'•  +  i^^'•+ra,T'•+~■• 

Um  linker  Hand  die  Integration  auszufAhreii',  setzen  wir 

1(1  +  ^)  =  *. 
mithin 

x^e^  —  I    und    dx^dt; 
es  wird  dann        ^ 

=  li(«s»)  — li(e»)  +  Con8t.; 

mitbin,  wenn  der  Werth  von  e*  wieder  eingesetzt  wird: 

16)  li[(l  +  a:)"]-li[I+;rJ  +  C<.nBt 

='+ ri^  +  TO*' +  tÄ4^+-- 

Um  di«  Cnnatante  an  beatiminen,  lassen  wir  x  in  Nall  dberge- 
hen  nnd  haben  dann 

17)  LimlIi[(l+«)«]-ii[l+j:]I  +  C«nit=0. 

Thdl  IVlIl.  93 
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Dw  Gtlnswerth   auf  der   liDksn  SeUe  bMtimmt   «cb  durch  An- 
wendung der  liebannten  Formel 

li(ii)=0.5n2IS6-f  l(ln) 


II.      Kl«)« 

+ir+2  ir+- 


mnn  findet  nSmlicb 


ll[(l+«)']-li[l+i]=ipi(l+»')]-l[l(l+»)] 
j^  J-I  l(l+»)    .2^1  n(H-»)1'  .  2'-'  [1(Hl)l'  . 

WO  di«  flechter  Hand  voTkoinmende  Differenz  kurzer  dnrcb  12  aus- 
gedrdckt  werden  kann.  FOr  x=0  g«bt  die  rechte  Seite  In  12 
Ober,  und  die  Gleichung  17)  wird  demnach 

12  +  Con8t.  =  0; 

mit  Nr.  16)  Terbanden  gieht  dies« 

18)  li[(H-;r)«]-n[l.+  xJ 

wobei  wie  fräher  x  zwlscbeD  1  and  —03  entiiaiten  sein  moss. 


{.5. 

Die  FacultSteDcoefficienten  mit  negativem    - 
Exponenten. 

Versteht  man  nach  Crelle's  vortrelBicber  Beselcbnnng  unter 
(t,  +1)"  die  Facnität 

j(i+I)...(j  +  ii-l), 

■o  muas  man   bekanntlich,    um   nicht  incoMequent  zn  werden, 
unter  dem  Symbole  (:,  -|'1)~"  den  Ausdruck 
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1     ^_ 

(t-I)(^2)(*-*.-(»-*> 

begreifen*};  die»'  ISsst  sich  offenbar  In  eine  t»eh  PotenzM  tob 
—  fortscbreiteDde  Reihe  Terwandelni  sobald  i>R  ist,  ond  man  wird 
daher  entoptechend  dem  Fiflberen  zu  seUen  bab^a: 


I) 


oder  (Qr  z  =  g- ,   wo  nun  ^  <  -  sein  moss : 

=  ^+ ^J3+ ^  +  <^|S' + -• 

Diese  Gleichung  erbllt  eine  zur  BesHmmuDg  dei  Coelficienten  C 
branchbarere  Form ,  wenn  man  sick  zunfichst  an  folgende  (ta  gaue 
positive  R  und  beliebige  a  geltende  Gleichung  erinnert: 


a(a+l)(o+2)(a+3)..(o+B) 

a       o-(-I^o+2       0+3^      '  ' 

von  wdcher  ich  im  Oten  Theile  des  Archivs  S.  377.  (tod  Formel 
10.  ab)  einen  elementaren  Beweis  gegeben  habe.  ¥üt  a=— s 
geht  die  vorstehende  Gleichung  in  dlö  folgende  üben 

(l-«(l-2W{I-3ß...(l-»^ 
1-  1     ^         l 

und  wenn  man  die  Gleichung  2)  zu  Hälfe  nimmt! 


)Bp|riMV<Mte  sam  malhtoi,  Wirtfrlnid);  Artikri  FaenllU. 
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(-i)-i.!!.ji[tyi-+ ei(W->+qi^«+..] 
1   i      1    .      1 

Dflr  CueffideDt  CterKiebt  sich nnn,  todemman  beiderBeita(ii-fit)nal 
diiennzlrt  uod  nachEei  ^=0  Mtzt,  nXmIicb  man  bat: 

(-l)-1.2...ii.U...(n+i)5 
=— ii,.1.2..(«+4).l-t'  +  ii»1.2..(n+*).2"+»-... 


C.=,y^;  [-ii,lt>+,,,2«i_„,3M^»  +  ..,]. 


Bei  umgekehrter  ADordeang  der  eingeklammerteD  Reihe  ixt  endlich 
,,      .  -•      ■v.t'-iH(«-l)-<^  +  ii.(»-ä)f-- 


wobel  k  nicht  kleiner  nie  n  sein  kann,  nie  aus  Nro.  1}  nnmittel- 
bar  herrergeht. 

Die  ao  eben  entwickelte  Formel  weist  nnmittelbar  anf  den 
Zneammenbang  zfvischen  den  FacultXteacoeffit^enten  positiver  und 
negativer  Ezponenten  hin.  Schreiben  wir  A  ftlr  n,  so  ist  nlmlich 
durch  Vergieichung  mit  der  Formel  12)  in  {.3.:  . 

■ 1.2.3...*  mHt^Ai(il— l)tK4... 

*»-  (4+l)(i+2)...(i+*) ECS  ■ 


1.2...* 


-(*+»K*+»-»)-(M-I)  ""(*+*)» 


0=rTxrr.c.i 


mithin  nach  Formel  11)  In  j.  3.: 
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na 

Ann  den  FacnltltencoefBdenteD  negsHror  Exponenten,  die  nach 
der  Forme)  4)  unmittelbar  bestimmt  werden,  lauen  dch  als»  mit- 
telst der  vorstehenden  Relation  in  FaenltSteBcoeffidentsn  poatti- 
ver  Exponenten  berleiteo. 

Wir   geben   schliesslich    noch   dna   kleine  Ton    »:=— 4  bis 
'  "1  gebende  Tabelle  der  PacnItätencoefGcieDten ,  von  welcher 
inchtnng  ubmittelbar  Uar  sein  wird: 


=  +9  gel 
t  Einriebt 


Dui.tizc-ctvGoogle 


IM 


«= 

....  '-  IV 

—  lU 

—  n 

- 

■  '^r, 

1 

1 

1 

I 

Q  = 

N 

« 

3 

I 

'€,= 

63 

^ 

7 

<i  = 

390 

90 

IS 

c.= 

1701 

Ml 

31 

c.= 

7770 

w» 

63 

<;  = 

ssioe 

3029 

127 

c,= 

14»7I» 

9330 

295 

c.= 

027801 

38901 

Sil 
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+1 

+11 

+u 

+1T 

+y 

+  VI 

+  V11 

+  VI11 

+  1X... 

I 

1 

1 

1 

1 

. 

I 

I 

1 

I 

3 

6 

10 

J9 

21 

28 

36 

2 

II 

36 

SS 

176 

322 

S46 

6 

SO 

235 

736 

1S60 

4S% 

u 

274 
120 

1624 
1764 
720 

6769 
13133 
13068 

SO« 

22449 
67284 
166066 
100684 
40320 

D.,.„ct,  Google 


XX. 

Comblnatorlsclie  narstellungr  der  Vft- 
heranffswerUie    eines    Keitenbrnchs. 

Von 

Herrn  F.  BartholomSi 


wird  ein  Ketteabrnch 

«•="■  + S+_L 
P.+  ' 

i>.+J_ 

nach  der  {{«wsfanlichen  Art  in  einen  gemeinen  Bnicfa  verwandelt, 
eo  erhalt  man: 

+  PtP3PtPt  +  PiP*PtPt  +  PiP^tPt+PtJH  > 

+  PiW«+ftl'ift  +  P4Prfi<  [• 
+  Pt+Pt+Pt  ) 


I 
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Es  eKiebt  sich  nun  soeleicb,  daas  der  ZUil«r  sowohl  ^der 
NeiiDer  elqe  Summe  von  Produkten  aus  den  Parttafnenüera  ist, 
dass  diese  Produlite  Combinalionen  ans  den  Parlialnenaam  sind, 
UDd  daes  diese  Combinationen  nach  einem  bestimmten  Ges^ze 
gdrildet  werdeo  mfissen.  Indem  wir  das  Gesetz  aus  nnsenn  Falle 
empirisch  zu  bestinimeii  suchen,  bemerken  trir,  dass  tm  Bildung 
des  ZSblers  aSmmtlicbe  Partialnenaert  zur  Blldunz  des  Nenners 
Dar  die  Partialnenner  vom  zweiten  bis  sechsten  beitragen;  irir 
bemerlieD  ferner,  doss  der  Zilhler  nur  Combiustionen  der  sechsten, 
vierten  und  zweiten  Klasse,  der  Nenner  nur  Combinationen  der 
fOnFten,  dritten  und  ersten  Klasse  hat,  und  dass  bei  der  Bildon); 
der  Combinationen  Iwim  Fortschreiten  znr  n&chsten  Compteiion 
da»  nächstfolgende  Element  fibiergangen  wird.  Wir  erbalten  dem- 
nach Combinationen,  in  welchen  eine  Klasse  —  das  Wort  Im  wei- 
testen Sinne,  nKmüch  auch  lur  die  Klassen  einer  Klasse  gebraucht 
—  um  die  andere  'Gbersprungen  wird.  Nennen  wir  solche  Com- 
binationen alternirende,  so  erscheint  der  Zähler  des  reducirten 
Kettenbruchs  als  Inbegriff  s&mmtlicher  alterairenden  Combina^o* 
nen  vom  ersten  bis  sechsten  vermehrt  um  1,  der  Nenner  alg 
Summe  sfimmtlicher  Combinationen  der  Partialnenner  vom  zweiten 
bis  sechsten.  Bezeichnen  wir  also  die  altemirenden  Combinatio- 
neo  der  mten  Klasse  ans  den  Partialnennern  vom  rten  bis  mm 

tten  durch  C,  so  ist 

*«= — ;       ;;      i —  • 
C+  c+  c 

a-s      9.«      2.« 

Bier  ist  die  Symmetrie  des  Baues   im  ZKhler  durch  das  letzte 
Hied   gestGrt.      Der    Fortgang    der  Klassen   führt    uui    daraof, 

1=C  au  setzen.    Dadurch  wird 

C  -t^  €-{■€+  C 


Bi=- 


C+  (?+  C 

a.a       3.«       9.S 

Wenn  wir  bfernach  die  allgemeine  Formel  aufteilen,    so   erbal- 
fan  wir 

tw       Sa— S    3M-4  >  O 

<J-fC+C+...  +  C+C 

„  t.*m       i.a»       1-fc I.«»    1.«» 


•>-l     tm-^t    Sa-S  ■  l      ' 

C-f  C+  C  +  ...4  C+  C 

S.tB       t.%>     ».Im  X9m        Cta 
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C+C+6+.-+C    +    C 


wob«i  C— 1  zu  setzen  ist.  Diese  Farmeln  lassen  sieb,  da  ihr 
Bildunesaatz  an  sich  klar  ist,  vereinfachen,  wenn  (vir  den  Inbe^iff 
Bämmtlicher  alternirenden  Ooaibinatinnen  der  Partialoenner  vom 
rten  bis  zam  ften  durch  C  bezeichnen.    Denn  dann  erhfitt  man 


Es  entsteht  Dun  die  Frage,  ob  diese  empirisch  gefundene  Formel 
richtig  ist. 


Ans  dem  Begriff  der  alternirenden  Combinationen  ergiebt  sich, 
dass  dieselben  sowohl  vom  rten  bis  zum  tteo,  als  auch  vom  tten 
bis  zum  rten  Gliede  alterniren; 


Die  Fra^n  nun,  welche  nns  hier  in  Bezng  auf  die  kltemi- 
renden  Combinationen  angehen,  sind: 

1)  viie  ans  den  Combinationen  der  Elemente  vom  3ten  bis 
itten  die  Combinationen  ans  den  Elementen  vom  Iten  bis  ntea 
oder  allgemein,  wie  aus  den  Conibinalionen  aus  den  Elementen 
vom  rten  bis  (ten  die  Combinationen  vom  (r— ]}teD  bis  zum  (ten 
abgeleitet  werden  können; 

2)  wie  aus  den  Combinationen  der  Elemente  vom  Iten  hi« 
nten  die  Combinationen  der  Elemente  vom  Iten  bis  znm  (n-)-l)ten 
oder  allgemein,  wie  aus  den  Combinationen  vom  rten  bis  tten 
Elemente  die  Combinationen  vom  rten  bis  zum  ((-t'l)ten  Elemente 
gefunden  werden  künnen. 

Die  Elemente  seien  ei,  «i,  e,,  e«....ea,  ea+i  und  die  einzel- 
nen Combinationen  mOgen  als  Produkte,  der  Complex  derselben 
als  Summe  der  CoHibinationen  aneeseben  werden  —  was  offenbar 
erlaubt  ist,  da  das  Produkt  und  me  Summe  immer  wieder  im  all- 
gemein combinatoriscben  Sinne  genommen  werden  kann. 

Nun  wird  offenbar  Caus  C erhalten,  wenn  allen  Coraplezionen  von  C 

l.n         2.11  3.m 

das  Element  «i  vorgesetzt  wird  und  ron  den  Complexionen  von 
C  diejenigen  beibehalten  werde»,   welche  nicht  mit  e^  anfangen. 
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C  =  e,.C  +  C (S) 

EbMM  lat  allgenwin 


welche  Fonneln,  wie  leicht  eraichtlich,  nur  denn  richtig  eled,  wenn 
C  ^  1  gesetzt  wird. 

Hiermit  und  wegen  des  Satiee  (S)  iet   zugleich  die    andere 
Frage  erledigt    £«  wt 


o_„  .  I         m 


fy^  +  X 
p- 
c 


wohei  aich  C  anf  den  Zeiger  pi ,  Pa<JH  •  P*  >  — P»  bezieht  Durch 
■occeeaive  Anwendung  dee  Sateea  1^  erbalten  wir : 


D.,.„cb,GoogIc 


833 


c        c 

-2i  _  I .  ♦■■  _  1 


worana  fvlgt: 

.(9) 


B\=pi  + 


Pi>  1 


mithin  Idt  B'n—Bn  oder  die  Glcichang  (1)  ist  ricbtig.  Zn  dem- 
selb«n  Remillftt  g^aogt  man,  wenn  man  den  KetteDbnch  ■!■- 
richtet.  ■ 


Un»«  Snti  hat  ein  doppeltes  Interesse.  Einmal  nXmOch  ist 
es  sehr  leicht,  mit  Hälfe  der  altemirenden  Combinatienen  jeden 
Nihemngswertb  des  Kettenbruchs  unmittelbar  an  finden;  xwdtens 
aber  ist  die  combinatoiische  AuflSsnng  nnserer  Aufgabe  die  nr- 
sprflnglicbe,  d.  h.  unmitteibar  aus  der  Natur  der  Verbindung 
der  Partialuenner  abgeieitete.  Sie  moss  also  auch  die  bekannte 
dependente  Aufltisung  enthalten. 

Sind  Bm-\,  Bm,  Bm+t  drei  f^f  einander  folgenden NSbenn^»- 
werthe  des  Kettenbruchs,  nnd  setzen  wir 


tj.,.„cb,GoogIc 


333 


_  Z..y.titZ.- 


Für  die  Benatzung  DDserer  Fonnel  xar  wirklich«!!  Beracii 
üimg  der  M&heraügswerti!«  dürfte  eich  foigendee  Sciienia  empfel!- 
leD.  ■  E«  «el  z.  B. 


4+   I 
6+  I_ 
3+J 


Nenner    15    4    6    3    2 
I    3    3    4    (    e 
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c 

P 

" 

S 

«. 

6  =■ 

123«« 

1.9.4^.3.2 

720 

1142 

1234 

U.4.6 

120 

( 

1236 

1.9.4.2 

40 

t  =] 

1296 

1.5.3.2 

30 

j 

1456 

1.6.3.2 

36 

1 

311!« 

4.6.3.2 

144 

1       12 

IJS 

9 

1       M 

1.6 

0 

c  = 

1       " 

1.2 

2 
24 

1       36 

4.2 

8 

l       66 

32 

6 

i   = 

1 

1 

1 

1U2 

t  = 

23466 

5A6.3.2 

720 

959 

999 

,     234 

5.4.6 

120 

fc  = 

1     236 
j     296 

9.4.2 
9J.2 

40 
30 

'     496 

6.3.2 

36 

3 

9 

9 

c  = 

4 

6 

6 

6 

2 

2 
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3UtI. 

Der  Pascal'sciie  Iiehrsatz   in  seiner 

Anwendung  anf  die  geometrisclie 

Anaiysis. 

Tod 

Herrn   Planck, 

Repetenten    «■  der  pol jlechn lachen  Scbnle   an  StnttgtrL 


-  Der  Pascal'scbe  Lehrsatz  ISsst  folgende,  seinea  Beweis  und 
sein  V erst SndnisB  erleichternd«,  und  zugleich  ßlr  die  geometnsche 
Aoalysis  sehr   fruchthare  Fassung  zu. 

Lehrtatz.  Wenn  AB  und  A'B"  Projectionen  einer 
und  detselben  Sebne  eines  Kreises  anf  eine  nnd  die- 
selbe Gerade  toii  zwei  Punkten  C  und  C  des  Kreises 
aus  sind,  so  ist  von  jeder  andern  Sehne,  von  welcher 
in  demselben  Sinne  AB  eine  Projection  ist,  auch  A'B' 
eine  Projection. 

Beweis.  Zu  der  Geraden,  auf  die  projicirt  wird,  und  die 
wir  den  Grundscbnitt  nennen,  ziehe  man  Parallelen  durch  die 
Endpunkte  D,  E  einer  Sefaue  des  Kreises.  Diese  Parallelen 
treffen  fTaf.  IV.  Fig.  2.)  den  Kreis  in  F.  G,  und  FE.  DG 
treffen  uen  Grundscbnitt  in  !S  und  N.  Ut  nun  AB  eine  Pro- 
jection ron  DE  vom  Punkt  C  des  Kreises  ans,  so  sind,  well 

ACB=DFE=:BME=AKD, 

die  Dreiecke  ACB,  BME,  AND  ciaander  ähnlich,   und  amn  hat 
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ADxAC 


~SS~ 


Diese  AusdrOcbe  bebalten  ihren  Wertfa,  fxiglicb  die  Pnnkte  JV 
and  iV  ihre  Lage  füi  jede  andere  Sehne,  von  Tvelcher  AB  als 
Projection  betrachtet  werden  kann.  Somit  ist  das  System  der 
Sehnen,  (üi  welche  AB  Remeinschaftticfae  Projection  ist,  kein 
anderes,  als  das  schon  durch  die  Punkte  91  undiiV  bestimmte 
System  von  Sehnen,  oder  es  ist  überhaupt  jede  ProjeGtion 
einer  Sehne  dieses  Systems  zugleich  eine  gemeia- 
scbaftliche  Projection  aller  ~  andern  Sehnen  des 
Systems. 

Eine  zweite  Erzeugangsart  Tdr  ein  solches  System  von  Seh- 
nen erfciht  sich,  wenn  man  In  Taf.IV.  Fig.  2.  nocn  AE  und  BO 
zieht,  die  den  Kreis  in  H  und  J  schneiden ,  und  bedenkt,  dass  AB 
»nch  eine  Projection  von  CH  und  CJ  ist,  dass  somit  diese  Seh- 
nen dem  System  der  Sehne  DE  zugehSren.  In  der  Identität  die- 
ser zweiten  Erzeugungsart  mit  der  unmittelbar  aas  dem  ausge- 
sprochenen Satze  folgenden  liegt  auch  die  Identität  dieses  Satzes 
mit  dem  Pascaracben  Lehrsatz. 

Zugleich  zeigt  diese  zweite  Entbtefanngs weise  eines  Systems, 
wie  man,  wenn  drei  Sehnen  gegeben  sind,  die  Gerade,  die  ihoen 
als  Grundschnitt  zugehDrt,    finden  kann. 

Als  unmittelbarer  Zusatz  ergiebt  sich  noch)  dass,  wenn  «ne 
Sehne  eines  Systems  durch  den  Pol  des  Grundschnittea  geht, 
alle  andern  Sehnen  des  Systems  durch  diesen  Pol  geben  müssen, 
weil  alsdann  nach  der  Lehre  von  der  Polare  die  Punkte  31  und 
N  zasommen fallen. 

Auch  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  im  allgemeinen  Fal^ 
wenn  ein  Endpunkt  der  Projection  einer  Sehne  gegeben  ist,  der 
andere  Endpunkt  eine  doppelte  Lage  haben  kann,  während  man 
fbr  eine  durch  den  Pol  seilende  Sehne  nur  einen  zweiten  End- 
punkt der  Projection  erhält.  Jede  Projection  einer  durch  den  Pol 
sehenden  Sehne  kann  als  Projection  der  Sehne  von  zwei  verschie- 
denen Punkten  des  Kreises  aus  betrachtet  werden. 


II. 

Etile  Hauptaufgabe.  Die  gemeinsehaftliche Sehne 
zweier  Systeme  von  Sehnen  zu  finden,  deren  jedes 
durch  seinen  Grundschnitt  und  eine  der  Projectionen 
gegeben  isL 

Oder:  Einem  Kreis  ein  Viereck  einzubeschielben, 
dessen  vier  Seiten  durch  vier  gegebene  Punkte  gehen 
sollen. 

Auriüsang.  Man  denke  eich  die  gesuchte  Sehne  aal  die 
beiden  Grundschnitte  so  projicirt,  dass  der  Schnittpunkt  O  der- 
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Mibe»  em  seawiiwchliMIch«'  E>dpnDkt  der  Pcojedioiten  mL  Ute 
behlet)  aiMkni  Endpunkte  P  und  Q  (Tai.  V.  Flji^  l.)  weidMaieb 
Am»  bfiatbomen,  da  das  System  der  gcsachton  Sehne  inJBesgj; 
inf  beide  tirundsclinitte  gegebca  ist  Scbneklct  P-Q  itm  Krtai« 
hl  R  nod  S,  OR  und  05  aber  in  T  uad  (7,  so  «ted  il[7'Bnd 
fr  ifvei  Bemeinacbart liehe  Sehnen  heider  Systeme.  Als  beson- 
derer F^reracheint  die  Auff^be:  Die  Sel^ae  eines  Svstems 
zn  finden,  die  durch  einen  gegebenen, (l'unkt  pehei 
Nach  1-,  Ist  nitmUch,  jede  tiehoe,  die  durch  den  gegebenen  Puokt; 
gebt,  von  Beliehenern  System  in  Bezug  auf  die  Polaredes  Puhk- 
ta«.  Eineiinflrisang  (tieaer  Aufgabe  nnter  der  Form :  Einen)  Krets 
ein  Oreieclc  einsubeBchreiben,  dessen  Seiten  durcb  4rei 
gegebene  Punkte  gehen  aolleü,  findet  man  z.  ß.  in  ran 
äirinden. 

Bei  Auflüsung  der  Aurgabe:  die  Sehne  eines  Systems 
%a  finden,  die  einer  gegeben en  Geraden  nararlel  sei,' 
tritt  KD  die  Stelle  der  Palare  der  zu  der  gegebenen Geradenaenk- 
reehte  Kreisdnccbmeaser ,  die  CoosUuctioa  hteibt  aber  weseotlifb 
dieselbe. 

.  [Jehrigens  lassen  sieb  die  beiden  letzten  AtiTgaben  ilpabhX;n- 
gig  von  4er  Hauptaufgabe  ziemlich  einfach  mittelst  BenutzuDg  Her 
Fankte  M  und  K  iGaen.  Namentlich  vrird  man  die  zum  .Grund- 
schnitt parallele  Sehne  eines  Systems  dadurch  erhalten^ 
dass  man  von  10  oder  iV  Tangenten  an  den  Kreis,  and  durclt 
deren  Berflhrungspunkte  Parallelen  zum  Gründschnitt  zieht 


Mitte1«4  des  Bisherigen  Ist  lAan  Im  Stande,  weMn  eine  gege* 
bene  Sehne  sn  projicirf  werden  soll,  das«  die  Projetrtion  eine  ge' 
gebene  Bedingung  erfGlIe .  der  gegebenen  Sehhe  eine  ander»  von 
demselben  .System  zu  subfltilulr^n ,  ^elbbe  eine  (Qr  ^ie  LSsnng 
der  jedesmaligen  Aufgabe  bequemere  Lage.  hat.  •  '■      ■ 

..  Hiebet. geboren  folgende  AufgabeD;, 

I)  Eine  Sehne  so  zu  projiciren.  dass  die  Projection 
eine  gagfibene  Grflsae   habe. 

AuflSsuBg.  Man  aulwtitufre  der  gegebenen.  Sehne  die  zum 
Gtandschnitt  parallele  Sejine . deeselbe«  S^tems.  Uen  Punkt  des 
Kreises,  von  de»  aus  s'iob, diese  Sebn^  in  der  .verlang teo  Weijse 
prnjicirl,  vi'ird  mau  erhatten,  vtinn  man  ein  Stück  gleich  dem  ge- 
gebenen auf  dem  Grund  schnitt  beliebig  aufträgt,  über  dieser 
Grundlinie  Mta  Dreia'dk'caaatcuirt,.  dessen  SettfiB  dnrc^  die  £i)d- 
punkte  der  tMine  geben,  und  dnteh  die.Spitao  dieses  Dreiecks 
eine  Parallele  xnm  GrnndschniH  sieht. 
Thtil  SVIll.  23 
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'  -EiiM-LOHhs  ifo  Auf^*  Cü' d«it  FälU' diM  w  •«•  nn 
Gm^MlinMt  })krallete  Sehne  dm  Syetfetas  .i(ar  nicht  f^,  (di*a»r 
FaH'«'ind  «[ilMteD,' wen«  <die  ibffldsa.  Endpunkte  dar  {»^«bcMe* 
Sehn»  Mf  r.ei«dHed«Kii  Seiten '4es  Gruwiachnilts  Ittesh)   .wit± 

fciv^ftrg«.  .■■,.,,- 

,'^' Eiüe  ■  SelkiiÖ'^Bo  2b  örojicirfen,  ^  duss'  di«  Pro- 
j'äbtion  diirfch '  ein^h  eegebenen  Putikt  "dsa  firund- 
«chnlHi'in  g^gebedem  vetlifiltni'«i  g-sCheilt  w'ird.    ' 

^nriSsaiii;.  Aach  hier  Ist  die'  UeAaenMt»  Laf-e  der  Sehn» 
dite{Mi^e>  welch«  2nm  Grund  ach  filtt  pti-altel  Ist.  Man  irrrd  dies« 
Semiä'  in  dem  gegebenen  Verbtthni^w  tbeilau,  dfen  f  heilun^punkt 
durch  eine  Gerade  mit  dem  ftegebenen  Punkt  des  Grundsäinittes 
rerbinden,  und  vom  Schnitt  dieser  Gecadeii  und  des  Kreises  au« 
die  Selyie  pröjlclten. 

Eme  zweite  Auflnanng  namentlich  t9t  den  Fall,  dna«  es  keine 
znro'  Griindschnitt  parallele  Sehne  des  Syatemu  gibt,  iat^lgcnde: 

.  Man  «ubstituire  der  geeehenen  Sehpe  diejenige,  weiche  durch 
den  gegebenen  Punkt  des  Grntidschnittcs  geht.  Es  sei  (Taf.  V. 
Fiß,  ±)  liE  dietie  Sehne,  F  der  gegebene  Pphkt.  Aß  die  ge- 
Buchfe  Pri^*äction.  Wäblt  man  dann  den  Punkt  G  aaf  DE  so,  dos« 

'.'    OF-.fC^AFifß, 

80  Ut  BG  parallel  zu  AC,  und  Tolglich 

GBE=iACE, 

-demnach  der  Punkt  B  leicht  za'b'estimmen. 

•  'WeoD  die  EntT^rnung  eines  Endpiiulites  der  Projection  von 
einem  Pualcte  de«  Grundschnittes  zur  Enfiernung  des  andern  End- 
puukteS'Von  einem  andern  Punkte  de?  Gruiidscbnlttee  ein  geee- 
peneB  Verfafiltniss  bauen- sali,  so  hat  man  nur  die  Entfernung  der 
beiden  gegebenen  Punkte  in  dem  gegebenen  Verbältniss  zu  thei- 
len,  um  auf  die  bereits  gelüste  Aufgabe  zurückzukommen.  Sind 
die  beiden  Punkte  des  Grundschnitto  diejenigen,  in  denen  der 
Grundscfanitt  dem  Kreis  begegnet  (Trff.  V.  Fig.  3),  so  ISsst  sich 
die  Aufgabe    folgend ermasaen   fassen: 

Esaoll  eine  Gerade  gesogen  werden,  auf  weleker 
vier  gegebene,  in  einem  Punkt  sich  schneidende  und 
hier  ^ie  Winkel  a,  ß,  y  bildebde  Gerade  drei  Stflcke 
abschneiden,  von  M-elchen  das  mittlere  eine  gegebene 
GrGBse  habe,  wXhränd  die  beiden  andern  in  gegeDeaen 
Verhältnis»  zu  einander  steh«n. 

Voir  AeHer  Attf^aihe,  in  etwas  -andBrer  Fotn  gefasst,  Ist  ntr 
Kurzem  in  dtesem'Archiv  eilte  L>8san|  gegabea  -w.irden.  • 
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Es  k&me  nun  dis  Aurgabe:  eine  Sehne  so  zn  projici' 
reu,  daas  das  JKechfeck  aus  den  beiden  Stücken,  in 
n-elcbe  die  Projection  durch  einen  gegebenen  Punkt 
des  Graod schnitte«  get heilt  wird,  einegegebenetirCsse 
hsbe.  Von  dieser  Aufgabe  sind  wir  mittelut  oes  Bisherigen  bloss 
folgenden  besondern  Fall  zu  lüsen  im  Stande. 

3)  Eine  Sehne  so  zu  projiciren,  dass  die  Projection 
mit  einer  zweiten   gegebeDen  Sehne  auf  einen  Kreise 


ege. 


Auflüsung.  Man  suche  die  Sehne  vom  System  der  ersten, 
welche  durch  den  Schnittpunkt  der  zweiten  und  des  Grondschnit- 
tes  gebt.  Projicirt  man  die  gefundene  Sehne  so,  dass  sie  mit 
ihrer  eigenen  Projection  auf  einem  Kreise  liegt,  so  liegt  diese 
Projection  auch  mit  der  zweiten  der  gegebenen  Sebnes  auf  einem 
Kr«iee,  und  die  Aufgabe  ist  gelöst.  iJer  Punkt  aber,  von  wel- 
chem aus  alle  Sehnen  sich  so  projiciren,  dass  sie  mit  ihrer  Pro- 
jection auf  einem  Kreise  liegen,  ist  der,  in  dem  die  Tangente 
parallel  zum  Grundscbnitt  ist. 


Die  in  1.  I^r  AN  und  BSI  gefundenen  AnadtQcke  belialten 
ihren  Werth  nicht  nur  iUr  jede  andere  Sehne  des  gegebenen  Krei- 
ses, von  welcher  ^fi  als  Froieclion  betrachtet  werden  kann,  son- 
dern sie  behalten  ihren  Werlh  auch,  wenn  man  ^£  als  Projection 
einer  Sehne  eines  anderen  Kreises  (von  einem  Punkte  dieses 
Kreises  aus)  betrachtet,  iär  welchen  die  Produkte  ADxAC, 
BExBC  ihren  Werlh  beibehalten.  Die  geometrische  Bedingung 
Iriervon  ist  entweder,  dass  der  zweite  Kreis'  dem  Grundschnitt  in 
demselben  Punkte  begegnet,  wie  der  erste,  oder  dass  der  Mittel- 
punkt des  zweiten  Kreises  mit  dem  Mittelpunkt  des  ersten  in 
einer  zum  (irnndschnitt  Senkrechten  liegt,  und  die  vom  Fuss- 
punkte  dieser  Senkrechlen  an  die  beiden  Kreise  gezogenen  Tan- 
genten der  Grösse  nach  gleich  sind. 

Sonach  erweitert  sieb  unser  Hanptsetz  dahin,  dass  durch  den 
gegebenen  Kreis  und  den  Grundschnitt  ein  System  von  Krei- 
sen, »nd  durch  den  Punkt  JU  oder  N  in  Bezug  auf  jeden  die- 
ser Kreise  ein  System  von  Sehnen  bestimmt  ist,  deren  Jeder 
ein  und  dasselbe  System  von  Projectionen  augebürt. 

Hiedurch  ist  man  In  den  Stand  gesetzt,  in  FGlIen,  wo  sich  in 
dem  gegebenen  Kreise  keine  die  Lösung  der  Aurgabe  wesentlich 
erleichternde  Lage  einer  Sehne  ermitteln  lässt,  auf  einen  anderen 
Kreis  überzugehen,  und  sich  dort  die  bequemste  Lage  der  Sehne 
des  Systems  herauszusuchen.  Dabei  werden  folgende  zwei  Haupt- 
millel  zur  Anwendung  kommen.  Man  wird  entweder  1)  dem  ge- 
gefaeneo  Kreis  denjenigen  des  Systems  sobstitiiiren ,  der  die  in 
M  oder  A  errichtete  Senkrecht«  ncrfibrt,    oder  man  wird,    wenn 
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diess  nicht  inOf^lich  ist,  2)  dem  Kegebencn  Kreis  denjenigen  des 
•Systeihs  Hiilistitüiren ,  dessen  Mittefpuiikt  im  (Jrunttmrhnitt  liegt. 
Im  eratern  Falle  lÜSüt  man  an  die  Stelle  der  gp^pbbnen  Sehne 
des  gegebenen  Kreises  den  zum  Gninilflchnitt  jpaVallelen  Durch- 
messer des  neuen  Kreises  treten,  hn  zu-eiten  Fall  einen  Oarch- 
messer,  desseo  Läse  {regen  -den  ^randscbnitt  von  der  Lage  des 
Punkte»  M  (oder  N)  abhängt. 

Als  erstes  Beispiel  kann  die  Lösung  der  Aufgabe  1} 
in  in.  für  den  schon  besprochenen  Fall  dienen.  Man  findet  den 
dem  System  zu  gehör  isen  üiirchmesser  des  neuen  Kreises,  wie 
Taf.V.  Fis.  4.  zeiat.  Ist  AB  die  gesuchte  Projection  des  Durch- 
messers DE,  qni)  0'  die  Mitte  von  Aß,  so  sieht  man  leicht, 
dass  0C0'=j^'O/>,  dass  somit  das  Dreieck  OCO"  gegeben  ist. 

Man  n'ivd  bei  dieser  Gele<;enheit  bemerken,  dass  jede  Pro- 
jection des  Durchmessers  DE  uls  Durchmesser  eines  Kreises  be- 
trachtet werden  kann,  der  den  Kreis  O  unter  dem  Winkel  AOli 
schneidet.  Ebenso  kann  die  Projection  des  zum  Gruiidschnitt  paral* 
lelen  Durchmessers  eines  Kreises  als  Durchmesser  eines  Kreises 
hetrachtet  werden,  der  den  ersten  berührt. 


Zweite  Hauptaufgabe.  Die  gemeinschaTt  liehe  Pro- 
jection luT  zwei  gegebene  Sehnen  Bweier  Kreise  zn 
rinden. 

Oder:  Ein  Viereck  zu  construiren,  wenn  gegebeo 
eine  Diagonale  der  Lage  nach,  die  ihr  gegenüberlie- 
genden Winkel  und  vier  Punkte,  dnrch  welche  die  vier 
Seiten  gehen   sollen. 

AiiflSsnng.  Noch  IV.  tfirtt  die  Aufgabe  auf  eine  der  drei 
folgenden  sieh  zurücktühren  lassen.  £•  soll  die  gemeiDSchaftliche 
Projection  gefunden  werden 

1)  .ßlr  die  zum  Grundschnitl  parallelen  Durchmesser  zweier 
Kreisen 

2)  (ttr  den  zum  Grandschnitt  parallelen  Durchmesser  eines 
Kreises,  und  einen  Durchmesser  eines  zweiten  Kreises,  dessen 
Mittelpunkt  im  Grnndscfanitt  liegt; 

3)  fSr  zwei  Durchmesser  sweier  Kreise,  deren  Mittelpunkt 
im  Gruodschnilt  liegt. 

Nach  der  Schliissbemerkung  zn  IV.  aber  lassen  sich  diese 
Au%aben   folgendermassen  fassen: 

I)  Einen  Kreis  au  construiren,  dessen  Mittelonnkt 
auf  einer  gegebenen  Geraden  (dem  Grnodscnnitt) 
liege,  und  der  zwei  gefieben«  Krefse  berflhre. 
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3}  Eine»  Kreifl  zu  jconctrulren,  der  finen  g«(;*ibe- 
iieii  Krei»  berflhre,  einen  zweiten  unter  gegetieiieni 
Winkel  schneide,  und  dessen  Mitteluiiold  auf  einem 
gegebenen  i)uTcfamesser  des  letztern  Kreisea  liege. 

3)  Einen  Kreiü  zu  conatruiren,  der  zwei  gejje.b^ne 
Kreise  unter  gegebenen  Winiceln  schneide,  und  dessen 
MittelpHukt  auf  dem  gemeinschaftlicheu  Durchmesser 
beider  Kreise  liege. 

Die  elementare  LSsung  von  Aufgabe  1)  wird  als  bekannt  ?»r- 
ausgesetzt  werden  dürren.  Aufgalie  2j  wird  man  mit  Leichtigkeit 
auf  den  Fall  zurfiekßlbren,'  wo  der  gegebene  Winkel  ein  rechter 
ist.  Am  meisten  ^Schwierigkeit  macht  Aur>;ahe  3^.  Sie  lässtsich 
auf  die  Form .  bringen :  anr  dem  ^emeinffchaftlicnen  Durchmesser 
zweier  Kreise  einen  Punkt  zu  bestimmen,  so.  dass  die  Differenz 
der  FOD  ihm  an  die  beiden  Kreise  gezogenen  Tangenten  eine 
gegebene  «rüsse  habe.  Sind  (Taf.  V.,  Fig.  5.J  OP  und  O'/* 
die  Halbraescer  der  beiden  Kreise,  Q  der  geHiichte  Punkt,  so 
schneiden  die  uiit  den  Halbmessern  OQ  und  O'Q  beschriebenen 
Kreisbögen  auf  den  in  P  und  P"  errichtete»  Scbeiteltanuenten 
zwei  Stücke  PA,  P'R'ah,  gleich  den  vnu  Q  an  die  beiden  Kreise 
gezogenen  Tangenten.  Macht  man  jetzt  /*Si=0'P',  AT  gleich 
der  Differenz  der  Tangenten,  sn  ist  OR  +  KT=ORf  OR' 
=:00'.  Man  hat  sonaL-h  Über  OT  als  Grundlinie  ein  Dreieck  lu 
construireti ,  dessen  Spitze  anT  der  in  P  errichteten  Scbeiteltan- 
gente  liegt  und  dessen  beide  andere  Seiten  zusammen  gleich  00' 
sind,  eine  bekannte  Aufgabe  der  Elemestargeometrie. 

Als  besonderer  Fall  unserer  Hauptaufgabe  erscheint  z.  B.  der 
folgende:  Ein  Viereck  zu  construiren,  wenn  gegeben 
eine  Diagonale  der  Lage  nach,  mit  den  ihr  gegenüber- 
liegenden Winkeln  und  Ecken.  Man  kommt  auf  diese  Auf- 
gabe, wenn  die  beiden  jirsprün  gl  ich  gegebenen  >Sehaen  dem  tiruod- 
schnitt  parallel  und  der  Grusse  nach  gleich  sind. 

Die  Hauptbedeutung  unserer  Aufgabe  wird  sich  im  Fölgeuden 
ze'^en. 


VI. 

Wir  werden  nun  die  ein  System  von  Projectionen  cha- 
raktetisirende  Bedingunqsgleicbung  aufsuchen,  und 
hierbei  besonders  den  Fall  berücksichtigen,  wo  man  ein  System 
von  Kreisen  bat,  die  den  Grundschnitt  schneiden. 

Es  sei  (Taf.  VI,  Fig.  1.)  DE  die  Sehne,  welche  projicirt 
wild,  tti|d  im  Uebrigen  Alles,  wie  in  I.,  so  hat  man    '  ^ 


D,g,t,z.ctvG00gIC 


Sind  A  and  5  die  PuDkte,  in  welchen  der  GnindsdiDltt  dem  Kreis 
begegnet,  90  ist 

Ai>xAC=ARxAS,     BExBCi=  BRxBS . 

und  ma»  hat 

3)    AS-BM^AB-MN=  ^liX^S--^BaxBS 

oder 

MItxAB~AFixAB-ARxA8+BRxBS 

=  {ABi'BR)(AS—BS)~ARxAS+BSx:BS 
=BRxAS  —  AlixBS. 


BS- Jfff=S-^! 


.,    RS+H«      K-+ß+V)       AS.JB 
''     BS—MN~-      sr         —BSBB' 

Ffir  den  Fall ,  dasB  die  Punkte  R  und  5  zwiacben  JS  und  If  lie- 
gen ,  eibält  man  ebenso 

MS  +  BS     AS   AB 
MS-BS-BSBS' 


vn. 

Die  in  VI.  geflindenG  Bedingungsgleicbnng  für  ein  ^stemvon 
Proiectionen  enthält  nicbt  nur  einen  neuen  Beweis  (ur  alle  im 
Bisfaengen  aufgestellten  Sätze,  enndem  sie  gibt  denselben  anch 
erst  ihre  wabre  Bedeutung.  Es  ist  nemlich  das  durch  die  Glelefamg 

AS  AR  _- 
JJSSR-* 
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auseeMprochene  VerhSltnlss  kaln  anderem',  ala  dasfeiiig«,  irelches 
in  der  neueren  tieanietrie  unter  .dem''.  Hamen  eines  aDharmo- 
ichen  VerbSltnlnses  vorkommt,  tveil  es  für  Al  =  1  zu  einem 
h&rmontachen  Verhfiltnisse  wird.  Mm  wird  fiiedurnh'  hilf-  »hie 
neue,« om  Kreis  unabhängige,  rein  liDfeäre  ErieuguBga- 
art  eine«  Syateims  rqn  Ptojeptiqnen  in  dem  bisher  bespro- 
ebenen  i^n  hlD^eH'teBen.  IMesellie'  Nt  jm  Tolgenden  Lehrsatz 
enthalten. 

Wenn  (Taf.  VI.  Fi;;.  2.)  AB  die  Pro'jection  einer  be- 
grenzten Gera4en  J)E,  die  •Terl:|ii^^ert>  den  Grund- 
acbnitt  in  iS  tr/ifft,  von  einem  Puntie  C  einer  Geraden 
BUS  ist,  die  den  Grandschnitt  In  R  trKftiaa  findet  für 
jede  Lage  des  Punktes  C  auf  dieser  Geraden  dieGlei* 
cbun^  Statt:-     •,  •'    .        ■  ',' 


AS   AR 
BSBR 


.=  K. 


Der  BeM-eis  soll  hierganz,  wie  in  Vl.,ger(tbrt  werden.  Man 
ziehe  durch  D  und  E  Parallelen  lum  Grundschnitt,  die  die  Ge- 
rade CA  in  F  und  G  treffen.  FE,  DG  .treffen  ^en  Qrundachnitt 
In  m  nnd  iy.    Dann  Wi,  wie  teicht'ku'so'hen, 

..       .„     ARXAS  „„^BRxBS  l 

lY' Aa's^ — -Tg — r.,  H)    BM.tm — ^5 — 

vaA   da  MB  Alka,,  nie  in  VI.,  ist,  w  wird  man  >ucb  Ai».4vi 
gefbsdese  Gleiobung  . 

AS   AR  _  RS  +  XfHf 
BS'BR  -   RS^MJÜ 

«ietUr  erballen.  . 

MsB  \axin  bei  dieser  Gelegenheit  ^R«nLeiu«ata  der  n«usr«B 
Geometrie  herleiten ,  den  wir  ßr  unflern  Beneie  bütten  benntueo 
kSnnen.    Es  ist,  wie  die  Figur  zeigt: 

'  ^^_DSxEG  „„     ESXDF. 


SN^_PS     EG     . 
SM-  ES^SP'     . 

Seho^deb  CR  die  Gerade  A£  in  Q,  to  ist 

EG_EQ 


und  falgl>*l> 
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..     sja~  Es'Eti' 

NuD  Ist,  wie  leidit  zm  «eben,  .  . 

mi  man  erhält  demnach  die  Gleichung 

DS.blQ       HS^ntN      AS  AR 

Man  vergleiche  hierOber  die  tieometrie  von  Kunee. 


t)a  sich  nacli  VH  die  AuTgafie.  eine  begrenzte  Geratfe  von 
einer  zHeiteit  gegebenen  Geraden  aus  auf  den  Grundschnitt  so  zu 
projiciren,  -dass  die  Projection  eine  ^e^ebene  Bedingung  erfülJei 
auf  die  Anrgabe  zarficklthren  lässt,  «nie  Sehne  eifläs  Kreises  von 
einem  Punkt  dieses  Kreises  aus  in  der  verlangten  Weise  zn  pro- 
jiciren, snsind,  Tvie  man  sieht,  roitden  bisher  (ür  denKreis 
g^elOsten  Aufghbfin  eben  s«- iiel  analoge  iar  dem  FiaM 
gelSst,  wo  rttatt  des  Kreises  und  der  Senne  eine  ui>b» 
grenzte  und  eine  begrenzte  Gerade  gegeben  sind. 

Besonders  bemerktfDsnertb.erHcheltit  biet  die  Aufgabe,  einem 
Dreieck  ein  Dreieck  einzubeschreiben,  dessen  Seiten 
durch  drei  segebene  Punkte  gehen  sollen.  In  Tat' VI. 
Fig.  3.,  wo  JJ,  E,  F  die  gegebenen  Pankte  sind,  ist^B  soirobl 
eine  Projection  von  ÜE,  muDF,  nod  folglich  mittelat  der  eivei- 
ten  Hauptanfgabezu  bestimmen.' 

Es  ISssl  sich  aber  sogar  die  allgemeine  Au^be:  Einem 
neck  ein  necVoinzvbeschreiben,  dessen  Seiten  durch 
n  gegebeue'Punkte  gehen  sollen,,  tiach  den  aufgestellten 
Pnncipien  lüseii.  Da  jedoch  die  LCeung  praktisch  nicht  vrohl 
brauchbar  int,  so  möge  darOber   folgende  Andeutung  genSgen. 

Wenn  AB  und  BC  zwei  verschiedenen  Systemen  angehö- 
rende, den  Endpunkt  B  aber  gemein  habende  Projectionen  sind, 
so  wird,  wie  leicht  einzusehen,  zwischen  den  Punltten  A  und  C 
eine  AbhKngigkeit  derselbea  Art  Statt  finden,  wie  zwischen  A  unÜ 
B  oder  B  und  V,  d.  h.  auch^C  wird  einem  bestimmten  System 
von  Projectionen  angehören,  um  dieses  System  geometrisch  zu 
bestimmen,  hätte  man  zunächst  irgend  drei  Lagen  von  AC  zu 
zeichnen,  und  dann  die  Aufgabe  zu  lüsen,  wenn  drei  Projectio- 
nen von   einem  System  gegeben  sind,    das  System  von  KTfliaen« 
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Stt 

itoPivelckecale  aidi  beiMm^horfimln.  Die  liBsMg  dkuwAnf- 
f[Rbe.i'aitbSU  Av  SttK.  d«Mi  ^enn  AB  uni.J'R  PnjectioRW 
eiuer  und  dermibtin  Sehne />£.  sind,  APA'^ßEB'  i»t. 


deuen  Seiteo  durch  di«  Putilcte  D,  £,'  F,  G  Keh«n  Bollen,  ho 
ftehOrt  AC  sowohl  in  einem  nnmittelbar  gegebenen  System  als 
ProjectioD  von  DR,  als  ftneh  eh  slsbni  «ittsib'kr  KCgeoench'  Sy 
alemi  neil  AB  und  BC  segebenen  Systenien  zugehOTen.  Uem- 
MCb  Ut  man  wlvder  auf  a|«  sWeite  Hauptanbabe  surdckgeltihrt, 
und  wird  diess  ebenso,  nenn  essicb  «m  die  allgemeiite  Auf; 
gäbe  handelt.' 


IX. 

Wir  sind  nun  mit  den  Haoptann-endungen  lu  Ende,  und  fle- 
hen noch  zu  einisen  besonderen  aber,  ztin&ch^t  ßr  den  F&ll,  wo 
die  Ponkte  A,  U,  B,  S  barmoniscb  liegen,  oder  wo  es  sich  um 
die  Prajection  einer  dnrcb  den  P^^l  de^'Grundschnltles  gehenden 


legen 

-. -^TGi 

Sehne  bandelt. 

Zunächst  f(i II t  in  die  Augen,  d^ss  mit  den  bisher  eelAsten 
Aurgaben  eine  Reihe  Von  Aufgaben  in  Bezug 'auf  die  Con- 
structixtn  eine^a  Systems  harnooiscber  Linien  gelOat  ist. 

Eine  tleibe ,  neuer  Annes^hgen  ali<er.  erOlfiiet'slch  durch  foK 
genden  '  '■.■■■  ■     . 

L  e  h  r  s  a  t  ^:  ''    ■'  ■    ' 

Wenn  man  alle  Proje.clionen  einer  durch  den  Pol 
des  Grundschnitts  gebenden  Sehae  von  einem  will- 
kübriich  angenommenen'  Punkt  aus  wieder  projicirt 
auf  »ine  Gerade,  die  parallel  ist  zur  Verbindungslinie 
dieeek  Punjites  und  de«  Fu«spniik44ft"d^t  vem  P«l  auf 
den  Grundscbnitt  geTällten  Senkrechten,  so  ist  das 
Verb&ltniss  der  trefen  Projection  .sar  iweit^n  von 
concInoter.Grüftse. 

Ist  P  der  FiMHpimkl  der  S*Mlrreefaten,  IblgHtib  dt« 
die  Gleicbnug 

AS   AR      ,       .      As      AR        ■ 
^.^=1,  ed«  g5=5j      !     ,       .     ..,. 

in  der  Form  schreiben 

ÄPtPR  _JP-PB  AP1-PB      PB^BP 

BP+Pk-  PR-BP     '"""     AP-PR-PR-BP' 

HIeratu  erbSH  man  nniniltelbar 

^=^  oder    4PxBP<=PIP.  .    ' 
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min  Meht  auf  directum  Wege';    iadttn  aam  die  ddrdi'4en  Pol 
parallel  nm'UrAdflcbnltt  gelogen«  Kebue  prvjicirt:  •  '"- 

wo  P7  die  von  P  an  dem  Kieis  gOMft*"*'  Tangvnia  ist* 

Ut  nun  (Taf.  Vj.  Pm.  6.)  O  der^hinbt,  vo«  welchepi  aiu 
die  Pcoieetion  /Ifi  proilcirt  wiui,  Q  iler  SchnittpuiiLt  der  xa  OP 
Parallefen  uod  des  GrnDdscbDitte ,  a&  die  Prniection  vnn  AB, 
und  zieht  man  durch  A  eiDe  Parallele  zu  OP,  die  deo  Pro- 
jeclionastiaLI  Ob  in  C  trifft,  so  ist 

I)    AB=AC^,  2)    aA  =  JC^  =  ^C^ 

md  folglidi 


■*'    ~^-OPxPQ' 


ein  coDStantet  Anadruck,  da  d^  Ptoduct  APX.BP  constant  ist 

FOr  den  Fall;  da»  derPenltt  O  selbst  anf  dem  Kreiae  an- 
aeaonmen  wird,  und  O"  der  z«veite  Scbnittpunlit  von  OP  mit  dem 
Kreiae  ist.  ist  aoivobl  /'/P.  als  PT*=OPxGfP,  nnd  die  Glei- 
chung 3)  oimmt  die  Form  an.. 

'       ^   AB      O'P 

'     .    9  ^  =  -m- . 

Mit  Hilfe' ^MeBSabea  wird,  man  folgende  Atifgabeo  ISeeiJN 

'"'i. 'Dotch   einen  gegebenen  Pnafct  swei  Gerade  ■• 
zn  legen,    dasa  sie  auf  zwei  gegebenen  Geraden  sw«i 

Stfliofe  V09  ,g'egel>fDflr  Giüsse  abscltaeideo. 

II.  Durch  einen' gegebenen  Punkt  zwei  Gerade  zu 
legen,  die  intt  einantler  einen  gegebenen  Winkel 
machen  und  auf  a^wei  gegebenen  Geraden  iwei  StGcke 
von  gegebenem  VerhSltniss  abschneiden. 

Man  wird  in  beiden  Aufgaben  den  gegebenen  Punkt  als  den 
Punkt  O  vfaeteres  Lehraatate  betrachten,  die  gegebflBen  Geraden 
aber  üb  dierjenigenj  auf  weiche  dort  prujicirt  vriri.  Den  Kreis 
wird  man  mittelst  der  Gleichung  4),  die  den  Punkt  O"  gibt,  con- 
•truiren.    Bei   der   ersten  Aufgabe  hanAelt  es  sich  dnnn^  dsrumj 


durch  den  Pol  eine  Sehne  zu  legen,  die  «ich  von  0  aus  in  gege- 
bener GrOase  aof  den  Gruodachnitt  pro^icirt  (Anfgabel)  in  lll.j. 
Bei  der   »weiten  .\ufgabe  wird  man,    m  die  PToJectionsatrablen 
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ein«n  f^gdbenen  Winkel  lutt  etnaiiileT  Riaefcen  soften,    iaKh  den 
Pol  eine  Sdinc  von  gegebener  tirftsse  in  legen  habed-' "'--   ''    ' 

,  Eine  direktere  und  hUbscfaere  AnflüsBng  von  Anfgabel.  enl' 
hfät  felgeoder  LebmtE. 


Lehrsatz. 

Wenn  ^er  Grun^iscbnitt  den  Kreis  im  Punkte/'  be- 
iQhrt,  und  es  werden  von  einem  willkührlicb  ange- 
nommenen Punkt  0  aus  alle  Projectionen  von'einer- 
Ie4  System  auf  eine  zu  OP  parallele  Gerade  projicirt, 
so  ist  diese  zireile  Projection  von  cnnslanter  Grüsse- 

iteiveis.  Die  Gleicbungen  1)  und  2)  in  I.  geben  in  diesem 
Fall 


woraus. 

du  AB-- 

=AP+BP, 

IUP: 

APxBP 
'AB 

NGuUt, 

wie  m 

IX., 

o6=. 

.„OPxPt 

Bild  BODacb  hio 

üb: 

OPxPQ 
JHP      • 

Der  Lehrsatz  ISest  eine  andere  Fassung  zu,  w^no  O  selbst 
auf  dem  Kreise  liegt.  Lisat  man  nemlich  alsdann  ab  sieb  fort- 
bewegen, so  werden  Oa  und  06  lauter  Sebnen  von  ciperlsi  Sy- 
stem ava  dem  Kreide  ausschneiden 

Durch  Combination  dieses  Lebrsatses  mit  Trilheren  Aufgaben 
Bnd  Lehrsfitzen  ISsst  sich  nun  noch  eine  Reibe  von  Aufgaben 
lüsen*  die  wir  nicht  namentlich  aufzufahren  braueben. 


A  n  b  >  R  g- 


I 


Die   im   Vorhergehenden   bewiesenen   Hauptlehrsfitze  lassen 
sich    In   einen   Lehrsatz    znsammenrassvn.'     W«i>n   »an-di« 
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!f«ho»  /)£  elpes  Kegelschnitts  von  4er  PeripheriB 
des  Kegelschnitta  aus  auf  eine  Gerade  projicirt,  die 
dem  Kegelschnitt  in  den  Punkten  R  und  A  besegnet, 
»o  ist  die  dL,bkhngtglceit  zwischen  den  Endpunkten  A, 
B  der  Proiection  durch  die  Gleichung  au8g^dr^*=f't= 

AS    AR_ 

BS'BR~-'^- 

Um  diesen  Satz  auf  dem  Wege  der  nnalylischen  Geometrie  möj^- 
llebst  einfach  zu  erhalten,  nehmeti  wir  ku  CnordiuatKnaxen  die 
Gerade  RS  und  den  der  Sehne  RS  zugeordneten  Üurcbmesser. 
Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  wird  iriclt  dann  i»  der  Form 
anschreiben  lassen: 

Die  Conrdinateo  der  Endpunkte  der  gegebenen  Sehne  seien  (a,  b) 
und  (a',  6"),  die  Ahscissen  der  Endpunkte  der  Projection  aber 
Xp  und  ^Ti-  Öm  die  zvvischen  x^  und  j:i  Statt  ßndende  Abhän- 
gigkeit zu  erhsUen,  kann  man  die  Bedingung  anschreiben,  dass 
die  beiden  projicirenden  Geraden  dem  Kegelscbnltt  in  einem  und 
demselben  Punkte  begegnen.  Die  Gleichungen  dieser  Geraden 
heicsen 

(a— a-oXff-fc)  =  &(j:— o).    »vobei    a-*—a'=ipb  +  g6f, 

(a'-Ä,)(y— 61=*'(a-a0.    wobei    a'^-ifl=2pb'  + ^ö-^. 

Es  seien  (X,  l")  und  (X',  ¥')  die  Coordinaten  ftr  die .  Bwelten 
Schnittpunkte  dieser  Geraden  und  des  Kegelschnitts.  Dann  fin- 
det mau  durch  eine  einfache  Rechnung: 

Y *(^-''^_         V-  fe'f^i'-"')    . 

"2p6  +  «*— 2fla;„  +  V  '  ~    'Zpb'-t-tfl-ia'xi+Xi*  ' 

Wir  schreiben  jetzt  die  beiden  Gleichungen  an  -yrs  -y,  und 
F=P,  und    erbalten  hieraus: 

1)  •■2,M'{Xo-Xi)(s^t  +  ''^ 

+ö(jro»-«*){2''"'i-o'(x,H«»))-ft'(^i»-«»)(2«%-«(^oH<^)=0, 

-l-K^o"-«')  (V- 20-^1 +«•)-*'(■«!*-«*)  (^o»-2<wo  +  o»)=0; 
woraus  durch  Eliminaliou  von  y.     ■  ,  ;  , 


D,g,t,z.ctvG60gIC 


»W-'^t(^f«+^.)(2"'^i-"'(*i*+"^)-(xo».+«*)(»i'-2^*i+"»)l 
-6'(..,>-.>)Ki„  +  it,)(2«'.««-"(V+"*)) 

Diese  iGleiehung  reduciil  gibt 


flft'  +  ij'*,  ,       ,     rt 


Zn  bemerkfln  Ut  noch ,  das«  in  der  TorBoageeetzten  Gleichnng 
das  Keg^elsrbnittes  der  Fall  nicht  enth&lten  iat,  wo  die  Gerad«, 
auf  die  man  projicirt,  parallel  zu  einer  Asyinplole  ist  Die  Be- 
dinguncsgleichune  ßtr  die  Projeclion  irird  aber  in  dieaem  Fall 
besonders  einfach:  namentlich  ist  b e merke usw ertb ,  dasa  die 
Proiection  der  Sehne  einer  Hyperbel  auf  die  Asym- 
ptote aelbat  von  constanter  GrOsae  ist.  Man  kann  diesen 
Satx  leicht  aas  der  in  X  bewieBeneii  Eigeosobaft  ita  Kreise« 
durch  Gentralprojectian  desselben  herleiten. 

I>ie  Umkehrnnff  unseres  Hauptsatzes  ist  folgender,  sehr  leicht 
direkt  zn  beneisender  Satz.  Der  geometrische  Ort  eine» 
Pnnktes,  von  dem  aas  eine  begrenzte  (terade  sich  anf 
eine  zweite  Gerade  so  projicirt,  dass  die  Projectio- 
nen  ein  ge)>ebenes  System  von  Projectionen  in  dem 
bisherigen  Sinn«  bilden,  ist  ein  Kegelschnitt,  ron 
dem  die  begrenate  Gerade  eine  Sehne  wird.  Wrrd  ein 
anf  diese  Weise  gegebener  Kegelschnitt  von  einer  dritten  Gera- 
den in  den  Punkten  r  und  t  geschnitten,  so  gehört  nach  dem 
Hauptsätze  jede  Projection  ab  der  gegebenen  Sehne  anf  diese 
Gerade  zu  einem  bestimmten  System  in  Bezug  auf  die  Punkte  r, 
t.  Diese  Punkte  wird  man  in  jedem  einzelnen  Falle  mittelst  der 
ziceilen  Hauptautgabe  bestimmen  kOnnen,  nnd  sucht  man  dann 
weiter  Aine  Lage  von  ab,  die  einem  unmittelbar  gegeibenen  Sy* 
atem  von  Projectionen  zugehürt,  so  bat  man  folgende  M'iehtige 
Aufgabe  gelöst: 

Durch  zwei  gegebene  Punkte  zwei  Gerade  so  za 
legeA,  daas  sie  auf  zwei  ge|;ebenen  Geraden  zwei 
Stücke  abschneiden,  welche  gegebenen  Systemen  von 
Projectionen  zugebüren. 

Ein  besonilerer  Fall  dieser  Aafcabfl  ist  z.  B.  der,  wenn  rer- 
laagt  wird,  dass  die  beiden  gesncbteo  Stücke  eine  gegebene  Grösse 
haben  sollen. 


D,g,t,z.ctvG00gIC 


^gm  ScMume  mi^e  hier  noch  folgende,  mit  d«n  im  Vortier- 
fteheodeo  beb'andelten  Aufgaben  vernftoilte  Aafgabe  einen  Platz 
liiKlen. 

Man  8«M  ein-V-ierecb  conntrniren,  in  dem  sowohl 
die  Seiten,  ala  die  Diagonalen  gegebene  AVinkei  mit 
einander  machen." 

Bei  der  AufllFs'utfg  sind  zwei  HaUptfölle  zu  Dsterschdilen. 

I.  Einer  der  Winkel  des  Vierecks  ist  ein  flberstaimpfer,  oder 
«lidpciDgebder. 

Es  sei  (Taf.TI.  Fig.  6.)  ABED  das  gesuchte  Viereck,  des- 
sen Seiten  AD,  BE  sicit  in  C,  und  deeseti  Diagonalen  AE,  BD 
sich  in  G  Bchaetdeu.  DE  nnd  AB  schneiden  sich  in  F.  Uaa 
Dreieckj^fD  betrarhte  man  als  Parallelpro  jection  eines  zweiten  Drei 
eoka.init  demis  die  (iruitdliniei^Agemeinha^  die  drei  Tcansveraftlen 
AG,  BC,  DF  aber  als  die  Prnjectionen  der  drei  Hüben  des  letz- 
tern Dreiecks.  Man  wird  dieses  Dreieck  zeichnen  können,  iudem 
man  durch  C  und  G  Parallelen  zq  DF  zieht,  die  die  Cruhdlini« 
in  c  und  g  treffen,  und  die  Schnitft>iinkte  der  in  c  und  g  errich- 
teten Senkrechten  mit  dem  Ober  ^if  beschriebenen  U al b kreis  con- 
strulrt.  Heissen  'diese  Schnittpunkte  O  und  G',  und  schneiden 
AC,  BG'  sich  In  D',  BC  und  AG'  in  £',  so  ist  das  Dreieck 
ABD. m\t  seinen  Transversalen  eine  Parallelpmiedion  des  Drei- 
ecks AB/y  ni\t  seinen  HCben,  onti  demnach  GG'  liarallel  zu  CC 
Die  Aufgabe  wird  daher  sein,  das  Viereck  ABG'S'  zn  constmi- 
ren,  in  welchem  ausser  der  Seite  AB  die  Winkel  AO'B,  AGB 
und  die  Uichti^ag  vob  GG'  gegeben  sind,  und  in  dem  flberdiess 
G'ff  zu  Gg  sich  verhalten  soll,  wie  Cfc  zn  Cc.  Ein  diesem  Vier- 
eck ähnliches  wird  man  bekommen,  :weno  »an  ein  Viereck 
.^'Ä'CC'.c«ntitruirt.  in  welchem  A'C'B'=\f!i..  iiurl  JfCB'^AGB 
ist.  i'FolgIkh  ist  die  Au^abe  keine  andere,  als  die  am  Schttiss 
va  V.  erwähnte  und  mit  der  zweiten  Hauptaufgabe  gelüste,  für 
welche  man  jedoch  In  diesem  spectellen  Falle  noch  eine  eiufa- 
cknv  lutisDBg  «rhSit,  wenn  mau  »ich  für  das  durch  die  Gleichung 

AüXcB==Cc* 

bestinmie  System  von  Projeclione«  nach  IX.  einen  durch  den 
Ptmki  ergehenden  Kreis  verschafft,  nnd  dann  eine  Sehne  vom 
System  sucht,  die  sich  von  C  aus  unter  dem  Wink«!  AGB 
prt^eirt. 

II.  Die  Winkel  des  Vierecks  sind  alle  kleiner  als  zwei 
llecbte.  Die  AuflÜsnng  wird  In  diesem  «n  fach  er  seh  einenden 
I^alle  leider  complicirter. 

Es  sei  ABED  wieder  das  gesuchte  Viereck  (TafVII.  Fls-I.) 
und  die  Bezeichnungen,  wie  vorher,  so  wird  man  anch  jetzt  das  Drei- 
eck ABD  als  Parallel projeütion  eines  Dreiecks  ABD'  betrachten, 
und  DF  als  Projection  der  Hühe  D'F,  aber  nicht  mehr  AO  «nd 
BC  als  Projectionen   der  beiden  andern  Höhen.    Dennoch  bleibt 
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die  Construction  im  WeseDtlichen  dieselbe,  wie  im  vorigen  Fall. 
WShIt  man  nemlich  den  Punkt  C  wieder  so,   dass 

C'c*  =  AcxBe, 

80  wird  auch 

G'g*=AgxBff 

werden,   weil  alsdann  das  Viereck  AJfE'D'  ein  Kreisviereck  ist 

(BE'F  =  BCc  =  BAD-) 

und  somit 

BG'g  =  Bi>'T'=BAG'. 

M'Htid'  sidtiiAbda« ;.VI«^«f0e'd;dui1('iUe  dar.nri^ra' 
ganz  fnf logg  ,,ÜonstnicUon  zeichneiu  lassen.  ,Zu  bemerken  ist 
iioc1l','««i  W«ttäl^abb  slflR'fai  MgMtr'M^kiMTAfietrriHin  fes- 
sen  Usst  Ein  Parallelof f^AU^su,  constrniren,  dessen 
vier  Ecken  auf  vier  in  tfhf  rOf'Viiakl  sich  schneidenden 
Geraden  anfliegen,  ^nd  dessen. Seilen  gegebene  Win- 
kel mit  einander  iHBefaen."'     ''    '    '''' 

Macht  man  ncmlich  rt'äf. Vn.'lPrgi'i)  AF.AG  parallel  und 
gleich  den  Seiten.  C£,  CJ/ doa  LVi«l-eeksMfi«iD,  so  ist  FBDG 
ein  Parallelogramm,  vreil  F£  gleich  und  parallel  C^Z>  ist. 

Interessant  f^r  die  beschreibende  Geometrie  ist  der  Fall,  wo 
dieses  Paralfelogramm  ein  Rechleck  ist.  Zieht  man  alsdacn  durch 
den  Schnittpunkt  der  vier  Geraden  eine  Gerade  parallel  zu  einer 
der  Seiten  des  Rechtecks,  so  wird  man  diese  Gerade  als  Spur 
efser  fibene : hatrackten  ktktfienV  kV  ttdri.twm  ;Gera4e  JiariflR,  .von 
welchen  dä> eine  Pauider  gegebenen,  (da«  deftUur  tauber  liegesdeL 
Ae  Projectiftn;  nnd-dak  aiid^^ -die  VUklappiti^ .  (n  <fie  Gramv 
ehe n^  vorstellt.  Man  hat  taonüt  die  Aufgabe  eelr)st:  Die  Ebene 
zweier  lA  der  G'run'defaene'sich  schifeMVnd'Af  G«Tad«iV* 
sn  Unden,  wenn  gegebfJi  int  D-di«  PfojewMoti  d^r  Go- 
radien  und  .2)  ihr»  UmklacpuAg,. 
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XXI. 

'Wann   Hegt  der  Scbwerpankt   eines 
ebenen  Vlececkeg  ansserballi  des- 
\  geRien? 

£iDe  Gelegeqlieitofrage 

betuUwvrlat  ton 

Dr.  Wilbelm   Matzka, 

Prof.   der  Math,  an   der  Pragcr  Unlvtinilät. 


1.  Sei fn «'mem VientkABCB  (TRf.VII.ng^)»ine  i an  ere (dM- 
■elb»ZCTtheileiMJfl)Pikgo»Ble^CgezuEen,  undseian  inden  entate- 
hcttden  Tfc«ildreiec)(«ii^7?C,'jlO/>clie^ohMierpunkteF,  «fdadurah 

btmtiiant,  idm  maa  EA  =  EC,  EF=^EB  und  EG=i^ED 
macht«.  '  Dann  Ist  bekanntlich  ille  Strecke  FG  eine  nogenaanta 
Schwerlini«  and  wird  durch  dMi  Hchneifüfikt  ^  ded  ganiea 
Viereckes  zertheüL  Soll  nun  dieser  Schwerpunkt  ausser  des 
Viereckes  Fläche  fallen,  an  muss  diees  schon  mit  einem  Tbpile 
dieineT  Schwerlinie  FG  der  Fall  sein;  was  aber  nur  geschehen 
kann,  wenn  das  Viereck  an  einem  Grenzpunkte  der  zer- 
theilenden  Uiaconale  JC,  ttwn  an  C,  einen  einsebeD- 
den  Winkel  hat. 

2.  Man  ziehe  auch  die  Süssere  Diaftonale  BD,  nndverlSn- 
gere  bis  zu  ihr  noch  die  innere  Diagonale  AC,  wekhe  sofort 
auch  die  Schvrerlinie  FG  in  H  schneiden  muss.  Damit  M  im 
Aussenwinkel  BCD  lieg«,  muss  auch  schon  ff  darin  liegen, 
folglich 

EH^EC 
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aän.    So  wi«  dud 


daher  soll  sein 


CJ^^C      d.  i.       CJ^CA. 

Der  Schwerpunkt  ffillt  demnach  iiur  dann  ansserhalb 
des  Viereckst  weno  di«  Vcrlingerung  seiner  inneren 
Diagonale  bis  an  die  ftussere  mindestens  so  lang  als 
die  innere  seibat  ist. 

3.  Man  Itestimme  nun  auch  die  Schwerpunkte  der  Ureiecke 
ABD,  CBD,  deren  Untersohied  das  Viereck  ABCD  ist.  Hieza 
zieht  man  ans  der  Mitte  0  von  BD  die  Tiansversalen  OA,  OC 
and  macht 

OP=^OA,  OQ—^OC, 

wonach  P,  Q  die  verlangten  jSchwerQonkte  find.  Die  dnrch  sie 
gehende  nene  Schtverlinie  PQ  des  Vieredces  niuss  sofort  die  frQ- 
here  Schwerlinie  FG  in  dem  verlangten  Schwerpunkte  M  echneideo. 

4.  Nun  ist  PQWAC,  folglich,  so  wie  OP=jOA,  auch  Olf 

=  ^0J,  daher  JN==^OJ;  ferner  wegen  FG\\BD  ist  HJU 
^JS-    Es  ist  jedoch  unter  der  Voraussetzung,    dass 


daher 
Theil  Will. 
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^JD  =  HG    und    ^JB  =  aF, 
BM=  BG-HF, 


WM    eine   hOcbst    einfache  Beetimmnng  dee   Sebwer- 
panktes  M  auf  der  Schwerlinie  FG  daihietet 

5.    Damit  jetzt  Af  in  den  Winlcel  JCD  lalle,  mnss 


wetden.    Allein 

BL:JD=!CB:OJ 


CB  =  EB-EC, 


BB=\e]=\(,CJ^CEi=\{CJ^\cä> 


CB=\(CJ-CA) 
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Veibisdet  luui  dies  mit  dem  oben  gefiindeneB . 

ao  erfolgt 

„„.,j_JD~JB,CJ-CA 
UM.Hh  —  — -j^ ^j~ 

JB  CA 


sm^HL 


JB^CA 
JD—  CJ 

sein;  d.  h.  damit  dea  Viereckes  Schwerpuakt  aasser 
selbes  —  in  den  Aussenivinkel  seines  eingehenden  Wiukels  — 
falle,  muss  zwischen  den  Ahschaitlen  JB,  JD  und  CA, 
CJ  seiner  beiden  Diagonalen  die  Bedindangsver- 
gleichung  bestehen: 

JB':».  CA 
JL=  CJ' 

6.  Diese  Bedingung,  von  der  sich  teicbt  ersehen  iSsst,  das« 
sie  fOr  die  gestellte  Forderung  zureicht,  lässt  sich  noch  auf  man- 
cherlei brauchbarere  Weisen  ausdrflckeo.  Z.  1).  wenn  man  die  Punkt« 
A,  C,  J,  B  feststellt,  so  kann  man  leicht  JD'  so  construiren,  dass 

JB       CA 
JÜ —  CJ 

sei;  etna  indem  man  AA'i^JB  macht  und  ^'C  his  D'  in  der 
verlängerten  BJ  führt.  Dann  vertvandelt  sich  obige  Bedingung  in 
die  einfache 


Da  ferner  auch 


sein  soll,  so  muss,  wenn  man  JB't=:JB  ahlrägt,  die  noch 
mancelnde  Spitze  D  des  Viereckes  notnwendig  auf 
und  innerhalb  der  Strecke  B'D'  getvKhIt   werden. 
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7.    Soll  insbeflOttdAre  d«r  Schwerpunkt  M  In  der  Seite 
CD  liegen,  muss  BM^HL  nerden,  also  JD^JD"  oder 

JD:JB  =  CJ:CA 

sein,  mitbin  />  in  />'  liegen.  —  Damit  er  anf  die  rerlSngerte 
Diagonale  C/ falle,  muw /Tjtfc^O,  also 


sein,  folgUcb  D  in  S'  liegen.  —  Soll  er  endlicb  anf  die  Spitse 
C  fallen,  muss  aucb  noch  CB=Q,  folgiicb  CJ=CA  s(dn;  wie 
in  Taf.  VIT.  Fig.  4. 

6.  Eine  andere  bequeme  Construction  eines  sol- 
chen Viereckes  mUchte  wohl  die  folgende  leicht  erklSrbare 
«ein.  Man  «fihlt  FG  (Taf.  VII.  Fig.  50,  auf  ihr  den  Punkt  jtf 
und  ausser  ihr£.  Aufdenverlrinserten  EF, EG machtman  FB:^Ef 
und  GD=iEG;  dann  auf  FG  die  FH=GM,  und  zieht  die  ÄS. 
—  Fi'ihrt  man  nun  die  DM  bis  sie  BE  in  C  trifft,  und  achneidet 
man  EA'  =  EC  ab;  so  liegt  des  Viereckes  ^'fiC/> Schwerpunkt 
JU'in  der  Seite  CD.  —  Wählt  man  aber  C  zwischen  E  und  C, 
und  schneidet  EA  =  EC  ab;  so  liegt  der  Schwerpunkt  ]U  des 
Viereckes  AßCD  ausserhalb  dessellicn.  —  Ist  M  die  Mitte 
der  FG,  so  fällt  H  auf  ihn;  daher  wählt  man  C  im  Allgemeinen 
ziviachen  £  und  B,  wonach  des  Viereckes  Schwerpunkt  auf 
seiner  inneren  Diaeonaie  lieeenwird.—  Verlegt  man  Jedoch 
insbesondere  C  nach  B  oder  M  selbst,  so  fällt  er  auf  die 
Spitüe    des    eingehenden    Vierecks  winkeis.    (Taf.  VII. 
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Heber  die  Converse  des  Satzes;  Im 
«gleichschenkligen  Dreiecke  sind  die 
die  Basiswinkel  nach  gleichem  Ver- 
httltniss  theiienden  Transversalen  ein- 
ander erlelch. 

Von 

Herrn  C.  Schmidt, 

Lehrer  en  drr  hBfaeren  Rärf;enchnle  so   Stolpe. 


Im  ArcfaiT  ThI.  XVI.  S.  301.  ff.  finden  aieh  swei  Beneise  fOt 

den  Sats:  Sind  Hie  Transversalen,  welche  zivei  Dreiecks  winke! 
nach  |;ielchem  VerhMtnim  theilen,  einander  gleich,  ho  i^t  du 
Dreieck  gleichschenklig.  Da  dort  aul'  eine  „Aufforderune"  in 
einem  früheren  Theiie  des  Archivs  hingewiesen  ist,  so  will  ich 
auch  einen  Beweis  des  angeführten  Satzes  mittheilen.  Derselbe 
unterscheidet  sich  von  jenen  beiden  dadnrch,  dasa  er  nicht  aDdere, 
der  Scbulgeometrie  fremde  Sfatze  vorausschickt. 


Lehrtati.  Werden  in  einem  Dreieck  Kwei  Winkel 
durch  Transversalen  nach  demselben  Verfafiltniss  ge- 
theilt  und  nind  diese  Transversalen  einander  gleich, 
Ko  ist  das  Dreieck  gleichschenklig. 

In  Bezug  auf  Taf.  IV.  Fig.  3.  it.t 
Hyp.    ^CBD=-ß.    ^BCE  =  -y,  Bfi=CE, 
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worin  —  einen  echten  Brach   darstellt 

Thes.     AB  =  AC. 

_ee  ^3  als  ^ 

CF=BE  und  zielie  BF.    Nun  ist 

ani  wef(eD  der  Voraussetzung  BD=  BF.    Man  vertiinde  D  und 
F,    so  ist  ^BDF  ^vÄehBchaimt^  und 

^BDF=^BFD=t. 

Angenommen,  p  sei  >}•,  also  ß=y-\-S,  worin  d  positiv. 

Nacb  der  eemacbten  Annahme  dräcken  nir  nun  die  Winkvl 
CDF  und  CFD  durch  dieselben  Stü(;ke  aus,  um  eine  Verglei- 
cbnug  derselben  müglich  zu  machen. 

Im  ACDÄ  ist 

^  CDF='iR—t—^  ß~t, 

also  nach  unserer  Annahme 

_„  mm 

Im  A  CFjB  ist 

^CFD=2B-ß-^y~t. 

also  nach  der  nSmIichen  Annahme 

Durch  Subtractioi'  der  zweiten  Werthe  finden  wir  den  Unterschied 
der  Winkel  CDF  und  CFD,  nSmIicb 

^CDF-^CFD  =  S~^9. 

Da  d  positiv   und  ~  ein  echter  Bruch  ist,  so  ergiebt  rach   ' 
^CDF->^CFD, 
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folslicli  in   dem  A  CDF    CF^CD,  folglich  in  den  beiden  Drei- 
ecK^D  CBF  und  CBD,  in  denen  zwei  Seiteapitare  gleich,  dur  dritte 

aber  nngleich; 

^CBF^Z-CBD, 


n  '-^  «  ^' 

aieory^ß',    wm   unserer  Annahine  j3>]'  geradem  widerspricht. 
Ebenso  wenig  kann  }'>ß  angenommea  werden,    weil  daraus  fol* 
gen  wfirde:   ß'i'f-    Es    ist  also  ß^yt    das  Dreieck  ABC  also  ' 
gl  eich  sc  henk  lieb. 

Anmerkung   1.    Der  Satz  gilt  auch,    wenn   die  Transver- 
salen  die  VerlSngerungen  der   Seiten   treffen,    wobei   dann 

—  ein   unecbter  Brach   wird.    Der  Beweis   bleibt   wesentlich 

n 

derselbe. 

Anmerkung   2.    Den  einfachsten  Fall  erhalten  wir, 
die  Transversalen  die  Winkel  halb: 

dann  s  an   der   Stelle  von  —  ■ 
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Berichtigimgeii  la  der  Abhandlung  ThL  XVm. 
Mr.  XVm.  in  diesem  Hefte. 

S.  963.  Z.  8.  Statt  o-s  setze  man  o.*. 

S.  264.  Z.  4.  T.  n.  Statt  %,  eetze  man  j.. 

,S.  37L   Z.   6.   T.    u.     Stott    ArcaX.(=dr}     setze    mAn    besser 

Aii^Xa(=cot9)i     obgleich   vorber    «irxcotq»    geistst 
wocden. 


Berichtigungen  zu  Theil  XVII. 

5.  so  wie  S. 
s— r 


S.  324.  Z.  13.  und  S.  324.  Z.  15.  so  wie  S.  335.  Z.  7.  setze  man 
statt 


S.  363.  Z.  6.   setze  man  y«cosß  TAr  x^ooeB. 


Berichtigung  zu  Theil  XVI. 

S.  220.  und  S.  221.  mius  man  ab  und  a'b'  fiberall  ia  be  ttnd  h'C 
nmändern,  nSmlicb  im  zweiten  Absätze  auf  S.  ^0. 
und  in  den  beiden  ersten  Absätzen  auf  S.  221. 


Oben  in  diesem  Hefte  (Thl.  XIO.  Heft  UI.) 
Seite  3i>2.  muss  die  Nummer  des  Ansatzes  nicht  XXI. 
sondern  XXD.  sein. 
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XXIV. 

Die  15  letzten  Vrinter  In  Berlin, 

dargestellt  und  besprochen 
Herrn  Professor  Dr.  J.  Ph.  Wolfers 

in   Berlin. 
(Zu  dieMin  AobatM  gdiÖreB  Tut.  VIII.  «ad  Taf,  IX.) 


'Bereits  vor  ISnger  als  4  Jahren  habe  ich  im  zehnten  Tbetle 
dieser  Zeitechnft  einen  kleinen  Aufsatz  über  strengie  und  gelinde 
Winter  abdrui-ken  lassen,  seitdem  aber  mich  ferner  mit  diesem 
Cegenstanda  beschäftigt.  Damals  lagen  II  Wloter  zur  Uutersu- 
chung  ror,  jetzt  ist  oeren  Anzahl  auf  15  gestiegen,  aber  anch 
ausserdem  habe  ich  die  Urnndlagen  dieser  Untersuchungen  gegen 
damals  zu  vervollkommnen  gesucht.  Während  ich  frSher  die  Tem- 

Eeratur-Curren  vom  15.  Pfavembcr  bis  zum  15.  März  ausgedehnt 
atte,  erstrecken  sie  sich  jetzt  vom  I.  Novbr.  bis  zum  ZT.  MSrz, 
in  den  Schaltjahren  bis  zum  30.  März,  so  dass  sie  einen  Zeit- 
raum von  15Ü  Tagen  umfassen.  Aus  einem  In  dem  erwähnten 
Aufsätze  angegebenen  Grunde  hatte  ich  damals  die  Mittagstempe- 
ratureo  elngezeichuet,  tvährend  ich  jetzt  die  mittlere  Temperatur 
eines  jeden  Tages  aufgetragen  habe,  so  nie  sie  in  den  Beobach- 
tungen der  hiesigen  Krmi^iichen  Sternwarte  abgedruckt  sind. 
Bierfaet  habe  ich  mir  eine  kleine  IncoDseanenz  zu  Scliulden  kora- 
meo  lassen,  welcher  ich  aber  wegen  Anlage  dieser  Beobachtun- 
gen nicht  ausreichen  konnte.  Vom  1.  November  1R36  bis  zum 
31.  December  1840  habe  ich  nSmllcb  das  Mittel  aus  drei  zu  pas- 
senden Stunden  allgelesenen  Thermometerstünden ,  hingegen  vom 
I.Januar  1841  an  das  Mittel  aus  dem  maxlmum  und  minimum  an 
jedem  Tage  benutzt.  Wesentliche  Unterschiede  werden  aus  die- 
ser Incongruenz  nicht  hervorgehen. 

Die  hauptsächliche  Erweiterung  dieser  Untersuchungen  scheint 
mir   aber    im  Folgenden    zu    bestehen.      FrOher    hatte    ich   nur 
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aus  der  fietrachtun;;  der  Formen  der  Carren  Schlflss«  su 
»eben  versucht  Diee«  nird  auch  jetzt  eescheben,  iodessen 
werde  Ech  dabei  die  Zahleowertfae,  aus  (reichen  jene  Curven  her- 
Toigegangen  sind,  beDutzen,  um  mittelst  derselben  fester  su  be- 
gründen, ob  ein  einzelner  Torliegender  hinter  zu  den  strengen 
oder  den  nicht  strengen  gexSblt  werden  mus«.  Hierbei  war  nuD 
zunächst  lu  überlegen ,  auf  welche  Weise  diese  Zahlen  zu  benut- 
zen wären ,  da  ich  jetzt  eben  so  wenig  wie  in  meinem  frühem 
Aufsätze  die  mittlere  Temperatur  des  eanzen  Wiuters  als  Grand- 
lage annehmen,  sondern  wiederum  dieMenge  der  ununterbrochen 
8 tätig efun denen  hohen  oder  niedrigen  Temperatur  im  Au^e  behal- 
ten wollte-  Es  schien  mir  daher  am  angemessensten,  die  einzel- 
nen Stflcira  der  Gurre  zu  qnadriren,  welche  Arbeit  nicht  scbwie« 
rig  sein  konnte  und  wodurch  ich  ein  Resultat  erhalten  musste, 
welches,  wenn  andi  weniger  anschaulichi  die  Stelle  der  Cnrre  ver- 
treten konnte.  Diese  sogenannten  Thermometercurven  sind  keine 
geometrische  Curven,  sondern  gebrochene  Linien,  die  Linie  des 
Gefrierpunktes  ist  die  Ahscissenaxe ,  nelcbe  oadi  den  Taaen  in 
gleiche  Intervalle  getheilt  ist,  so  dass  man  es  bei  dieser  Quadri- 
rung  nur  mit  Trapezen  von  gleichen  Höhen  und  einzelnen  Drei- 
ecken zu  thun  hat.  Auf  diese  Weise  sind  die  Zahlen  ermittelt 
worden,  welche  dem  Inhalt  der  durch  die  Cnrve  und  die  Ahscis- 
senaxe b^renzten  Flächen  proportional  sind,  und  welche  ich  in 
den  folgenden  Tabellen  unter  der  Ueberscbrifl  Summe  der  Tem- 
peratur aufgefcfbrt  habe.  Die  Bedeutung  der  algebrai scheu  Zei- 
chen ist  von  selbst  klar,  das  jedem  riHcneninhalt  entsprechende 
Zeitintervall  ist  stets  in  Tagen  ninzugefSgt ,  so  dass  es  leicht  ist, 
die  einem  einzelnen  Tage  im  Mittel  entsprechende  Temperatnr- 
menge  zu  ermitteln.  Hierbei  habe  ich  es  vermieden,  BrucfatheUe 
des  Tages  einzufahren,  vielmehr  nach  dem  Augeamaasse  eine 
bestimmte  Anzahl  ganzer  Tage  angesetzt,  H-obe!  die  in  dieser 
Hinsicht  begangenen  Fehler  ganz  unbedeutend  sind. 

Wenn  ich  nun  sogleich  eine  Zusammenstellung  der  anf  diese 
Weise  (Ur  die  einzelnen  Winter  erhaltenen  Resultate  in  Ihrer 
Beihefolge  gebe,  worauf  die  weitern  Untersuchungen  begründet 
werden  sollen,  so  müge  man  sich  nicht  dardber  wundern,  dass 
mitunter  ganz  unbedeutende  Zahlen  von  einem  oder  einieen  Zehn- 
theilen aufgeführt  sind.  Diese  waren  einerseits  von  Wichtigkeit 
in  Bezug  auf  die  zu  ziehenden  Schlüsse,  andererseits  sind  eis 
nach  dem  Verzeichniss  der  Beobachtungen  nicht  als  zufällige 
unbedeutende  Grössen  anzusehen,  sondern  es  finden  um  diese 
Zeit  mehrere  Ablesungen  in  diesem  Sinne  statt,  deren  mittleres 
Resultat  nur  in  Folge  von  Ablesungen  im  entgegengesetzten  Sinne 
so  klein  ausfällt  In  dieser  Bedeutung  bitte  ich  es  zu  verstehen, 
wenn  ich  mich  später  des  Ausdrucks  eines  entschiedenen 
Plus  oder  Minus  bedienen  werde.  Ehe  ich  nun  die  Tabelle  A. 
folgen  lasse,  deren  Bedeutung  nach  den  vnrangehenden  Bemer- 
kungen klar  ist,  will  ich  noch  erwähnen,  dass  ich  der  Kürze 
wegen  jeden  einzelnen  Winter  nach  der  Jahreszahl  des  in  den- 
sewBD  fallenden  Januars  bezeichnet  habe. 
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Tskalle   A. 


1837 

1838 

183» 

SuRine  dtr  Tenpe- 

SnoMie  4(v  T«npa 

iimmelTTnip»- 

ntar 

ntDt 

ntar 

+ 

z 

- 

+ 

T. 

- 

:^ 

- 

Ti- 

S8,5 

22 

0,8 

1 

129,7 

40 

'fi 

! 

88,8 

16 

38,9 

11 

0,2 

1 

12,8 

3 

0,1 

I 

7,9 

4 

63,7 

19 

26,3 

9 

113,8 

26 

47,8 

« 

8,5 

3 

10,0 

! 

0,2 

) 

1,5 

2 

«,6 

1 

1,6 

1 

7,0 

3 

19,8 

12.6 

9 

1,0 

2 

8,4 

6 

4.6 

3 

0,0 

1 

283,^ 

36 

7,6 

8 

8,8 

3 

«,8 
19,0 

I 
10 

2,8 

47,7 

2 
U 

3J) 
2,0 

2 
1 

11,4 

80,9 

4 

1« 

2.3 
0.1 

2 

1 
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30,4 

3 
12 

42,7 

17 

3,6 

•  B 

28,8 

12 
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2 

31,8 

M 
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2 

0,1 

1 

4,3 

4 

S4,3 

19 
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5 
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Tftbell«    A. 


1840 

1841 

1 

1842 

Summe  4er  Tempe- 

Snmnie  der  Tempe-Isiiiiiroe  der  Tempe- 

fWar 

Mtnr 

ratnr 

+ 

T.-|  _ 

Ta- 

+ 

T..|    - 

Ta- 

+ 

Ta- 

_ 

Ta- 

aJ 

K" 

s. 

ü 

!L 

SL 

~\ 

21 

0,2 

1 

U6.2 

30 



0.S 

1 

75,1 

18 

0» 

30,0 

10 

8,9 

S 

130.4 

42 

29,7 

11 

133,6 

281 

100.2 

2? 

1.5 

2 

26,1 

e 

0.2 

' 

j;,7 

h 

0.2 

1 

0.5 

32.1 

g 

6.6 

i 

10.2 

6 

28,4 

l 

0,2 

1 

2.6 

0,8 

1 

86,8 

13 

0.1 

' 

119,8 

lg 

1,5 

1 

15.9 

66,4 

14 

0.1 

I 

11.6 

9 

32,4 

1! 

10.7 

1 

1.4 

«,* 

17 

16,8 

1 

128.7 

26 

.42,2 

14 

1,1 

0,1 

1 

4,6 

i 

• 

63.7 

16 

04 

0,1 

1 

2.2 

S 

21.9 

7 

2.6 

2 

0.6 

1 

• 

10.0 

B 

1.« 

i 

11,0 

6 

OlB 

, 

3,7 

B 
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3 
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2 
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T! 
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TB 
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Takell«   A. 


1843 

1841 

1845 

ntar 

Sanune  JerTMnp»- 
Minr 

Sänne  dcrTenp«- 
raujr 

+  IT.-I  -    |T» 

+   iTitl   -   |T.. 

+    Ti-I   -   |T,- 

,51 

£1 

1«. 

£1 

SS. 

JSL 

IM 

1 

2A4 

7 

174,9 

40 

0,6 

2 

114,4 

J8 

84,8 

18 

15,5 

5 

1,0 

1 

«,0 

22 

OJ 

1 

2,3 

2 

35,9 

10 

2.« 

3 

10,7 

5 

8,7 

4 

41,8 

e 

1,9 

3 

0,2 

2 

ao.7 

12 

0,7 

2 

3,6 

3 

efi 

6 

8,7 

7 

16,0 

16 

OA 

1 

2* 

2 

9,4 

8 

SA 

7 

1,7 

2 

267,9 

55 

50,5 

19 

7,5 

5 

0,6 

2 

IW 

s 

15,4 

8 

13,5 

B 

0,2 

2 

5,2 

.4 

io,r 

e 

0,6 

1 

12,6 

6 

1,0 

' 

ä,I 

3 

86,1 

34 

83 

4 

12,6 

5 

3,0 

! 

34,5 

14 

0,1 

1 

10,5 

8 

0,5 

, 

15,7 
6,8 

6 
3 

0,4 

I 

0,1 

21,5 

1 
7 

3,6 

4 

&mmt 

SJtl 

ns 

TU 

^ 

IUI 

HB 

rm 

1 

raci 

TU 

ms 
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T»»elle  A. 


1816 

DB  dfr  Tompe-  Sl 


166,6 
2,2 
27,2 
7,8 
0,1 
30,0 
20,5 


1847         I 

le  der  Tempa- 
+    iTb-    —    Ta- 


\l 


0,7 
59,6 
143,9 
36,2 
11,4 
11,8 


4H,iiu>i  iii.r  iHm,^  ri«B,!i|  nwA  wmin  w 


162,6 
3,2 
25,0 
55,6 

111,0 
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T  » 

bell 

e    A, 

1849                      1850 

1851 

SoniDiD  dar  Tmpe- 

Sannw  let  Tarap*' 

Simiai*  d«r  Teupa- 

ratnr 
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p«.Ur 

+ 
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__ 

Tb. 

+      T..|  -   |T. 

+   IT.-,   -   |T- 

■*n 

^ 

£L 

Jl 
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J8 

1«),6 

27 
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19 

0,1 

1 

78.8 

18 

2,2 

3 

«,7 

16 

6,2 

8 

0,3 

1 

27,7 

I 

42,8 

10 

4,3 

6 

130,7 

37 

0,0 

1 

14,6     6 

1,2 

! 

64.5 

13 

1,0 

2 

3,9 

3 

1,8 

2 
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6 
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e 
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8 
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3 
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1 
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1 
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Aas  den  Resaltaten  dieser  Tabelle,  welche  fihnlich  wie  dl« 
Curven  eine  Uebersicht  der  VeTtheiluna;  der  Temperatur  Qber  den 
ganzen  Winter  darbietet,  ergibt  äich  die  Reihenfolge  der  einzel- 
nen Winter,  welche  ivlr  voriäsfig  über  die  oben  erwähnten  150 
Tage  ausd ebnen. 


Tabelle    U. 


Fintur. 

im  Hittcl  fär 

derTemporu. 

1T.S. 

1846 

+  421,4 

+  2,81 

1851 

+  *»,» 

+  1,80 

18« 

■  ■  233,1 

+  1,49 

1842 

+  «23,0 

+  1,40 

1844 

+  219,9 

+  1,47 

1843 

+ 190,0 

+  1,31 

1S37 

+  149,S 

+  1,00 

1839 

+ 118,1 

+  0,79 

1810 

+  115,8 

+0,77 

1818 

+   «3.4 

+  0,42 

1850 

—  36,8 

-025 

1817 

-  43,1 

-0,2» 

1841 

-   47.0 

-0,31 

1838 

-148,8 

-0,99 

1849 

-2S0,4 

-1.67 

Wollte  icli  diese  Discttssien  der  vorbandeTien  nnd  berechne- 
ten Beobachtungen  beibehalten,  und  daraus  Schlüsse  ziehen,  so 
würde  man  mir  mit  Recht  einwerfen  können ,  dass  ich  einen  ganz 
willkührlicben  Zeitraum  als  Dauer  des  Winters  aiigenonimen  hatte. 
Auf  der  andern  Seite  erschien  es  mir,  nach  den  graphisch  und  in 
Zahlen  vorliegenden  Resultaten,  noch  weniger  als  zweckmässig, 
mich  auf  die  gewDhnlich  zum  Winter  gezählten  drei  Monate  De- 
cember,  Januar  und  Februar  zu  beschränken.  Auf  diese  Weise 
wäre  ich  nümlich  gezwungen  gewesen,  fast  in  allen  Jahren  einen 
bedeutenden  TheU  der  Betrachtung  zu  entziehen;  ich  habe  es 
daher  vorgezogen,  die  Uauer  jedes  einzelnen  Winters  so  zu  ver- 
stehen, dass  er  sieb  vom  ersten  bis  zum  letzten  entschiedenen 
Frosttage  erstrecken  soll.  Natflriicb  wird  auf  diese  Weise  die 
Dauer  der  einzelnen  Winter  von  einander  verschieden,  allein  wir 
werden  so  eine  feste  Anschauunc;  von  ihrem  wirklichen  Verlanf 
gewinnen.  Indem  ich  nun  nach  dem  Verzeichniss  der  Beobach- 
tungen diejenigen  Frosttnge  hinzufilfge,  welche  ausserhalb  des 
].  Novbr.  und  il.  Alfirz  liegeu,  nSmlich 


1837  bis  zum  10.  April 

1838  „      „      J.      „ 

1839  „      „      3.      „ 
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1840  vom  20.  October  aa       •:        ' 
ISSP  bis  Kum  1.  April, 
erhalten  wir  folgende  Zasammenstelluiig  der  i^huelben  V^irter: 


Tabelle    C. 

Win-Siunmed.Teniperat.l  lieber-   Dauer  Im  Mlllel    ' 
iTa-  Ta-  «chn«  ihTa-  för  1  Tag 

'+    I  S«     —      ge  a.Teinp.    gen' 


1843  240, 

1842 '  ■ 


1847 
1848 

1838 
1S45 
1841 


1107 
,9  82 

,31 


86,9  39  265,5 
83,7  27  293,9 
49,1  42  382,1 
14,6  14394,8 
31,2l  17|3ö2,l 


64,4 

122,9 
69,9 
138,6 
177,7 
55,7 
159,6 
132,5 
Ö3,2 
324,2 


36+175,7 
49+12fli,0 
47  +  95,4 
52+104,6 
66+115,9 
23l+  40.« 
37  +  ?7,7 
58+  31,4 
45  +  23,5 
'ffil— 139,0 
77-178,6 
57—210,2 
69—333,0 
100U380,2 
781-320,9 


+1,23 
+  1,0! 
+0,83 

+0,76 
+0,78 
+0,59 
+0,29 
+0,28 
+0,23- 
—1,08 
—1,54 
-2,50 
-3,00 
-3M 
-3,38 


Die  Wiuter  sind  hier  nach  dem,  einem  elnzelneD  Tage  im 
Mittel  zukoinineDden ,  Ueberscboss  der  Temperatur  geordnet  Ob 
diese  Discuseioa  die  richtige  sei,  nage  ich  nicht  zu  behauptea, 
wnbl  aber  dürFCe  sie  sich  der  Wahrheit  mehr  n&herq,  als  die  vo'r- 
bergebende,  aus  nelch^r  Tabelle  B.  abgeleitet  norden  ist.  Ehe 
ich  uun  über  die  einzelnen  \\'inter  Betracbfungen  anelelle,  erlaube 
Ich  mir,  folgende  Beroerliung  voranzuschiclcen.  Bei  der  noch 
immer  ^ringen  Anzahl  der  vorliegenden  Winter  halte  ich  ^s 
nicht  für .  ziveckmtissig ,  aus  den  Zahlen  der  6.  oder  8. 
Rabrik  in  Tabelle  C.  die  niittlern  Wertiie  berauleUen;  sondern 
werde  fQr  jetzt  unter  einem  strengen  Winter  einen  solchen  ver- 
sieben, in  welchem  die  WMfae  dieser  Rubriken  negativ  sind,  also 
der  Frost  überwiegend  stattlindet,  hincg&en  diejenigen  Wiptvr 
nicht  strenge  nennen,  in  welchen  diese  Zaolen  positiv  sind. 

In  der  Tabelle  ß.  erschien  der  Winter  von  1848  als  ein  nicht 
strenser,  wogegen  ein  Blick  auf  die  Curve  oder  auf  die  Tabelle 
A.  lehrt,  dass  er  durchaus  zu  den  strengen  zu  zählen  sei,'  wie 
sich  diess  auch  in  der  Tabelle  C.  zeigt. 

Dm  in  der  Tabelle  B,  an  der  Spitse  der  nicht  stren^n  ste- 
benden  Winter  von  1846  nimmt  Jo  der  Tabelle  C-  erst  dte  6te 
i^Ile  ein;  Aieet  rährt  ^er  nur  von  seiner  auffallesd  kurze«  Dauer 
her,  wie  niBD  aus  der  7.  Rubrik  ersieht.    Bestimmt  man. aus  deu 
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9  ersten  Wertfaen  ^ser  Kubrlk  die  mittler«  Daoer  etaes  nicht 
strengen  Winters,  so  findet  man  dieselbe  glelcb  120  Tagen;  mit- 
hin ist  der  Winter  vna  1846  um  51  Tage  kflrzer.  Fugt  man  su 
dem  hier  aufgeführten  Ueberscbass  dar  Temperatur  +40,6  den 
Werth.  wfllcbsT  pach  Tabelle  B.  den  fehlenden  61  Tagen  zakom- 
men  würde ;  so  wfirde  man  üBr  120  Tage  den  Ueberscbnss  -|- 182,9^ 
also  im  Mittel  Ar  1  Tag  -f  1^  erbalten. 

So  wie  in  der  Tabelle  C.  der  eben  besprochene  Winter  TOti 
1846  tticb  wegen  seiner  au&llend  kurzen  Dauer  nicht  b^o  gelinde 
darstellt,  als  er  ivirklicb  war;  tvSrde  umgekehrt  der  Winter  Ton 
1849  als  ein  weit  strengerer  hervortreten,  wenn  die  drei  letzten 
unbedeutenden  Frostpenoden  nicht  eingetreten ,  also  seine  Dauer, 
nach  der  oben  aufgestellten  Erklärung,  geringer  gewesen  wSre. 
Betrachtet  man  nämlich  den  Verlauf  dieRO»  Winters  in  der  Ta- 
belle A.,  so  sieht  man,  dass  die  erste  Kälteperiode  ununterbrochen 
27  Tage  gewährt  bat,  und  dass  die  Summe  der  dieser  Periode 
entsprechenden  negativen  Temperatur  150,6  beträgt,  eine  zusam- 
menhängende Menge,  wie  wir  sie  nur  in  den  strengen  Wintern 
finden.  Ziehen  wir  einmal  nur  die  beiden  ersten  Kalteperioden 
diesen  Winters,  nebst  der  zwischen  ihnen  liegenden  Wäimeperiode 
in  Betracht,  so  erbalten  wir  folgende,,  der  TabeUe  C.  entspre- 
eben  de  Darstellung: 


WiD-lSamme  d.  Temperst. 

ter  |Ta-|  jTa- 

+     8"      —    g" 


VeUt. 
•Mum  der 
TemperaL 


i849|  4d,7|  16'lK5,8|  32|  —106,1 

In  diesem  Sinne  habe  ich  In  meinem  frOhem  Aufsätze  antw 
strengen  Wintern  solche  Terstefaen  wollen.  In  denen  eine  Rflte- 
periode  von  iKngerer  Dauer  stattfände,  ohne  RQcksicbt  auf  die 
absolute  mittlere  Temperatur  des  ganzen  Winters.  Wir  werden 
unten  sehen,  dass  diese  in  der  Regel  auch  in  strengen  Wintern 
stattfinden  wird,  da  es  aber  bis  jetzt  noch  schwierig  sein  wflrde, 
das  Maass  einer  Kälteperiode  anzugeben,  wonach  em  Winter  als 
ei»  strenger  oder  nicht  strenger  betrachtet  werden  rattsete;  so 
gehe  ich  von  meiner  damaligen  Erklärung  ab,  und  werde  viel- 
mehr, wie  oben  bereits  geschehen,  die  ganze  Summ«  der  Tem- 
peratur  in  Betracht  ziehen.  Ehe  ich  diesen  Gegenstand  verlasse, 
will  ich  noch  bemerken,  dass  der  unmittelbar  vorhergehende  Win- 
ter von  iSüf  einen  ganz  ähnlichen  Verlauf  wie  der  oben  bespro- 
chene, jedoch  in  grösserem  Maassstabe  gehabt  hat.  Wir  finden 
nämlich  die  Kult«  fast  ganz  in  eine  Periode  von  51  Tagen  ver- 
eint ,  und  zwar  beträgt  deren  Summe  nach  Tabelle  A.  390,2.  Auch 
au  den  beiden  Curven  nimmt  man  sogleich  diese  Aehnlichkeit 
wahr. 

Wir  haben  oben  ans  den  0  nicht  strengen  Wintern  di«  mitt- 
l«re  Dauer  einea  einzelnen  gleich  120  Taeen  gefunden ,  riwa  ao 
erhalt«n  wir  ans  den  6  letzten  nach  Tabelle  C.  die  mittlere  Unser 
eines   atrengen  Winters   i^kh  109  Tagen.    So  wohl    unter  «Un 
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•tmimn ,   als  mrier  tllm   IS  hier  «afkeHkrten  Wintern  M  der 

von  JmS  seinem  Ganoe  nach  der  anffalmdsts,  weshalb  ich  hoffe, 
dass  eine  beBondere  Besprechang  desselben  Entach nldigun;;  fin- 
den werde.  Während  in  den  B  übrigen  atrenf^n  Wintern  der 
Jannar  stets  sehr  kalt  «ar,  lallt  in  diesem  eine  beden- 
tende  Kftlteperlode  in  den  December,  eine  sweite  weit  be- 
tcKchtlichere  in  den  Februar  nnd  Mtrs,  wogegen  der  Januar  so 
selinde  war,  nie  man  ihn  sonst  kanm  in  einem  nicht  strengen 
Winter  findet.  Dieser  Winter  ergibt  ferner  aonobl  die  grDsste 
Summe  der  negativen  Temperatur  Oberhaupt,  als  ancb  den  grüss- 
ten  Ueberachuss  der  neeativen  Aber  die  positive  nml  er  erscheint 
nur  deashalb  rn  der  Tabelle  C.  nicht  als  der  strengste,  weil  eben 
die  Kfille  in  zwei  weit  ron  einander  getrennte  Perioden  Gel  nnd 
80  seine  Dauer  eine  grüssera  wurde.  In  meinem  frahern  Aufsätze 
bezeichnete  ich ,  bloss  nach  der  Ansicht  der  Curve ,  diesen  Win- 
ter als  eine,  mittelst  dea  gelinden  Januars  ausammenhSnsende, 
Verbindung  zweier  strengen  Winter.  Nimmt  man  diese  Zerlegung 
des  Winters  in  ztvei  Theile  nach  dem  Princip  vor,  wonach  die 
Tai>elle  C.  {gebildet  worden  ist,  so  erbSIt  man  folgende  Darstellung 
dieser  Tbeile,  jener  Tabelle  entaprechend : 


Wintar 


1845    1. 
II. 


.e  d.TampBrat. 


120,9 
273.V 


-108,0 

-272,-i 


m  MiUel 
rar  1  Tag 


-2,70 
-3,64 


Der  erste  Theil  wflrde  daher  unter  den  strengen  Wintern  in 
Tabelle  C,  die  vierte  Stelle  einnehmen,  der  zwdte  hingegen  den 
strengsten  Winter  darstellen. 

Nachdem  wir  nun  die  15  Winter  in  der  Tabelle  C.  nach  ihrer 
Strenge  in  einer  bestimmten  Reihenfolge  geordnet  haben,  wollen 
wir  folgoode  zwei  Fragen  zu  beantworten  versuchen: 

1.  Unterscheiden  sich  die  strengen  Winter  charakteristiscli 
TOD  den  nicht  strengen? 

2.  Sind  diese  Bnterschlede  bereits   am  ersten  Theile  der 

CuTveo,  oder  der  den  tetstern  in  derTaitelle  A.  entspre- 
chenden ZabJenirerth«  za  erkennenl 

Die  erst«  Frag«  wird  znm  Tbeil  schon  durch  die  in  der  Ta» 
belle  C.  enthaltenen  Resultate  bejahend  beantwortet,  aDsserdem 
zeigt  sich  auch  der  bereits  erwähnte  Umstand ,  dass  in  den  stren- 
gen Wintern  Hie  niedrige  Temperatur  mehr  zusammengedrängt  ist, 
also  ohne  Utiterbrechnng  atattiindet,  während  in  den  nicht  stren- 
gen Wintern  in  der  Regel  mehr  einzelne  Kälteperioden  von  kür- 
zerer Dauer  and  geringerer  Sanime  der  negativen  Temperatur  vor- 
kommen. Um  dieaa  dorch  Zahlen  zu  erNtntem,  führe  ich  l^r  die 
einzelnen  Winter  die  Zahl  der  fÜUtcperioden ,  die  grBsite  derael- 
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beb    iB  Taffen   nnd  die  der    laUtern  «atoprecliead«  8u»ae  der 
niedrige«  Temperatur  mif' 


X«belle    D. 


WilltBT 

AitMill  der 

Deaer  der 

Semme  der 

miteiiMia- 

gröeatea  in 

Tempentnr 

, 

den 

T.8«. 

1843 

11 

7 

-20,4 

1842 

8 

27 

100,2 

ISSI 

U 

8 

17,8 

1837 

11 

14 

47.8 

1840 

13 

13 

86,8 

1846 

8 

4 

20,9 

184» 

ä 

27 

150,6 

183» 

12 

11 

38.a 

1844 

11 

» 

41.8 

im  Mittel 

10 

13 

-58.4 

18S0 

y 

~28 

-162,3 

1847 

6 

33 

143.» 

1843 

4 

51 

290,2 

1838 

8 

a« 

283,2 

1845 

5 

55 

267,9 

1841 

6 

25 

133,6 

im  Mittel 

6 

.    38 

-211,9 

Unter  den  ersten  nictit  strengen  Wintern  befinden  sich  die 
jiwei  von  )842  und  1819,  deren  Charakter  weniger  entschieden  ist, 
da  in  beiden  Perioden  Torkommen,  tf eiche  der  Dauer  und  Inten- 
sität nach  den  strengen  Wintern  entsprechen.  Wenn  wir  diese 
ab  Aiisnahnieralle  fortlassen  wollten,  so  nUrden  die  erhaltenen 
Mittelzahlen  noch  verschiedeiier  ausfallen;  Indessen  inügen  diese 
fiSr  jetEt  HO  stehen  bleiben ,  soweit  die  geringe  Anzabf  der  vor- 
liegenden Winter  zur  Ableitung  eines  bestimmten  Resultats  go> 
Ktigt,  dfirfte  die  erste  Frage  hiermit  bejahend  beantwortet  sein. 

Wir  gehen  nnn  zur  zweiten  Frage  über,  welche  als  die  wich* 
tigere  anzusehen  ist;  denn  wenn  sie  mit  Ehtschiedenhelt  bejahend 
beantwortet  werden  ItHnn,  wird  man  im  Stande  sein,  aus  dem. 
ersten  Theüe  eines  Winters  auf  seinen  weitern  Verlauf  zu  schlies* 
een.  Zur  Beantwortung  dieser  Fra^e  darf  ich  nun  eine  in  mei- 
nem fräbern  Anfsatxe  aufgestellte  Hegel  nur  tAa  wenig  mediGci- 
reu,  and  sie  lautet  alsdann  ftdgendermaassen ; 

In  den  nicht  atrenven  Wintern  pflegen  auf  die  erateu  K&lte- 
perioden  eine  oder  mehrere  Wirmeperioden  zu  folgen ,  wobei  di« 
kübere  Temperatur  der  Daner  und  Summe  nach  Cberwiegend  ist. 
In  den  strengen  Wintern  tritt  ancb  nach  der  ersten  Kälteperiode 
eine  Krlüs  ein,  wJÜirend  deren  Uaaer  die  Temperatur  weiwotlicb 
und  in  dn  Regel  Ober  Null  eteigt;  allein  diese  wSfmeren  Perioden 
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sind  T«n  famer  Dauer  and  die  ihnen  entsprecKende  Srnnme  der 
hObeni ' TentperBlur  ist  ceriog,  im  V«i^leich  mit  der  Summe  der, 
der  rorb ergeh eoden  KsFteperiade  entsprechenden,  niedrigen  Tem' 
peratnr. 

Wir  wollen  nnn  die  einxelnen  Carven  und  die  T&belle  A.  be- 
trachten, am  EU  aeben,  wie  weit  diese' Receln  bei  ihnen  »i- 
treffen ;  wir  beginneD  mit  deu  nicht  strengen  Wintern. 

Im  Winter  voo  1843  trat  der  erste  Frust  am  5.  Novbr.  ein 
nnd  es  folgten 

anf  7  Tage  mit  -  20,4,    S  Tage  mit  fl5,B 

1  Tag      „  1,0,    3      „      „         2,6 

5  Tage    .,        J0,7,  12     „     .,       20.7. 

Brechen  wir  hier  am  7.  DeCemler  ab,  so  finden  sieb 

13  Tage  mit  —32,1  gegen  30  Tage  mit  -|-38,S; 

die  letztere  also  der  GrSsse  nnd  Dauer  nach  fiberwlraend.  Es 
inOge  hier  segleich  der  Winter  Ven  1851  folgen,  in  weitjiem  der 
erste  Frost  am  17.  Novbr.  eintrat  und 

auf  3  Tage  mit  —2,2,    10  Tage  mit  4-423 

„    Ö     „        „    —4,3       6      „       „    +14.6 

fb^ten.    Brechen  wir  hier  am  lt.  Decbr.  ab,  so  kommen 

gegen  g  Tage  mit  —6,9,    16  Tage  mit  +67,4. 

Bereits  einige  Tage  früher,  an  7.  Decbr.,  war  Ich  veranlasst, 
mich  Aber  den  Verlauf  dieses  Winters  aaszuepTechen  nnd  ich  er- 
klärte, dass  er  dem  von  1843  wahrscbrinlich  Shnlich  und  daher 
ein  nicht  streoger  sein  wSrde.  Ein  Blick  auf  die  Tabelle  C. 
zeigt,  dass  ich  dasGlflck  hatte,  mich  in  meiner  Verrouthung  nicht 
xn  täuschen. 

Im  Winter  von  1842  trat  der  erste  Frost  am  18.  November 
ein,  nnd  es  folgten 

auf    I  Tag  mit  —    0,8  42  Tage  mit  +130,4 

dann  27  Tage  mit —100,2; 
gegen  28  Tage  mit  —KljO  kamen  42  Tage  mit  +130,4. 
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Da  die  letzte  Periodo  am  '2&  Janoar  endet,  mo  kann  man  mir  ein- 
werfen, dassich  erst  nach  demVerlauf  des  gTSsatenTheile^tlea  Win- 
tern meine  Vermutfaung  hätte  auasprechen  kDnnen.  üier«uf  erwi- 
dere icb,  das»  ein  Schluss  bereilu  nach  der  ersten  kleioeu  aber 
entschiedenen  KfiiteperiodejmDglich,  jedoch  cewagt  gewesen  wäre, 
ich  im  Allgemeinen  aber  diesen  Winter  an  den  Ausnahmen  sfihle, 
was  auch  in  meinem  frQhern  Aufsatze  bereits  der  Fall  war,  «nd 
worQber  ich  eben  schon  einiges  bemerkt  habe. 

Im  Winter  von  1837  trat  der  erste  Frost  am  33.  Novomber 
ein,  und  ohne  dass  hier  die  Zahlen  der  Tabelle  A.  su  HQlfe  ge- 
rufen werden  dürfen,  zeigt  ein  Blick  auf  die  Curve,  dass  bereits 
im  ersten  Dritthelle  desDecembers  seine  nicht  strenge  Beschaffen- 
heit nach  der  hier  aufgestellten  Regel  entschieden  war. 

In  dem  Winter  von  1840  kamen  die  bereits  am  28.  nnd  31. 
October  stattgeüindenen ,  wenn  auch  nur  eintSgigen  und  geringen, 
doch  entschiedenen  Kälteperiodeu  zu  Statten,  um  die  ebenfalls 
nur  geringe  eintägige  Periode  am  I.  December  zur  Geltung  xa 
bringen.  Ganz  entschieden  zeigte  sich  die  nicht  strenge  Nalur 
dieses  Winters  in  der  9tSgigen  Periode  hoher  Temperatur  Tom 
.  2*2.  bis  zum  31.  December. 

In  dem  schon  oben,  seiner  auffallenden  Kürze  wegen  be- 
sprocbfloen  Winter  von  1846  trat  die  erste  Kälte  am  13.  Decem- 
ber ein,   und  es  folgten 

auf  3  Tage  mit  —6,5  2  Tage  mit  +  2,i 

1     „     „    -0.8        15    „       „    +27,2, 

also  gegen  4  Tage  mit  —7,0    17  Tage  mit  -1-29,4. 

Die  letzte  Periode  endet  am  3.  Januar,  indessen  ersieht  man 
ans  der  Curve,  dass  bereits  am  25.  Dechr.  seine  nicht  strenge 
Beschaffenheit  entschieden  war. 

Der  Winter  von  184(1  gehSrt  zu  den  Ansnahmen,  ich  habe 
oben  bereits  erwfihnt,  in  wiefern  er  zu  den  strengen  gezShIt  wer- 
den kann  und  werde  ^püter  zeigen,  dass  er  auch  das  charakte- 
ristische Merkmal   eines  solchen  In  seinem  ersten  Thelle  enthfilt. 

In  dem  Winter  von  1839  trat  die  erste  KSite  am  19.  Novem- 
ber ein,  und  es  folgten 

anf  II  Tage  mit  —38,9      19  Tage  mit  +53.7; 

am  18.  December  war  daher  entschieden,  dass  er  ein  nicht  stren- 
ger sein  werde. 

In  dem  Winter  von  1844  trat  die  erste  Kilte  am  II.  Decem- 
ber ein,  nnd  es  folgten 
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auf  '2  Tage  mit  — 0,ß 


)  Tage  mit  +65,0. 


Da  es  gewagt  gewesen  aetn  wdnle,  dieae  kurze KBlteperinde,  und 
ebea  so  d're  einfSgige  am  5.  Januar  gelten  zu  lassen;  so  trat  der 
Entscbeidungslag  erst  am  18.  Januar  ein,  wo  die  grüsste  und 
zwar  ätlgige  Käiteperiode  dieaea  Winters  bereits  zu  Ende  ging. 

Indem  ich  nun  die  zwei  Winter  ron  IS42  und  1849  aus  den 
angegebenen  GrQoden  zur  Seite  lasse,  ergeben  die  7  Sbrigea  nicht 
strengen  Winter  folgende  flbersicbtlicbe  Slomente:  , 


Winter. 

Er*«  KUte. 

Tar  der  Eni 
■cheidMg. 

1S43 

Novbr.    8 

Decbr.'    7 

1891 

„      17 

„        11 

1837 

„      23 

3 

1840 

Octbr.  ai 

„        31 

18« 

Uecbc.  13 

,.        28 

183U 

Novbr.  111 

„        18 

1844 

D.cbr.  11 

Ju.       18 

USrz  28 

ApiU  10 

Mfirz  " 
Febr. 

April  3 

MlSrs  24 


19 


Wir  haben  nun  die  strengen  Winter  zu  betrachten,  und  zwar 
trat  im  Winter  1850  die  erste  Kälte  am  20.  November  ein;  es 
folgten 

auf  1  Tag  mit  —  0,1  1  Tag  mit  +  0,1 

„    9  Tage  „  -27,7  1      „    „        00 

gegen  IG  Tage  mit  —27,8  kommen  2  Tage  mit  +0.1- 

Am  2.  December  trug  ich  hiernach  kein  Bedenken,  mich  für 
die  strenge  Natur  desselben  austusprechen. 

Im  Winter  von  1847  hat  die  erste  Kälte  vom  17.  November 
ein,  es  folgten 

auf    1  Tag  nil  —  0,7        13  Tage  mit  -f  44,2 
„  20  Tage  „    -Ö9,5         3      „       „   +  4,4; 

gegen  21  Tage  mit  —60,2  16  Tage  mit  +  48,6. 

Am  24.  December  war  seine  strenge  Natur  entschieden. 

Im  Winter  von  1848  trat  der  erste  Frost  am  16.  December 
ein,  und  es  folgte  sogleich  eine  Periode 
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«OD  51  Tagen  mit  —290,3. 

Die  Krisis  fani  am  23.  und  24.  December  statt,  wo  die  Tempe- 
ratur aber  nur  bis  —2«  stieg,  wessfaalb  in  diesem  Falle  die  Curve 
allein  darfiber  Auskunft  geben  konnte,  dass  man  am  24.  Decem- 
ber  deo  Winter  als  einen  strengea  aDKUseben  habe. 

Im  Winter  von  183S  trat  die  erste  KSIte  am  II.  December 
ein,  und  es  folgten  zunächst  mehrere  wechselnde  Perioden, 
nämlich : 

auf  2  Tage  mit  —  1,5  1  Tag    mit  -fO,l 

..  4     „      „         7,9  3    „        „       e^ 

„  3     ,.      „       10,0         3    .,        «       7,0 

gegen  9  Tage  mit  ~I9,4  kommen  7  Tage  mit  -|-15,6, 

und  am  27.  D^ceniber  konnte  man  die  strenge  Natur  als  entschie- 
den ansehen. 

Im  Winter  von  1845  trat  die  erste  Kälte  am  39.  November 
ein  und  ea  folgten 

auf  18  Tage  mit  —84,8  2  Tage  mit  -(-2,3. 

Die  letzterni  sah  i<;h  schon  damals  alsdie  kritischen  an,  und  nach 
ihrem  Verlaur  schloss  ich  am  2Ü.  December  auf  einen  strengen 
Winter,  der  dann  auch,  wie  oben  besprochen,  im  Februar  and 
Miirz  sich  einatellte. 

In  dem  Winter  von  1841  trat  die  erste  Kälte  am  1.  Decem- 
.ber  «in,  es  folgten 

auf      1  Tag    mit  -    0,2  5  Tage  mit  +8,9, 

dann25  Tage  mit  —133,0. 

Während  det  letzten  KSIteperiode  fand  die  Krisis  am  20.  und 
21.  December  statt,  wo  jedoch  die  Temperatur  nur  bis  an  — 2'' 
stieg,  und  am.  22.  December  konnte  man  die  strenge  Natur  als 
entschieden  ansehen. 

Die  6  Stengen  Winter  ergeben  nun  folgende,  der  oMgen  ent- 
sprechende Uebersicbt: 
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Winter. 

EnUKülte. 

Tag  derEnt- 

Letit«  Kälte. 

1860 

Novbr.  20 

Decbr.    2 

April    1 

1847 

„        17 

,.      24 

März  13 

1848 

Decbr.  IS 

„      24 

,.       ». 

1838 

.,        I) 

,.      27 

April     1 

1845 

Novbr.  W 

„      20 

Mit2  23. 

1841 

Decbi.    1 

„      22 

,.       6 

In  dem  Winler  von  184^»  trat  die  erste  Kälte  am  20.  Dcbr. 
e'ui,  und  es  folgte  eine  Periode 

TOD  27  Tagen  mit  —130,6. 

Am  23.  und  24.,  so  wie  am  36.  und  27.  Decbr.,  stieg  die  Tem- 
peratur bis  an  und  Über  — 2",  und  diese  beiden  ETscheinungen 
inuesten  als  entscbeidend  fär  die  strenge  N^tur  dieses  Winters 
gelten.  In  wie  weit  man  diesen  Winter  wirklich  als  einen  stren- 
gen betrachten  kann,  ist  oben  besprachen  worden,  wesshalb  ich, 
um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  abbreche  und  nur  noch  be- 
merke, dass  die  zvrel  Winter  von  1842  und  1849  hier  als  Aus- 
nabmea  angesehen  worden  sind. 

Ehe  leb  diesen  Aufsati  schliesse,  erlaube  ich  mir,  noch 
einige  kurze  Bemerkungen  zu  nischen.  Sein  Inhalt  Ist  eine  wei- 
tere Ausführung  der  in  meinem  Trühern  Aufsätze  angestellten  Be- 
trachtungen, und  jetzt  wie  damals  betrachte  ich  sie  als  einen 
Versuch,  die  Erscheinungen  auf  eine  neue  und  wo  muglich  frucht- 
bringende Weise  zu  deuten. 

Ferner  habe  ich  b^rvorziibeben ,  dass  eben  so,  wie  allein  in 
Berlin  angestellte  Beohacbtungen  zu  Grunde  liegen,  auch  nieine 
Scbifisse  nur  für  Berlin  gelten  sollen.  Für  andere  Orte  müssten 
fihnliche  Untersuchungen  der  dortigen  Beobachtungen  angestellt 
werden ,  um  fi'ir  sie  Schlüsse  zu  ziehen,  und  sollte  diess  in  Folge 
der  Mitlheilung  meiner  Untersuchungen  geschehen;  so  würde  es 
mir  zur  grossen  Freude  gereichen. 
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Der  vorstehende  Aalmtz  war  beraits  vor  dem  AnfaDge  iee 
letzten  Winters  Beschrieben,  sein  Abdruck  ist  aber  bis  jetzt  ver- 
zögert norden;  daher  dQrRe  es  nicht  unangemessen  sein,  die  Be- 
trachtung dieses  höchst  interessanten  Winters  hier  nachträglich 
folgen  zu  lassen.  Die  erste  Kälte  trat  am  18.  November  ein  and 
bis  zaia  6.  December  schien  der  Winter  eher  denCharaltter  eines 
strengen,  als  eines  nicht  strengen  annehme»  zu  wollen,  bis  die 
vom  6.  bis  16.  December  Btatteefundene  hohe  Temperatur  die 
Entscheidung  ftii  einen  Winter  der  letzten  Art  herbeiführte.  Die 
Zahlenangaben,  der  obigen  Tafel  A.  entsprechend,  sind  die  fra- 
genden : 


18S2 
Samme   dar  Tentiie- 

ratnr 

+    |T.- 

_ 

T%- 

•• 

El 

43,2 

16 

18,2 

9 

3,8 

7 

3,8 

3 

44,9 

10 

0,4 

2 

2,0 

1,7 

3 

2,9 

3 

3,6 

4 

4,3 

3 

0,1 

1 

71,0 

24 

0,1 

1 

0,2 

1 

0,1 

1 

61,2 

21 

6,3 

7 

1,4 

1 

0,4 

, 

0,1 

1 

12,8 

6 

9,8 

4 

2,4 

3 

26,0 

12 

0,1 

1 

9,5 

3 

oniiie 

"35515 

155 

-m 

"35 
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Hiemacfa  nimmt  dieser  Winter,  nenn  mau  die  160  Tb»  vom 
I.  November  his  zum  30.  HSrz  in  Betracht  zielit.  in  der  TaTel  B. 
die  dritte  Stelle  ^n,  indem  wir  haben: 

Winter.    Ueberschosa  der  Temperatur.    Im  Mittel  (Ot  1  Tag. 
1882  +223,9  +1,49. 

Reefanenwir  hingegen  wie  oben  dieDanerdesWintersTomersteD 
bis  zum  letzten  entschiedeaen  Frosttage,  so  nimmt  derselbe  in  der 
Tafel  C.  die  oberste  Stelle  ein,  indem  wir  nSmlich  haben: 


Smnma  der  Tempe- 
Iratur 

+     ra-    -  [Te- 

Uebertchuai 

der  Temp,- 

ratur 

Dioer  in 
Tagen 

217,2   89  46,01  ii 

+ 171,2 

131 

n  HiUri  tat 

1  Tai 


+  W1 


Wir  trollen  hier  bemerken,  dass  er  anter  allen  16 betrachteten 
Wintern  die  kleinste  Summe  der  negativen  Temperatur  enthält, 
und  da  er  iSr  die  Tafel  D.  die  folgenden  Werthe  hat: 


ßaner    der 

grÖHleo   in 

Tagen 


Tempecalar 
—15,2 


so  nimmt  er  auch   in  Bezng   auf  die  Angabe  der  letzten  Rubrik 
die  oberste  Stelle  anter  den  nicht  strengen  Wintern  ein. 

Ueber  seineu  Charakter  hatte  ich  mich  am  20>  December  ent- 
schieden ausgesprochen  nach  folgenden  Daten : 

Auf  9  Tage  mit  —16,2  folgten  7  Tage  mit  +  3,8 
„  3  „  „  3,8  „  10  „  „  44,9 
„    2    „       ,,        0.4       „       2    „       „        %(i 

demnach   kamen   gegen  14  Tage   mit  — 19,4,    19  Tage  mit 
+  80,7. 
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Vier  Tage  frSbei  am  16.  December  hatte  sich  der  Charakter 
des  Winters  auch  schon  entxcliieilen  heraiisf^Mtellt,  da  ich  aber 
erst  am  20.  die  Beobachtungen  eiotrng,  sprach  ich  mich  auch  erst 
an  diesem  Tage  aus. 

Zum  Scblnss  folgen  hier  noch  die,  der  obigen  Zusammen- 
stellnng  entsprechendeo,  Werthe  dieses  Winters; 


Erste  KSIte  Tag  der  Entscheidung  Letzte  Kälte 

Nov.  18.  Dec.  16.  März  27. 


Berlin,  April  9.  1852. 
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Zur  Differenzenrecbnunnr. 

Ton 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlömilch 

an  d«t  palytechnitcben  Schale  cn  Dreaden. 


Man  hat  sieb  läDjcst  schon  mit  dem  ZusamiDenbange  zwischen 
den  Differenzen  und  den  Uifferentialquotienlen  derselben  Funktia- 
nen  bescbäflif^t  i  namentlich  die  Fraisen  erUrtert,  ob  sich  nicht 
^t<*f{x)  durch  f[x),  f'(x),  f(x)  ßtc. ,  oder  umgekehrt  /"'""Ka;) 
durch  f{_x),^f{x),  iflfix)  etc.  ausdrücken  liesse,  aber  man  kennt, 
aoviel  ich  treisa,  keine  Methode,  mittelst  ivelcher  sich  derartige 
Beziehungen  rasch  entdecken  lassen;  ich  theile  hier  ein  solches 
Verrahren  mit,  welches  gleicblurmi^  auf  jede  Art  des  Zusammen- 
hanges zwischen  Differentialquotienten  oder  Integralen  einerseits, 
und  Differenzen  oder  Aufsturungen  audereraeits  passt,  mithin  all- 
gemein genug  ist.  Vm  aber  auch  seine  Schattenseite  nicht  zu 
verhehlen,  will  ich  gleich  bemerken,  dass  es  die  GQltiqkeitsgrSn- 
zen  der  entwickelten  FormeFo  unmittetbar  nicht  angiebt,  dass 
also  z.  B.  die  Convergenz  der  vorkommenden  Reihen  in  jedem 
speziellen  Falle  a  posteriori  zu  bestimmen  sein  wQrde. 

WenD  91  (u)  eine  beliebige  Funktion  von  u,  und  x  eine  will- 
kahrliche  Conatante  bezeichnet,  so  ist  der  Wertfa  des  bestimm- 
ten Integraleb 

eine  Funktion  von  :r;  setzen  nir  also 


/* 
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1)  J"  enf(u)du=nx), 

so  folgt  jetzt  durch  beiderseitige   nmalige  Differenziation  in  E 
ziebang  auf  x: 

ADderer^eits  hat  man,  Jx  immer  =1  gesetzt, 

J     e(>+«"(|.(K),iu— y     «"?.(«)<i«  =  /-(x+l)-/(a:)=^/X»), 
d.  i.  bei  Zoaammenziehung  der  Integrale: 

"(«■-l)«"q>(»)iJi.=|^/-(»). 


/' 


und  weoD  man   dasselbe  Verfahrea  des  DiffeTenzenbildens  nmal 
wiederholt : 


3)  /"(e»-I)-e"9!(uyi<=  d'fix) . 


Atta  der  Vergleichnus  der  Formeln  2)  und  3)  erpebt  sich  nun 
folgende  Bemerkung;  Hat  man  Irgend  eine  analytische  Beziehung, 
in  weicher  einerseits  »  oder  verschiedene  Potenzen  von  u,  aode- 
reraeits  e" — 1  oder  Potenzen  dieses  Ausdruckea  vorkouimen,  fin- 
det also  eine  Gleichung  von  -der  Form 

4)  ^o  +  ^,a+JaM«+Jjii»  +  .... 

=  B;,  +  £i(£--l)+Ba(''"-I)'  +■•■ 

statt,  so  braucht  man  beiderseits  nur  mit  e"qp(u)(fu  zu  multipli- 
ziren  und  zwischen  den  Granzen  u=a  und  v=b  zu  integrirea, 
um  sogleich  ein  Resultat  vou  der  Form 

A^nw)  +  ÄyDfix)  +  A^lflfia:)  + ..... 
=B^ix)  +  BiAfix)  +  B^J^fix)  + ....; 

also  eine  Beziehung  zwischen  Differential qiiotienteo  und  Diffe- 
renzen zu  erhalten.  Wir  wollen  dies«  an  einigeu  Beispiden 
zeigen. 
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I.    Entwickelnng   von   J^ffß). 

D&  sich  e'  in  eine  Retbe  von  Palensei)  «ntwlckaln  liest,  so 
iDDBs  duHelbe  mit  e" — I  und  («■—!)"  der  Fall  sein;  soUen  wir, 
1.2.3.. .i  immer  mit  k'  beteichocnd, 

5,  (.-1)-  =  ^..+  f^-h,.-+'  +  ,-^%.-^  +  -. 

SO  ist  nach  dem  Theoreme  von  Mac  Laurin 

und  wenn  man  den  Binomischen  Lehrsatz  anwendet,  so  findet 
•ich  bei  wirLIicher  Uifferenziation 

6)  A  =  »oni*— miCm— l)'+ma(m— 2)*— ..... 

womit  die  CoefßzienteD  A  bestimmt  sind.  Aus  der  Gleichanz  6) 
ergiebt  sich  jetzt  durch  Multiplikation  mit  e**if)(yt)du  und  Inte» 
grafwn 

Damit  ist  die  Aufgabe  gelöst,  irgend  eine  Differenz  durch  Diffe- 
rential qnotienten  auszudrOcken. 


IL    Entwickelnng   von  />■/'(«)..     ' 
Dass  eine  Gleichung  von  der  Form 

bestehen   mOsse,    erkennt   man   leicht  mittelst  der  Sobstitution 
e"— ]=c  oder  u=l(I-fD};  denn  es  ist  dann 

[1(1+.)].=^..  +  ^;+!..^+.+^±i-^H... 

nichts  Anderen   als  das  Reanltal    einer  Potenziinng  von  der  bf 

banbten  Gleichung 
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Irgend  ein  Coeffizient  Bk  nSre 

B.=  |2)l[l(l+»)]-|(«=0)=lfl*(l»)-l(.=.)- 
IHese  DifferenziatioD  lK«st  sich  mittelst  des  Th«or«me«  ausfiUfaren 
9)  D«n\x) 


worin  C die  FalmHätencoerfizieDten  von  (i.-f-))"  l!>eze]cIiiien,'alBO 
aus  der  Gleichung 

10)  (i.  +  i)--i(i  +  i){t+-i)....(i+B-i) 

bestiramt  werden  küniieii.  Hiernach  Sndet  man  (ur  u==A,  f(*/)^^ 
unter  der  Rflcksicht,  dass  /e—.m  ist: 

Ät=r(-l)*-«-1.2.3....in.tt-m. 
Die  Gleichung  8)  lautet  jetzt 

^ = «.-ir  -  ,-^1  (^-i)-+'-+ (5+,^  (.-1)-+' - ... 

und  nach  dem   lieecfa riebe nen  Verfahren  folgt  augenblicldich  aus 
derselben 

"et 

11)        i>»/-(»)=(V»/'(:e)-^,/("+irt») 


+(-s+i:;sj^-^V(«)- 


Diess    ist   die    Umkehrung  der  Formel  7).     Für  m  =  l  hat  man 
einfacher 

12)  Dfix)  =  ]jnx)  -  l  ^f{x)  +  |^Y(i)-... ; 

für  m=2  kaim  man  dem  Resultate  die  Form  geben: 
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.3,         «=A.,  =  j-!Af>_({+')^® 

Diess  Alles  ist  oehr  bekannt,  nenn  ancb  auf  anderem  Weg«  and 
zwar  von  Laplace  roittelot  symbolischer  Formeln  bewiesen  wor- 
den.  Neu  dagegen  dOrAe  das  Folgende  sein. 

III.    Entwickelung  von    /    e--'f{x+l)dt. 
Setzen  wir  £hnlich  wie  früher 

woraas  die  folgendeD  Formeln  herTorgeheii: 

15)  y**»<-c-"g.(w)d«=(-l)"i>-/(a;J, 

16)  r\t—e-')'e-"ipiu)du  —(-l)'d"f(s)  i 

so  ISsst  sich  nach  Nro.  14)  auch  fi^^t)  durch  ein  IntegraJ  auu- 
drflcken  und  es  ist  dann 

fe-'fix  +  t)dt  =^f%-'dtf  *«-('+')"9(tt)d!u 

/^  I 

Man  übersieht  nun  leicht,  das«  eine  Reihen  Verwandlung  von  ilei 
Form 
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mSelich  sstn  tnnss;   d«DO  fOr  i — e~->^v,  aUo  it=  — 1(1— v)  er- 
giebt  flieh 

'«>  I=I(i:rg=i+^'+i?»«+ 

was  offenbar  gans  in  <\er  Ordaung  iat.    HitteUl  der  Gleichnag  17} 
wird  nun  unter  Benutzung  der  Formel  (6) 

Um  Docfa  dielCoeffiiienteo^  XU  bestimmen,  setzen  wir  in'Nro.IS) 
0^ — I,  und  haben 

1  

rolglicb 

DIt  AusfahruDg  dieser  Differenziation  mittelst  der  Formel  V)  giebt 

A=(-l)»[ti*-C.(''-l)'  +  4(*-2)'-.-)- 
Bezeichnen  wir  wie  folgt 

20)  A=i-Ci-(*-l)'CH-(*-2)'Ci— •-. 

so  ist  At=i — i)^Jk,   und  mithin  geht  die  Formel  19)  in  die  fol- 
gende flher: 

M,      y  V'rt»+()<«=A«)  +r^/<«)  +  f  ^/w 

Will  man  Jx  nicht  =1,  sondern  =A  setzen,  so  findet  man  ent- 
sprechend 

22)  y"°r-n»+»()*=A»)-f^^«*)-f^^/W 

-fy'^VW+.... 
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tion,  sowie  die  rechts  vorkommepden Differenzen,  ansISfaren  liut, 
ao  gelangt  man  unmittelbar  zu  neuen  Tfaeoremen,  wie  z.  B.  für 
f{x)  —  mmx,  f{x)^coax  u.  dergl. 


IV.    Entwickelaog  von  /   f{x-\-fjc<Mtdt. 

Znfalgfl  der  Forme]  14)  erhSIt  man  znnScbst 

I    /•(.H-()cos(A=  r  cosldt  f    r-t^+')"<p(i()dM 

/>  u 

und  wenn  hier  eine  ReifienTettrandluog  von  der  Form 

^)  i:pi3=T'a-«-)+#(i-^)'+- 

aiiegefllhrt  wird,    so  gebt  die   vorige  Gleichung  in  die  folgende 
über: 

ny         J*  fix+ticoBtdt  =  -  y'  ^fix)  +  ^^flx)- 

Um  jene   Raben ent Wicklung   näher    zu   unter ancheo ,  letzen  wir 
1— e~"=— i;    ea   ist  dann 

iTTRTH)?-  V  *~  2-  *  +•■- 

und   mithin  bestimmeo  sich  die  CoeIGzienten  A  nach  der  Fonoel 
N^men  wir  in  Fonnel  9) 
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-—SU 


und  beachten,  daas  in  diMem  Falle 

wird,  80  findet  sich  bei  amgekehrter  Anordnung  der  tilieder: 

as)  A=rct_,-3C»_s+5'C*_,- 

Nimmt  man  in  Forme)  ^)  Jar=h,  so  ist  allgemeiner 
2fi) 

Ein  Beispiel  hierzu  bildet  die  Annahme 

man  erhült  iiätulich,   nenn  in  den  Differenzen  ecliliesslicli  x=0 
genetzt  ivird ; 

y  V'"'co8l<rt=  ^e'(i)' 

=  -yl(e-"-l)  +  ^(«-4»'-2«-"+  I) 

-  ^'(«-«»•-3e-4«'+3e-''-))+ 

und  hieraus  ergiebt  sieb  IVIr  e~'*^9,  also  — ffl^q: 


tj=e5ü  =  j,'-(l-?)  +^(1-2.;+?*) 


<'C]3 


+  ^(l-37+39<-9»)+... 


worin,  wie  sich  von  selbst  versteht,  q  ein  positiver  ächter  Bruch 
<eio  musa. 
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V.    EntwickeUng  von 
Unter  BeDutzung  der  Formel  14)  findet  sich 

=  /    e-"'ip(u)dtt  1    «-"'sinWt 

/»  I 

Setzen  «vir  eine  Keiheoentwicklnng  von  der  Form 

voraus,  so  geht  die  obige  tilekhnng  in  die  folgende  Ober: 

27)   y "/-(a^+Oaln Wi= A^)  -  Y"  ^A  ■»)  +  ^  ^n^)  ~  -. . 

Fdr  1 — e— "  = — X  nimmt  jene  Reihebentwickeliing  die  nach- 
stehende Form  an; 


und  es  ist  mitbin 


1 ,     !l.,.fi.. 


Erinnert  man  sieb,  daSB  fSr 

1 


m=- 


i+j« 


die  beicannte  Formel 


D.,.„ct,GoogIc 


slatt  findet,  so  ktnn  man  jetst  das  vnter  Nro.  9)  T«raeicbnete 
Tfaeonin  in  Anwendung  bringen;  bei  nmgekebrter  Anordnung  der 
Glieder  findet  sich 


28)  Jt  =  -2'Ci-.  +  4'Ci_4-6'C*-«+™. 

Den  CoefTiEienten  Ai  giebt  diese  Formel  nicht  gerndezu;  man  er- 
siebt aber  aus  der  Keihenentwickelung  unmittelbar  sehr  leicht, 
daM  ^,=0  ist 

Allgemeiner  Itlr  Jx=h  bat  man  aua  Nro.  27) 
29)    y7(*+A08in(rf*=A^)+^'i'A')-^^/(*)+  — 

wo  nan  Jx=:h  ist  Auch  hier  kann  man  leicht  zu  allerband 
Reibenentwickelungen  gelangen,  wenn  man  die  Funktion  ^so  wählt 
daaa  aotvobi  die  Integration  linker  Hand  als  die  Differenzen  rech- 
ter Hand  vollstSndig  auaföhrbar  sind. 
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Ueber  die  Substitation  neuer  Tarla- 

belen  In  unbestimmte  und  bestimmte 

Integrale. 

Von 

Herni  Professor  Dr.  Oalcar  Schlömilch, 

an  der  poljtechiiiacheii  Schale  in  Dreadan. 


Die  meisten  Transformatioiien  unbestimmter  Integral«  gesche- 
hen belcanntlich  dadurch,  doss  man  an  die  Stelle  der  ursprQnglicb 
TOTfaandenen  Variabelen  eine  neue  Veränderliche  einführt,  ivetcbe 
mit  der  ersten  durch  eine  Gleichung  verbunden  ist  Handelt  eH 
sich  z.  B.  um  das  Integral 


/■ 


so  bann  man  9(2:)  =  y  setzen,  muss  nunmehr  die  rorstehende 
Gleichung  nach  x  auflösen,  was  ein  Resultat  von  der  Form  x^^^iy), 
milbin  dx=-^(^)dg  giebt,  und  hat  jetzt 


fn.ff.')¥'=  fflnWialds- 


Findet  sich  nun  auf  ii^end  eine  Weise  der  Werth  des  rechter 
Hand  verzeichneten  Integrales,  er  beisse  etwa  Fiy'),  sn  muss 
man  schliesslich  noch  fiOr  «  seinen  Werth  tp{x)  einsetzen',  und  ge- 
langt so  zu  der  Endformei 


ff^ 
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So  allireinein  bekannt  dieses  Verfahren  ist,  ho  scheint  man  doch 
einen  Umstand  dabei  übersehen  zu  haben,  der  nicht  ohne  Wich- 
tigkeit ist  und  namentlich  bei  bestimmten  Intesralen  ganü  beson- 
ders ertvoiien  sein  will;  es  kann  nämlich  vorkommen,  dass  die 
nach  X  aufzulSsende  Gleichung  x'^qiiy)  mehrere  Wurzeln  be- 
sitzt, uie  es  schon  bei  einer  in  Bezienuni;  auf  x  quadratischen 
Gleichung  der  Fall  sein  ivürde,  und  es  entsteht  dann  von  seibat 
die  Fra^e,  welche  von  diesen  verschicdeneji  Wurzeln  für  die 
weitere  Rechnung  zu  nehmen  ist.  Handelt  es  sich  z.  ü.  nm  den 
Werth  des  Integrales 

"    '      ■. 

y^Tw  —  x^ 
so  kann  man  setzen 

und  hieraus  folgen  für  x  uud  dx  die  Doppelt erth e : 


f-. 


(T = I-  -J-  V^r*  — y* ,    roitbio    dx  = 


y*'.v 


Im  ersten  Falle  gebt  das  obige  Integral  in  das  folgende  Aber: 

und  man  hat  dann 

/!.  ■   '    .    ,  dx  =  ~  Arcein  ^  ^"'^  ~  ^'  +  Const. 
J  \1tx  —  x^  r 

Im  zneilen  Falle  erhfilt  man  auf  gleiche  Weise 

r,„    ^        , da:  =  +  Aresin yjl5^Z±^  ^ Const. 

Welche  von  beiden  Formeln  die  richtige  ist,  entscheidet  sich  sehr 
leicht  durch  Uifferenzlation,  und  man  tvird  finden.,  dass  jede  der 
beiden  gerundenen  Formeln  gebraucht  werden  kann,  Q&mlJch  die 
erste,  wenn  man 

Vr*-?rJ  +  a;*  =  .T-r 
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iwd  lue  ztfeite,  wean  man  dieseJbe  WtRsel  ^xr-~x  setA  In  der. 
Anwendanf;  aii^beGÜnmte  Probleme  ivird  man  aber  aua  ^erNattiT 
des  Gegenstandes  jederzeit  wissen,  ob  jene  Wurzel  =:x — r  oder 
:^r~a!  KU  setzen  ist,  uod  dann  bleibt  auch  keine  Wahl  mehr 
zwiscben  den  beideo  erhaltenen  Integral  form  ein.  So  kann  man  in 
jedem  Falle  durch  Differenziation  einerseits  und  durch  Kenaue 
brSrtemng  seines  Problemes  andererseits  sich  vollständig  «li- 
entiren. 

GanK  anders  wird  die  Sache  bei  bestimmten  Integralen;  hier 
gehen  dfe  Substitutionen  bekanntlich  nie  rflckwäTts  (Vo4i  «  nauh 
x)  sondert  immer  hur  TorwSrts,  indem  man  zngleich  die  Verfin'- 
deron^en  anmerkt,  welche  die  Integrationserfinzen  erleiden,  und 
eipe  Probe  durch  pifferenziation  ist  am  Ende  gewöhnlich  gar  nicht 
aüsrahrbar,  weil  man  es  in  den  meisten  FfiDen  mit  solchen  OUT*-' 
renzialformeln  zuthun  hat,  die  sich  unbeslimmf  nicht  integriren 
lassen.  Um  die  hier  entsteherrde  kleine  Schwierigkeit  an  eirrein' 
recht  Trappanten  Beispiele  zu  zeigen,  betrachte  ich  dan  Integral 


/     V(ir'  +  2r*)(tr. 


Setzt  man  x*-i-iTX=:y,  so  folgt 

initbiD  ' 

ist  ferner  x  gleich  der  unteren  IntegrativnsgrKnze  — 3r  geworden, 
80  bat;yd«nWeTth  9r*— 6r^=3r'  erhalten,  und  ebenso  entspricht 
der  oberen  Integrationsgränze  ^tj^-f-r  die  obere  GrSnze 

y=rs  +  2r*=3r"; 
man  hätte  demnach 

Der  Werth   ehiss  zwischen  gleichen  Griinzen  genenwienen  Inte- 

Srales  ist  aber  im  Allgemeinen  die  Null,  und  so  gelangt  man  zu 
em  offenbar  widersinnigen  Resultate,  dass  (ht  jede  beliebige 
Funktion  /  da«  fragliche  Integral  der  Null  gleich  sei.  —  Um  em 
richtiges  Ergebnisa  zu  erhalten,  mues  man  hier  folge  od  ermassen 
Bcbliessen.  Wenn  a  das  Interrall  —  3r  bis  -|-r  durchläuft,  so 
ändert  sich  der  Auadrack  y=«'-f-2r«  in  der  Weise,  dou  er 
Tüeil   XVIH.  2T 
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ffSbrend  des  Intervalts  — ^  bis  — r  Bbrnoimt,  ffir  irs: — r  mw 
AHnimum  erreicht  und  daraufirss— r  bis  ji;=-fi'wHobst;  dabei  wird 

.     (Br  a:=— 3r    „    y=  +  3r«, 
„  *=— r     „    y=— r«, 
„  a;=  +  t-     .,    y=+3r«. 

Siebt  mao  x  als  Abscisse,  jf  als  Ordioate  ao,  so  kommt  jede 
iwlMhen  — r*  und  -|-3r*  li^epde  individuelle  Ordinate  ineimal 
rur,  einmal  als  KehöHg  xu  einer  zwischen  — 3r  und  — r  liogea- 
dflD  kieiueren  nnd  dann  entsprechend  einer  swischcn  — r  uod  -fr 
catbeltenen  grüMeren  Abscisse^  eine  Ausnabuic  hiervon  macht 
•ur.die  Ordinate  -1-t^,  die  blas  einmal  vorkommt,  Zerlegen  wir 
jetxt  da»  Integral  Nro.  1)  ht  folgende  Integrale: 

2)  l' fix*-i-2rx)dx +r   'f(,x*+'irx)da: , 

SO  enthält  das  erste  Integral  alle  vorhin  al»  kleinere  bezeichneten 
X,  lind  das  zweite  Integral  lediglich  die  grosseren  x;  hieraus 
folgt,  das«,  wenn  in  beiden  Integralen  x'+'2Tx^f/  gesetzt  nird, 
umgekehrt  fflr  das  erste  Integral  in  Nro.  2)  nur  die  kleinere  Wur* 
zela— r— V^'+y  und  (Üt  das  citeite  mir  die  grössere  Wurzel 
x=r-|-V^r'-|^y  zu  gebrauchen  ist.  Nach  dieser  Bemerkung  ver< 
wandelt  sich  die  Gleichung  2)  in  die  folgende: 

Kehrt  man  Im  ersten  Integrale  die  IntegrattonegTünzen  nm,  giebt 
ihm  also  das  entgegengesetzte  Vorzeichen,  so  lassen  sich  nun- 
mehr beide  Integrale  zu  einem  einzigen  zusamnienziehen,  nämlich 


l 


'"'}mt 


und  dieses  ist  die  ricbtige  Traosrormation  von  Nro.  1). 

Das  so  eben  auseinandergesetzte  Verrahren  dient  gleichför- 
mig auch  zur  Umwandlung  des  allgemeinen  Integrales 


r 


mm  bat  nämlich  Torerst  zu  ugte^sucben,  wieviel  Nazi ma  und  Mi- 
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ninw  der -FanktloD  gsaq){x)  zffis«h«ii  die  IntMrattonsgrKDzsa  o 

und  ß  fallen;  treten  diese  Maxim»  und  Miaim»  für  «c=f^,  gr-y,, 
.  etc.  ein,  so  ordne  man  die  Grüssen  p,) ,  ft^  etc.  nach  ihrerGrüsse, 
■o  dasB  cr<fi,  <fi......<^  ist,   zerlege  dos: gesehene  Integral  in 

eine  Reihe  anderer  integrale,  welche  die  Integratioßsgränzen  x^a 
bis  x=^iii,  x-=^  bis  x:^\ii  ^tc.  iHnfassen,  und  substituire  in 
den  einzelnen  Intesralen  diejenigen  Umkehrungen  der  Funktion 
«=9i(:r),  welche  den  zu  geh  ringen  Interrallen  entsprechen.  — 
Wir  geben  hierzu  einige  Beispiele  von  möglichst  allgemeinen 
Formen. 

L  Es  sei  zunScbst  das  dem  vorigen  aieioliGli  Hhnlictia  Istegral 
zu  tranarorrairen,  so  hat  naii  zunScbst 
und  vermrige  derselben  Suh Rtftutionen  wie  vorhio 

Setzt  man  noch  y=rh,  90  erhält  man  durcb  Vergleichung' der 
verschiedenen  Formen  des  J 

Will  man  das  Wurzelzeichen  rechter  Hand  Termelden,  so  kann 
man  2=11'  — 1  setzen,  and  bat  dann 

■  I  . 

5)         y**/(a:a+2rx)<ir  =  2,J^flTHu*~i)]du . 


Ans  den  gefundenen  Gleichungen  lassen  sieb  leicht  allgemeinere 
Formeln  dadurch  herleiten,  dai<9  man  joehrmals  in  Beziehung  aut 
die  willbührliche  Coiistanle  r  diSerenzlrt;  da  die  Aasfiihrung  die- 
ser Operation   nach  den  von  Herrn  Dr.  Hoppe  und  mir  gleieb- 
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z«ttis  bekannt  gemachten  ParmelD  nicht  die  minHecrte  Scfawierig- 
kett  nati  ><>  kann  icb  sie  rflglich  (Ibergelien. 

II.    Das  zu  ttaiuroTmirende  Integral  aei 

Da  ysscs-t-—   Rlr  x^V  —  win  Hazimuin  jf=2Vac   erreicht, 
M'ierlegen  wir  wie  folgt: 

j=j'  Vit« +j)*t+y7(«* +")■'»• 

»  y^l 

Aas    ji^cx+—  ergsbfiD  sich  umgeltebrt  ßr  X  4ie  Werllw 
diiTcb  deren  Subslifution  mtn  erblElt: 


1    /■«:=  »       ,j 


Kehrt  man    im  ersten  Intejrrale  die  Int^attoosgrSnzen  nm  und 
vereinigt  dann  beide  Integrale,  so  wiid  einfacher 


-1/-A.) 


n^n 


Eine  nocb  bessere  tiestalt  erbfilt  das  Integral,  wenn  man 

setzt;  es  wiid  nSmIicb  scbliesslich 

6)         y"A<»+  j)dr=  iy*rtV  *.«  +  •■)&. 
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Diese  Formel  ISast  ^eh  wtedennn  durch  mehrfache  Dlferenzia* 

lioDen  in  BsElelmh;;  anf. a  oder  v  veraltgemvinarn,  wtHnit-wIr  uns 
jetzt  nicht  auflialteii  wollen. 

Nimmt  man  la  Mio;  6)  2.  B. 
so  ergiebt  sich 

o  o 

Eine  asdere  SuppositioD  wäre 

sie  f^ebt 


8) 


J^F(c'a/'+^}dx='-J^F(i«c  +  a!')dj,, 


was  ich  schoQ  fcilber  einmal  bekannt  gemacht  habe. 
III.    Als  drittes  Beispiel  diene  das  Integral 


=r«' 


[coBX+t&ti&.ainxjdx, 


worin  »  einen  constanlen  B*gen  des  ersten  QoMltanten  beaeldm 
nen  möge.    Wollen  wir 

cosx-t-tAB^.eioic^^y 

setzen,  no  ist  snnacfast  zu  erinnern ,  dass  die  Gleichung 


^ = — idnjr  +  tanfr .  com;  =1 0 , 


tanx^=tand 

Kwei  Wurzeln  besitzt,  welche  io  das  Int^tntionsiaterrall  0  bis  2» 
fallen;  diese  Wurzeln  sind  x=9  nnd  {r  =  n-f-#;  die  erste  macht 
y  za  einem  Hazimum  nBmlicfa  aectf,  die  xwelte  giebt  das  Hini- 
mom  — sec#.    Wir  xerlegen  nnn  wie  folgt: 
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SOS 

Jk=  I    /tco8«+tan*.*iiW!)(ir  +  /       /l(cos«  +  tanft*liu;)<ir 
0  "4 

-f- /      f(aoax-\-Xä.'a^A\nx)dx. 

Aiu  der  Gleichung 

CQtx  ■{■  taii#.8iDx=y 
Biesst  n-eiter  duccb  Multiplikation  mit  cosA: 

und  wenn  wir  nnterArccoei  denjenigen  positiven  spitzen  Bo- 
gen verstehen ,  dessen  Cosinus  =  x  ist ,  so  shid  die  positiven  Wur- 
zeln der  obigen  Gleichung: 

#— ;e=  Arccos  (^cos#) 

=  2n— Arccos(ycoe'}') 
ss3n  -|~  Arccos{)/c«9#) 
=  4w  —  Arccos(ycos*) 

U.      8.      W, 


mHteist  deren  ück  /  folgendermassea  gestaltet; 

/»+M!ii#  dy.coe*  p—itt9  dv.coa» 


tf.cos^ 


Da  das  letzte  Integral  von  — sec#  bis  -|-1  und  das  erste  von  -M 
bis  -f  sec#  gebt,  so  kSnoeJ  i  iese  beiden  Integrale  in  das  eine 


/ 
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nisaninieDftezogeD  werdep;   diesea  ist  mit  dem  swelten  Integrale 

einerlei,  wenn  man  in  letzterem  di«  Gränzeii  vertauscht;  demnach 
wird  sehr    einfach 


.=./+"%,^ 


■yäcos»» 

Eine  bessere  Form  erhfitt  das  Integral  mittelst  der  neiteren  Sub> 
stitetioii  yGos#=:co8i,  Horaus  d^.cos^= — sinit^i  folgt;  eaist  jetzt 

J=  —  lf'  Vsecff.cosi)**!. 

Kehrt  rasH  di»  iDlesmtionsgiifiizGn  vni  und  vergleiefat  die  bei- 
den Formen  des  J ,  so  nat  mau  die  Trans formatton 

\VirsetzenhierweItertan#=—  und  bezeichnen  Dberhanpt  f[  -J 
mit  Fi«) ;  es  wird  so 

9)     n'  F(aco»a:-t-ßBiox)dx=2  ßl-X^lfl  +  p.  cosr)rf(. 
O  0 

Auch  diese  durch  «ne  gewisse  Eleganz  ausgezeichnete  Formel 
liesse  eich  durch  suoeessive  UiSereiiziätionen  in  Beziehung  auf  u 
oder  ß  leitJit  verallgemeinerD. 
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XXVII. 

Die  ttezlebung  der  IBllipse    auf  ihre 
zwei    sielchen    coiUnffirten    Durch- 


Herrn  Ooctor  K-östers 

M  War«iidoTf. 


Unter  den  verschiedenen  metrischen  Relationen  sor  Beslim- 
mtmg  eines  Kegelschnittes  gibt' es  auch  eiüe,  welche  In' sehr  ein- 
facher Weise  die  Ellipse  und  Hyperbel  «uf  zwei  (gerade  Lirien  b«^ 
zieht.  Sind  nämlich  zwei  eerade  Linien  L  «nd  L, ,  welche  sied 
onter  einem  Winkel  (2^)  sclineidcn ,  der  Lage  nach  gegeben,  so 
ist  der  Ort  des  Punktes,  dessen  AbsISnde  n  und  ß  von  den  zwei 
gegebenen  Geraden  im  Quadrate  eine  konstante  Summe  oder  Diffe- 
renz p*  geben,  nfimlich: 

eine  Ellipse  oder  gleichseitige  Hyperbel. 
Betrachtet  man  nun  den  Fall,  i»  dem 

so  ist  der  Ort  eine  Ellipse,  fOr  welche  durch  einfache  Oon- 
stmction  sich  die  einzelnen  Punkte,  so  wie  die  Achsen  onn  leicht 
bestimmen  lassen.    Es  ist; 

der  Halbmesser  der  gleichen  coirjngirten  Durchmesser 
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MI 

dia'*grMM  HaltMduw 


die  kleine  Halbachse 


*= 


di«  EzcentidBitlt 
der  Parameter 

die  Leitstrahlen 

'  map  Mnq» 

Dieser  Beziehung  der  Ellipse  als  Ortelioie  auf  Ewei  feste 
Geraden  entspricbt  folgende  Betrachtung. 

Eine  Ellipse  wird  gebildet  durch  die  Peripherie  eine«  Krei- 
ses, .  indem  sich  alle  auf  eioem  Durchmesser  senkrechte  Sehnen 
in  ihrem  Fnsspuokte  um  einen  gleichen  Winkel  drehen. 

Sind  (Taf.  X.  Fig.  l.)JB  und  CiD^  zwei  senkrechte  Darch- 
messer  des  Kreises  Ja,  und  dreht  sich  jede  aaf  AB  senkrechte 
Sehne,  z.B.  P£i,  nie  JUCi,  in  ihrem  Fusspunkte  um  den  Win- 
kel 9>,  so  bilden  die  so  verschohenen  Punkte  der  Peripherie  des 
Kreises  in  ihrer  ueaeB  Lage,  a.  B.  E  und  C,  die  Ellipse. 

'    Dieses  ISsst  sich  auch  also   nocIitreiseD. 

Die  Coordinaten  (j-,  y)  des  Punktes  £  fQr  die  Coordiiialen- 
acbsen  JUA  und  MC  sind  eleiuh  den  Coordinaten  (^, ,  y,)  des 
Punktes  £>  des  Kreises  fOr  die  recht»  in  kl  igen  Coardinatensclisea 
MA  und  JaCt-  Ist  nun  r  der  Kadius  des  Kreises  jtf,  so  ist  seine 
Cüelchang  bezugs  der  Cnordinatenachsen  JttA  und  JBCi : 

folglich  die  Gleichung  der  Ellipse  b«zngs  der  Coordinatenacbsen 
Jlf^  und  MC: 

.r*  +  S»  =  1^. 

Füllt   man   nnn   von    einem  beliebigf p,  Punkte  {x ,  jr)  der  Ellipse 
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Senkrecblen  n  und  ß  ttat  MA  and  MC,  so  tat,  iMnti-dcr  Win- 
kel AMC^'iq)  gesetzt  wird: 

B»  +  (S"-=Ain'2(p. 

Dieses  ist  die  Gleicbung,  von  dern-ir  ausgegaogen,  ivenn  man  nur 

r^tn^^  =  p* 

»etzl.  Bei  dieser  Darstellung  der  Ellipse  lassen  sich  leicht  aus 
den  Eigenschaften  des  Kreises  entsprechende  liUr  die  Ellipse  ab- 
leiten, z.  B. : 

Jede  zwei  senlirechte  Durchmesser  des  Kreises  irerden  zfrei 
Gonjugirte  Durchmesser  der  Ellipse. 

Wie  im  Kreise  jede  bu  einem,  ton  zuei  senkrechten  Durcli- 
inessern  »nrallele  Senne  vom  andern  halbirt  ivird,  »o  wird  auch 
in  der  Ellipse  jede  zu  einem  von  zwei  conjugirten  Durchmessern 
parallele  iSehne  vom  andern  halbitt. 

Wie  heim  Kreise  jede  im  Endpontite  fines  von  znei  senk- 
rechten Durchmessern  zum  andern  paroltcle  Gerade  Tangente  des 
Kreises  ist,  so  ist  bei  der  Ellipse  jede  im  Eodjpunkte  eines  von 
zwei  conftt^irten  Üurehmessern  znm  andern  parallele  Gerad«  Tan- 
gente der  Ellipse. 

Es  gibt  fQr  jeden  Winkel  t^)  ^«^  Drehung  der  Sehne  eine 
hestimmte  Ellipse  Ober  AB  und  CD,  als  den  zMei  gleichen  ood- 

jugirtenDurchraeseern.  Wächst  der  Winkel  ^ivonObis  ^,  so  geht 
die  Ellipse  alle  GestalteA  durch  rom  Kreise  bb  zur  geraden  Linie 
als  Gräflze,  deren  Lange  =2rVT. 

Im  zweiten  Quadranten,  d.  h.  wenn  der  Winkel  if  von  s*  Ua   * 


Bei  der  Drehung  der  auf  AB  senkrechten  Sehnen  des  Krei- 
ses (Giundkreises)  beschreibt  jeder  Punkt  seiner  Peripherie  einen 
Kzeie,  und  ist  in  jeder  Lage  ein  Punkt  einer  Ellipse;  aoiuit  He- 
gen also  die  entaprechesHen  Punkte  sgnimUicher  Ellipsen  in  be- 
stimmten Kreisen.  Die  Scheitel  jeder  zwei  conjugirten  Durch- 
messer bewegen  sich  bei  Aenderung  des  Winkels  if)  in  zwei  Krei- 
sen, welche  sich  in  dem  festen  Durchmesser  AB  berühren,  und 
fOr  deren  Radien  q  und  ^  man  äM  Gteichnng  hat: 

Für  iUy  ScWtel  der  Achsen  iet  mch  ausMTdem 
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Ferner  die  Taogenten  der  entsprechenden  Punkte  sämmtliGber 
Ellipsen  (aus  dem  Grundkreise  JU)  drehen  sich  um  einen  festen 
Punkt  in  dem  Durchmesser  AB,  und  daher  sind,  wie  die  Ordi- 
naten',  auch  die  Subtangenten  t  der  MtsprecbeUden  Punkt^  unter 
Blch  glehcb  nud  zwar  ist:    ' 


Wenn  die  ztrei  gleichen  conjueirten  Durchmesger  der  Lage 
nach  und  ansserdem  p  oder  ein  Furikt  der  Ellipse  oder  eine  Tan- 
gente Begeben:  sind ,  Bo  ist  die  Ellipee  bestimmt  und  dei;  Kacb- 
ttels  ^rer  EiKenscIialten,  sowie  die  C Instructionen,  zeichne»  si/cb 
hier  durch  Einfachheit  aus. 

Sind  L  und  Li  der  Lage  nach  gelben  und  ausserdem  ein 
Punkt  E  der  Ellipse,  so  findet  man  leicht  den  Gnindkreis.  Man 
siehe  die  Ordinale  EP.  und  />£,(=  f>£)  senkrecht  aut  AB,  be- 
schreibe dann  aus  M  mit  ME^  einen  Kreis,  so  ist  dieser  der 
GruRdkrcis  der  Ellipse.  Zieht  man  ferner. den  Durch measer jVÄ 
Alsdann  H^O-i-AB,  und  OH(.=--OUj)  parallel  lu  JW,  ami  daoi 
Jtf//,  so  sind  IVH  und  lUE  die  Halbmesser  zweier  conjugirter 
Durchmesser.  Durch  die  VcTbindung  der  durch  den  Grundlireis 
bestimmten  Scheitel  der  zwei  gleichen  conjugirten  Durchmesser 
erblilt  man  ein  Rechteck,  ivelcfaes  der  Ort  des  Punktes  ist,  des- 
sen Abstünde  u  und  ß  von  den  zwei  conjugirten  Uurcbmessern 
(DiagODalen)  die  constanle  So  um«  p  geben,  nämlich: 

a+ß=p. 

Ihrer  Einfachheit  wegen  mSgen  die  folgenden  zwei  Aufgaben 
gel'tst  werdcD. 

1.  Sind  L  und  L,  und  ein  Punkt  £  der  Ellipse  gegeben,  in 
E  eine  Tangente  an  die  Ellipse  zu  Kieben. 

Man  ziehe  EPitl^  und  PEi{=PE)  senkrecht  auf  X,  ziehe 
J»/£,,  und  EiG-i-IaEi,  verbinde  G  mit  E,  so  ist  GE  Tangente 
der  Ellipse. 

2.  Sind  L  und  Lt  und  ausserdem  eine  Tangente  Q  der 
Ellipse  gegeben,  den  Berührungspunkt  in  Q  zu  finden;  oder; 
den  Punkt  in  Q  zu  finden,  für  den  die  Summe  der  Quadrate  der 
EntfernuDgen  a  and  ß  von  L  und  L, ,  nSmlich 


ein  Minimum  ist. 
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Mbd   Ktebe  ilf}j(=jirF)_saii[r«cbt  auf  L,  verbinde  F^  mit 
G,  fälle  MEi-i-GY\,    und  E,P-i-L,   ziehe  PE  parallel  zu  I<i, 

«o  ist  £  der  verlange  Pankt. 


Vergleicht  man  den  Gruudkreia'  der  Ellipse  noch  mit  den  beiden 
flber  den  zwei  Achsen  beschriebenen  Kreisen,  ho  ist' jener  dar 
Ort  des  Punktes,  der  zu  den  beiden  letzten  Kreisen  gfeicbe  Po- 
tenz bat 


Anmerkung.  Beschreilit  man  ans  dem HelbimnEBpankte  der 
Centrallinre  (=2m)  etveier  Kreise,  deren  Radien  IT  und  r  sind, 
einen  dritten  Kreis  mit  dem  Radius 


,=vr« 


so  tat  dieser  der  Ort  dea  Punktes ,    der   an  den   beiden    eratu 
i^^en  gleiche  Potenz  bat. 


D,g,t,z.ctvG00gIC 


tu 


XXTIII. 

Bemerkungen  zu  den  Elementen  der 
Arithmetik. 

Tod  den   - 

Herrn  Doctor  R.  Baltzer, 

Oberlehrer  an    der  Kreimchole   la   Dretden. 


I.    Za  den  Wurieln. 

Die  Elementorlehra  von  den  Wnrzela  Tereinfacht  »ich  ein 
wenig,  Trenn  man  von  der  Wurzel  aus  einer  Potenz  ausgelit, 
ebeTiso  wie  man  in  der  Lehre  voo  den  Quotienten  tieHser  die 
DiFfsion  der  Produvte  aa  die  Spitze  slelll.    Die  Glelchuogeu 

erweist  man  durch  Patenzirung  mit  n,  und  zwar  die  letztere  zu- 
nfichst  unter  der  Voraussetcoug,  das«  m  dnrch  II  llieilbar.  Die 
Gleichnngea 


-.=<{v^=\fT. 


weiche  durch  Potenzirnng  mit  mn  beniesen  werden,  and  aus 
denen  (abeeeehen  von  den  Vorzeichen ,  als  weiche  man  die  Wur- 
zeln aus  1  betrachten  kann) 
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folirt.  HO  nie  die  Entwickelung  Ton  V~a6  and  V^a'.b,    beetälij^n 
dann,  dasa 


adäqiiate  Aesdrüclce  nir  V~ä  und  V^a"  sind. 

Was  das  Vorzeichen  onlangt,  so  ist  in  übrigens  sorglUitiiceD 
Darstellungen  noch  ku  finden,  dass  dabei  die  Entstehung  desRa- 
dicanden  in  Betracht  komme,  dass  also 


streideutig  sei.  Z.B.  H  e  i  s  S  a  m  ra  I  u  n  g  $.  48.  Dagegen  muss  be- 
merkt werden,  dass  so  lan»#  der  Jtadicandus  denselben  Werth 
hat,  ancb  die  Wurzel  dieselbe  ist,  und  zwar  ndeutig  wie  jede 
Nte  Wurzel.  Nun  ist  tiber  -die  identitlit  ■v«n  (a  —  6)^  und  von 
a^—laO  +  ti'^  ein  Zweifel  nicht  mrt^licb.  I'oiglicb  batten  beide  For- 
meln dieselbe  Quadmlivurzel,  welche  eben  so  gut  negativ  als  po- 
sitiv genommen  werden  kann.  Dass  überhaupt,  wenn  o  eine  po- 
silire  Zahl  und  <^  =  a,   man 


Zo  setren  habe,  wobei  VT  wie  ein  Vorzeichen  erscheint',  Ist  von 
der'  kritischen  Schule  hinreichend  besprochen,  und  sollte  auch 
von  den  elementaren  Darstellungen  nicht  ganz  mit  Stillschweigen 
übergangen  werden. 


11.    Zu    den   Logarithmen. 


Der  Mangel  eines  benuemen  Ausdrucks  fSr  die  Zahl,  mit 
welcher  k  potenzirt  die,  Zahl  a  giebt,  ist  oft  genug  beim  Unter- 
richte empfunden  worden,  iric  verschiedene  Versuche  anzeigen. 
Am  gebräuchlichsten  ist  der  Ausdruck'  „Logarithmus  von  a 
aur  Basis  k"  und  die  Bezeichnung  eine  der  folgenden: 

...    *         i  ■     ' 

loga,    loga,    \og{t)a. 

Nach  der  hei  Functionen  mit  einem  Parameter  übücben  Schreib- 
art kvnote  man  das  Zeichen 
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^brauchen,  welches  )e(l«cb  i)>it  4mi  vnri{;«i^.i%etcV|BP'die  onbe* 
((uenie  Lunge  in  Schrill  uiirl  Rede  zum  Theil  cemt^in  hat,  oligleich 
es  dem  Druck  mehr  xusagt  Uet  in  J.  H.  T.  MGlIatVArithme- 
tik  S.  387.  angenommeiie  Ausdruck  „Hochzahl  von  a  durch 
k  exponentiirt"  ist  zwnr  enr  Bildunf;  von  Lehrsätzen  nicht 
ungescbmeidig,  allein  die  Bezeichnung  dafür 


wird  scbiverlich  Eingang  finden,  weil 'sib  den  bereits  festtitelten- 
den  Zeichen  Inga ,  Ui  fOr  den  fieiueinen  und  natürliche»  Logarith- 
men von  a  sich  nicht  anschüeäst. 

Von  jeder  Bezeichnung  verlangt  man  hillig,  dass  sie  nicht 
nur  ßr  Schrift  und  namentlich  für  Druck  leicht  ausfilhrhar,  son- 
dern dass  sie  auch  in  der  Rede  leicbt  wiederzugeben  d.  b.  les- 
bar sei.  Diesen  Porderungeii  entspricht  die  erste  Bezeichnung, 
sobald  mau  k  nicht  fiber  log,  sondern  links  oben'au  log  stellt:. 

'log«*) 

und  „>t-Logarithmu8  von  a"  ausspricht  (etwa  wie  nte  Wurzel 
aus  a).     Die  Zeichen 

^loga,    lag.vab-.a,    loga     * 

sind  als  gleichgeltentl  zu  geben,  sonie 

<1oga,    log.nata,    Ina,    \a. 

Dabei  vermisse  leb  in  d^n  elementaren  Lehrbflcfaern  die  Bemer- 
liung,  ctass  'ioga,  und  nicht  ^''loga,  natürlich  beinst,  neil  er 
allein  eine  unmittelbare  Berechnung  ynläfist,  während  andere 
(kflnstliche)  Logarithmen  nur  durch  Probiren  aus  Wurzeln  der 
Basis  oder  durch  natürliche  Logarithmen  bestimmbar  sind. 

Ferner  cehnrt  auch  in  ein  Elementarbuch  die  Annericung,  dasa 
die  Logarithmen  vieldeutig  sind  wie  die  Wurzeln,  nur  ui^endUcb- 
deutig,  dass  tvenn  tt  eine  positive  ^ahl,  und  k^=ia,  vermine  der 
Formel  för  *^logad  man 

*loga=«+'*logl,  ■  ' 

*IogÄ=l+t|ogI, 

Mog(-«)^«+tIog(-l) 


•)  Diese  Bczciehniin^,  Ate  ich  Um.  Fmf.  Srhlömilirh  mitgetbcilt, 
I  von  «lenisclben  liereiU  mit  der  Anfnabme  in  desien  nene  Auigabu 
r  algobra liehen  Analj'iis  (S.  8.)  beehrl  «nrden. 
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20  setzen  bähe,  dass  aber  *\ü^l  einen  andern  reellen  Wcrtb  als 
Mull  nicht  zulSsst ,  ngbreod  Hog(— 1)  durchaus  ioaginlir  ist.  Solch« 
Aussichten  enunntem  za  weiterem  Studium. 

Ans  der  UefinitioD  wfinie  ich  znnächat  ablälen ,  dai« 
indem 

Tolglicb  jede  der  beiden  Potenzen 
Ferner 

Indem 

Dann  folgen  die  auf  den  INunienis  bezCiglicben  ForoKln  f3r 

Mogffl6,     *l»g^.    *logo», 
denen  noch  beizugeben  sind 

*Iog(a+6)  =*losa  +  *log  (l  +  i)  • 


nm'  ZD  dem  Gebrattt^h  der  Gauss'schen  Hdlfstardn  anzuleiten, 
welche  nach  der  neuen  Einrichtung  (nie  sie  bereits  1844  \on  J. 
B.  T-  Mfiller  m  ilen  hCchst  z  neck  massigen  vierstelligea  Tafeln 
gegeben  worden)  bei  dem  Argument  loga — logA  die  zur  Erlan* 
gong  von  log(o  +  A)  und  Iog(<i  — 6).  nütbigen  Correctionen 


log(H--)  und  log — ^ 


darbieten.  Vergl.  die  vortredlicben Beispiele  in  Rein  Sammlung. 
J.  59.>  welche  (ibrigens  noch  die  ältere  Einrichtung  berQcksichtigen. 


D,g,t,z.ctvG00gIC 


4M 


in.    Ztt  den  VflrkXItnlss«])  nnd  Prop«rtion«ii. 


1.  Dm  VerhiltniBfl  einer  Grüsae  A  zd  einer  gleichsrtEgen 
GrSsse  B  ist  —  es  Ist  fabelhaft,  mit  wie  verBchiedenen  Wenoan- 
gen  verscbiedene  Schriftsteller  rortrafaren,  denen  man  eam  Theil 
Dicht  undentlich  ein  eewieaes  Unhehagen  bei  diesem  Definitioos- 
geachfifl  anmerkt.  Ich  will  die  Leser  des  Archivs  nicht  mit  An- 
nihruiigeD  hehellif^en,  jeder  findet  in  seiner  Bibliothek  Beispiele. 
Die  Quälereien  haben  einen  doppelten  Ursprung;  beim  Vater  Eu- 
fclides  darin,  dass  die  Irrationalzahlen  noch  kein  Bargerrecht  unter 
den  Zahlen  hatten,  bei  den  Neueren  darin,  dass  man  angefangen 
hatte  von  arithmetischen  Verhältnissen  im  Gegensatz  zu  geome- 
trischen zu  reden  und  das«  man  nun  ein  Abstractam  ans  zwei 
äusseret  verschiedenartigen  Begriffen  bildete.  Warum  hSite  man 
nicht  auf  Eulerl  In  der  Algebra  I.  §.  380.  steht  eescbriehen; 
»Ein  arithmetisches  VerfiAltnisB  ist  nichts  anders  als  die  DifTereni 
zwischen  zwei  Zahlen.  Welches  letztere  Wort  fÜglicher  gebrancbt 
wird,  so  dass  das  Wort  Verhhitniss  nur  allein  bei  den  BoeeuaDn* 
ten  geometrischen  Verhältnissen  beibehalten  wird."  Und  f.  440.: 
,J>afl  geometrische  Verb&llniss  zwischen  zwei  Zahlen  enthält  die 
Antwort  auf  die  Fra^e,  wievielmal  die  eine  Zahl  grfisser  sei  als 
die  andere,  und  wird  gefunden,  wenn  man  die  eine  durch  die 
ander»  dividirt,  da  dann  der  Quotient  die  Benennung  des  Ver- 
bältniases  anzeigt."  Es  ist  also  deutlich  zu  lesen,  woran  ausser- 
halb der  Elcmenlarbficher  doch  Niemand  mehr  zweifelt;  das 
VerhältnisR  zweier  Grüeseu  ist  eine  Zahl.  Enklidea 
scheute  sich  rreilich  in  diesen  Satz  einzustimmen,  denn  er  könnte 
diese  Zahl  nicht  in  allen  Fällen  vollkommen  angeben;  wir  können 
dos  auch  nicht,  haben  uns  aber  mit  der  Begrenzung  derselben 
beenflgen  ^lernt.  Schade,  dass  der  tüdtlicbe  Streich,  den  Euler 
auf  »das  arithmeti«cheVerliältnU8"geßhrt,  nicht  auch  dessen  Genos- 
sen „die  Beuennungdesgeometriscfaeu  Verhältnisses"  (Name.  An- 
zeiger, Exponent)  getrofien  hat;  denn  alle  Quälerei  bat  ein  Ende, 
wenn  man  statt  dieser  Ausdrücke  keinen  andern  als  eben  „Ver- 
häitniss"  selbst  braucht.  (Wenn  ich  nicht  irre,  ist  In  franzGsI- 
■chen  Bilcbern  hier  usd  da  »  als  le  rapport  de  la  circonfärence 
an  diamätre  bezeichnet).  In  der  That  sloa  die  Differenz  von  KWei 
Grüben  nnd  ihr  VerbSltniss  bimmelweit  verschieden ,  denn  eratere 
ist  MUß  Grüsse,  letzteres  eine  reine  (abstracte)  Zahl,  so  rein  alt 
ein  Mulliplicalor  nur  sein  kann.  Aus  zwei  solchen  Begriffen  einen 
gemeinsamen  höhern  herauszupressen,   ist  undankbare  Mühe. 

2.  Anf  die  Erklärung  &aa  Quotienten  hat  nach  meiner  Mel-  . 
»ante  in  den  Elementen  1)  der  Nachweis  desselben  fGr  die  ver- 
schiedenen Fälle  durch  Bildung  der  Breche,  2)  die  Bedeutung 
desselben  zu  folgen.  Die  besseren  Lehrbflcher  sagen,  das  Divi- 
diren  habe  bei  benannten  Zahlen  (GrSssen)  eine  von  zwei  Bedeu- 
tungen, Messen  oder  Theilen.  Auch  abgesehen  von  Anwendun- 
gen bann  gesagt  wetdn:  der  Quotient  bedentet 

Thdi  \y\n.  n 
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entweder  dep  sovlelfen  Tbeil  des  Dividendas,  als  der  Dirisor 
aogiebt ; 

ode^  das  V^Tb&ltnisB  des  Dividendus  zuin  Sirisar,  d.  h.  die 
Zahl,  wdcbe  angiebt,  wievielmal  der  Dlvieor  im  Ui- 
Tidendns  enthaltea,  oder  das  Wievielfacbe  der  DWi- 
deDdaa  vom  Divisor  ist. 

Wenn  nnn   von    zwei   GrSssen  Ä  und  B  die  erste  a  solche 
Tlielle  bat,  deren  die  andere  b  bat,  so  ist 

A      B 
iolglidi 


d.  h.  das  TerbSItniss  von  A  za  B  ist  t->   A  verbSII  sich    zu  B 
wie  öifin.  s.  w»>. 

3.  Die  Unklarheiten  im  Besriff  „ Terhältniss "  zeigen  sich 
nicht  selten  bei  DeGoitionen  der  Mechanik  und  l'hysilc.  So  steht 
Pouillet-Müller  Phynik  I.  f.  84.  „Das  Verhältniss  zwischen 
Raum  und  Zeit  heisst  die  Geschwindigkeit  der  glelchtlirmi- 
gen  BeweguDg."  Brettner  Physik  9-33.  „Geschwindigkeit  der 
Bewegung  ist  das  Verhältniss  des  Raumes,  den  ein  KOrper  durch* 
ISuft,   zu  der  Zelt,    die  er  dazu  nüthig  bat,"     Laiatf   coura   de 

Fhysique  %.  21.  „On  donne  le  nom  de  vitesse  au  rapport  de 
espace  parcouru  divis^  par  le  temps  eroploy^"  u.  a,  w.  Gleich- 
wohl zweireit  im  Ernst  iNieinand  daran,  dass  (auaaer  im  Witz) 
vom  VerhSItuius  ungleichartiger  Grüseen  nicht  gesprochen  werden 
bünne.  Die  Geschwindigkeit  einer  Bewegnng  Ist  gar  nicht  ein 
Verhältniss,  sondern  einTheil  der  durchlaufenen  Bahnstrecke,  wie 
anderwSrts  oft  genug  richtig  gesagt  ist.  Gleichartig  mitGeschwlndie- 
keit  ist  die  B  esc  bleu  nigungemerBewegung,  welche  gewShn  lieh 
mit  deoi  unpassenden  Namen  Deschleunigender  Kraft  belegt  wird. 
Nur  die  Geschwindigkeit  (des  Wacbsthnms)  einer  Fun- 
ction, welche  mit  der  Variablen  gleichartig  ist,  kann  ein  Ver- 
hKltniss  genannt  werden,  nKmllch  das  Verhältniss  Ihrer  Aende- 
derung  uir  zugehörigen  Aenderung  der  Variablen,  welches  beim 
Verschwinden  dieser  Aenderungen  sich  ergiebt  (Fluxinn ,  Deriva- 
tion,  DifferentialverbSltnise).  Ist  die  Function  ungleichartig  mit 
der  Variablen ,  so  kann  unter  ihrer  Geschwindigkeit  nur  ein  Theil 
von   der  Aenderung   der  Function  verstauden  werden,    und  die 


•)    Di. 
erhenb 


Die  hier  eotwickellen   Aniicliten  habe  ich  etaer  kleloen  Schrll 
h    fftr    den    Standpunkt   der    HitteUchnle.     IM 
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Goflt^ndMEeH  bt  sMcbMtig  mit  der  FaiMttibn,    wie  in  Bene- 

gnngB-GescliM-indigkeit  mit  der  durchlaDfoen  BahQ•trecke^ 

Dichtigkeit  und  ppecifiscbes  Gewicht  werden  ge- 
wübnlich  relativ  verstanden  als  die  Verhältnisse  vob  Masse  ood 
Gewicht  eines  Kürpers  zu  Masee  and  Gewicht  eines  bestimmten 
Körpers  von  gleichem  Volum.  Beide  aiod  dadurch  von  individuel- 
len Masceinheitea  frei  und  Tfir  einerlei  Materie  gleich,  weil  dos 
Gewicht  der  Masse  proportional  Man  kann  indessen  Dichliglceit 
und  speciliflcbes  Gewicht  eines  Kürpers  auch  als  Masse  und  Ge- 
wicht seiner  Volumeinheit  darstellen.  Dieselbe  Bewandtniss  hat 
es  mit  WttrmecapacitSt  und  «pecirischer  Wfirme  und  mit 
vjeleD  anderen  Begriffea,  welche  urspHJnglicb  allerdings  VerbSIt- 
Diase  sind,  wie  Alomeewicht,  Lurtfeuchtiglteit ,  IJra- 
cbungsverhiltniss,  Empfindlichkeit  einer  Wage,  Ab- 
plattung der  Erde,  Excentricit&t  einer  Ellipse,  Wahr- 
scheinlichkeit u.  8.  w.,  deren  Definitionen  in  den  Lehibfichem 
zum  Theil  noch   mehr  SchSrfung  erhalten  können. 

4.  Das,  was  man  bisweilen  „Masszahl  einer  GrSese" 
nennt,  ist  nichts  anderes  als  „das  Verbältniss  der  Grüsee  zur 
M&sseinbeit",  wetör  man  abkürzend  „GrSsse"  sagt..  Z.  B.  in  der 
Regel  „Das  Paralleingrarom 'ist  das  Product  aus  Grundlinie  und 
Hüne",  steht  Parallelogramm  statt  Verhällnias  seiner  Fläche  zur 
paadrateinbelt,  Gr»dUnie  statt  deren  VerhällDlsa  uir  Längen- 
einheit u.  8.  w.  In  der  Regel  „Fläche  und  Umfang  sphärischer 
PolarSguren  ergänzen  sich  za  i"  steht  Fläche  statt  "Verhältniss 
derselben  zum  sphärischen  Octanten,  Umfang  etatt  Verhältniss 
desselben  zum  Hanptkreisquadranten.  Die  Masszahten  der  Gros- 
sen sind  also  bei  Tichtigem  Gebrauch  des  Wortes  Verbältnisa 
eine  fiberflOseige  Erfindung. 

Das  Reciproke  einer  Grösse  d.  b.  dos  VerhSItoiss  der 
Maaseinheit  zur  Grösse  kann  die  Kleinheit  desselben  genannt 
werden.  In  der  That  ist  die  Kleinheit  einer  verschwindenden 
Grosse  =  od,  einer  unendlichen  Grösse  =0.  Die  Kleinheit 
deslAbstandes  zweier  Punkte  heisst  ihre  „Näle"  (Beischel  »n 
light,  art.  247.  spricht  von  der  Brenn-Nähe  einer  Linse.  Z.  B. 
die  KrQmniung  einer  Curvc  ist  der  Kleinheit  des  Krümmungs- 
radius oder  der  Nähe  ihres  Krümmungsmittelpnnkts,  die  Massen- 
anziehung dem  Quadrat  ihrer  Nähe  proportional  n.  s.  w. 

>  > 

5.  Die  Bemerkungen,  da4s^:^=l,   je   nachdem    JssB    (die 

Ausdrücke    „steigendes  und  fallendes  Verhältniss"  sind  aufzuge- 

>  > 

ben);  dass  A:C=B;C,    je   nachdem  A=B,    und    umgekehrt; 

dass  A.B,  wenn  es  weder  eine  ganze  Zahl  noch  ein  Bruch  ist, 

doch  zwischen  —  und falle,  für  eine  beliebige  ganze  ZnU  ttf 

so  dass  auch  m  eine  ganze  Zahl  ist;  —  eröffnen  die  allgemeine 
Proportion  entehre,  deren  weitere  Entfaltung  vorzüglich  auf  dem 
Lehrsatz  beruht; 
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Zwei  VerbSItoicse  sind  glaicfa,  trenn  sie  diesel- 
ben Nähernngswerthe  haben  f~  und  ^—  (dt  beliebige» 
n,  and  ein  dazu  gehöriges  tn). 

Beweis-    Es  sei 


rolglicb 

Diese  Differens  niuss  Null  seia,  denn  von  Nnll  verschieden  nire 
sie  Dii;bt  kleiner  als  ~  bei  beliebigem  n.    Also  ist 

A:B  =  CiD. 

Diese  SchlpsBfveise  ßihrt  auf  allEeiBeine  SStze  der  Geometrie 
Aber  das  Verb  Situ  iss  von  Strecken,  Flächen,  KKamen,  Winkeln, 
Krfimraungen,  wobei  auflocommansurabilitSt  dieser  Grüssen  Rüct 
sieht  au  nebmeo  ist. 

6.  Ans  dem  Lehrsatze  folgt  zunlcbsl  die  Zusammen- 
setEung  der  Verhältnisse 

A:B=(A:C):iB:C). 

Beweis.    Es  sei 


•i(B:Cj<A:C<^(.B:C), 


D.,.„ct,GoOgIc 


Wenn  z.  B. 

A:C=P:Q,     C:B=R:S. 
so  ist 

A:B=lPiQ)iR:Si. 

Von  ()erZahleiigleiobung^--=  "-  enllelmt  mau  die  künere 
Sdireibart  PR-.QS  sUtI  (/*:Q)'(Ä:^,  und  erblitt 

AiB^ACsBC. 

oder  in  dorn  gegebenen  BeUpiel 

A:B=PB:QS. 

An  sieb  nSni lieh  ist  ein  GrBieenproduct  bedeotuoKslos,  weil  der 
Multiplicator  nur  eine  Zahl  sein  kann;  wodurcb  nicnl ausgeschlos- 
sen ist.  dass  in  beotimiuteni  Sinne  eine  GrGese  als  Product  von 
Grossen  dargestellt  werden  kann.  (Vergl.  4.). 

7.  Hierauf  grfinden  sich  die  bekannten  Eigenschaden  der 
einfachen  Proportion  (Gleichung  von  zivei  V'erhiltnissen) 

A:B=CiD. 

Schreibt  man  daffir 

(A:B)(D:0-=\   oder  An'.BC=\, 

so  ergiebt  sich 

AD=::BC, 

was  mit  dem  Gntssenproduct  zugleich  Bedeutung  gewinnt.    Ande- 
rerseits folgt  aus  der  gegebenen  Gleichung 

(AiB)(B:C)  =  iB:Q(C:D), 

d.  b.  nach  dem  Obigen  (6): 

A:C=B:D. 

Uiese  Proportion  bat  dann  Sinn,  wenn  Cgleiiihartig  mit^oder 
eine  Zahl  ist;  jedoch  hürt  sie  im  zweiten  Falle  auf,  eine  Propor- 
tion im  eigentlichen  Wortsinne  su  sein ,  da  A'.  C  dann  nicht  mehr 
ein  VerbaTtnisB,  sondern  einen  Tbeil  von  A  bedeutet. 
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Die  Gleichang 

A  =  -iiB  oder 


BC 


bedarf  nacb    dem  Begriffe  des  VerhältniKses    keines   Beweises, 
sondern  ist  Ei^ebniss  der  Definition.  (Vergl.  ^6  =  a). 

8.  Nicht  hinreichend  scheint  mir  in  d^n  meisten  LehrbOchern, 
deren  Propoilionen lehre  einen  starlien  Bei&chmaclc  von  Scbolastlk 
hat,  die  vielfache  Proportion  geirfirdigt.  Welche  Elegant 
dieselbe  den  Caicul  xn  verieiben  im  Stande  Uft  kann  man  be- 
sonders aus  Mübius  Werken  ersehen. 

Wenn  nfirolich  A:B=F:G,  B:C=G:B,  so  ist  («)  A:C 
=  F:H.    Han  vereinigt  diese  Proportionen  in  der  Gleichung 

A:B.C=F:GiB, 

woffir  ancb   (nach  7) 

A.F^B.G=iCiH 

geschrieben  werden  künnte.    Die  Hanpt^genschafteD  der  vielfa- 
chen Proportion 


sind  folgende. 
a.    Es  ist 


A:B:C=F:G:B 


AL:BC:CL=F:G:B. 


AL.BM:CN=FL:GM.aJS. 
e.    Wenn  noch  X:itf:Jr=/>:Q:A,  also  auch 
FL:GJU:HN=FP:GQ:HR, 
ist 

AL-.BM:  CN=FP:  GQiHR. 
Daher  iasbesoudere 

J»:B»:C«=f>;C»:Ä«  u.  s.  w. 
d.     Es  ist 
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Dies  erlebt  sieb  am  einrachsten,  wena  man  Ax  mit  F-.A, 
Bjf  mit  G:B,  u.  s.  w.  mnltiplicirt 

Wenn  bI«o  z.  B.  F+G=H,  so  ist  A-i-B=C.  Oder  wann 
Ax-t-ßv+Cz^ü,  »o  \atauchFx  +  Gy-iHt=:Q.  Und  nmgelcehrt, 
wenn  Jij  +  BM+Cy=0,  so  kann  man 

AL:Bia:CN=-i>:\:v~l, 

setzen,  wobei  — d  das  durch  die  gegebeiiB  Gleicbung  uobestimint 
gelassene  VerhSitnisa  AL:BM  bedeutet 

9.  Wahrend  ich  so  eben  meine  Verehrung  fär  die  Proportion 
bei  unbestimmten  Gleichungen  zu  erkennen  gegeben ,  kann  icb 
nicht  unbin  meine  Einotimmusg  mit  denen  zu  versicbeTBi  -welclia 
in  ifer  sojicnaunten  Regel  de  tri  die  Proportionen  nicht  leiden 
mSgen.    Wenn  m  Pfund  a  .TImler  koeten,  so  schliesst  man  leicht 

genug,  dass  1  Pfund  —  Tbaler  und  n  Pfand  —  Thaler    kosten. 

Die  altberkO  mm  liebe  Rexel  de  tri  antwortet  dagegen  anf  die  tot- 
gelegte  Frage:  n  PAma  kosten  x  Tbaler,  bildet  die  Gleichung 
x:a:=n:m  und  löst  dieselbe  auf.  Wenn  eine  so  dtrecte  Methode 
wie  die  erste  zum  Ziele  fuhrt,  so  ist  die  indirecte  algebraische 
Methode  mindestens  überflüssig.  Dass  aber  die  directe  Methode 
Rlhig  ist  auch  in  den  zusammengesetzten  Fällen  allen  Ansprüchen 
EQ  genügen,  kann  von  dem,  der  sie  versucht  hat,  nicht  in  Zweifel 
gezogen  werden.  Den  nähern  Nachweis  davon  findet  man  z.  B. 
hl  meinem  oben  erwähnten  Rechenbuche. 
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Bemerknnir  zur  Theorie  der  Ketten- 
brttche. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Scfalömilch 

sa   Dr«*den. 


Enthalt  ein  Kettenbrach  nur  positive  Glieder,  so  besitzend» 
NäheningsbrQche  deroelbeo  die  folgenden  sehr  bekannten  Eigen- 
«chanen : 

1)  Jeder  Näberungsbruch  nngerader  Ordnung  i^t  grösser 
und  jeder  Näherungsbrucb  gerader  Ordnung  kleiner,  als 
alle  folgenden  Näheruiigabrücbe ; 

2)  die  N&heningabrache  ungerader  Ordnung  werden  immer 
klebier.  und  die  gerader  Ordnung    hnmer  grüsiier; 

und  es  folgt  hieraus,  doss  bei  nnendlicben  KettenbrQchen  der 
obigen  Art  sowohl  die  Näberungsbrache  ungerader  als  die  gera- 
de?  Ordnung  sich  bestimmten  GrSnzen  nSbem  mOssen.  Bezeich- 
nen Trir  niso  den  Mfiherungs brach 


mit  ^ ,  so  ßnden  die  Gleichangen  statt : 
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1}  Liiii^?^  =  G,      und    :Lim^  =  C,, 

worin  G|  und  G^  ein  paar  endliche  positive  Zahlen  bedaiiten. 
Fdr  Gi^G^  faeiwt  der  unendliche Cettenbnich  ein  convergeo-' 

ter,  Rir  Gi^G^  ein  divergenter,  und  man  kann  nur  im  eraten 

Falle  sagen,  dam  der  Keftenhruch  einen  bestimmten  Werth 
habe,  nabrend  er  im  ziveiten  Fnlle  eine  symbolische  Uarstdlang 
zweierGrüsoen  ist.  Jedenfalls  näre  es  non  interessant,  «ntscbie-, 
den  dirergeote  Kettenbracbe  Itennen  su  lernen,  nnd  znsleich  die 
beiden  Gränzen  G,  und  G^  «  priori  zu  bestimmen.  Uan  kann 
hierzn  a.  A.  auf  folgendem  sehr  einrachen  Wege  gelanges. . ; 

Nach  einem  bekannten  Satze,  dessen  BeH-eis  man  in  §.  80. 
der  zweiten  Auflage  meiner  a^ebraischea  AnaJysis  findet,  gilt 
folgende  Glelchnng: 


^^-tt  + 


in  welcberl^,  ti,  i^,  etc.  vOllig  beliebige  Zahlen  bedevten;   man> 
leitet  hierans  leicht  die  noch  etwas  bequemere  Formel  ab:     ' 

■'  Uo        Kl    '    U,  '  ^        '     Um 


r,«,  -r,üt  +     .    i-w-ar-C««- 


.I)a  diese  Forme)  filr  jedes  m  gilt,  so  kann  man  m  auch  Ins 
Unendliche  wacbsen  lassen,  ohne  irgend  einen  Irrthnm  besoreen 
EU  mOssen ;  denn  bezeichnet  man  die  Summe  der  m  ersten  Ciiie- 
der  der  Reihe  mit  Sm  und  den  mten  rihberungsbruchdes  Ketten- 

brucbee  mit  —  ,  so  ist  nach  No.  2)  immer 
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und  ea  findet  alsn   zwischen  dem  KetteqbrHche   aad  der   Reibe 
eine  fortwährende  Uabereinxtiromunit  statt,     wie   weit    man    ancli 

Eelien  möge.     Diverftirt  nun  die  Reihe,  eo  muss  auch  der  Ketten- 
ruch dirergiren,  und   hier   ist    besonders    der    Fatl    ßlr 
Zweck  brauchbar,  wo  man  die  Keihenglieder 


znsr  fortwährend  abnehmend  trShlt,  ohne  sie  jedoch  unendlidi  klein 
irerden  zn  lausen,  denn  ea  j^hiirl  dniindipKejhe  indieKlaa^e  derer, 
welche  Kwei  verschiedene  Summen  besitzen.  Je  nachdem  man  eine 
gerade  oder  ungrade  Gltedertahl  vereinigt.  Uiese  beiden  ver- 
schiedeuen  SommeB  der  unendlichen  Ueihe  sind  dann  die  Gt8n- 
Zfio  Gl  nnd  G^. 

So  z.  B.  bat  man  nach  No.  3) 


und  hier  Usst  «ich  die   links  stellende  Somme  i^  auf  Ibl^nde 
Weise  sdireiben: 


«■=a+f)-(i+5)+{i  +  ä-)--. 


,..+(-1)— »a+^)- 


woruis  sich  fQr  ein  angerades  m  ergidit: 

«—='  +  (1-2  +  3- ••+S^i)' 

mithin  für  nnendJich  nacbsende  n 


=1+12 

nod  diess  Ist  nacb  No.  3)   zuf^leich  der  GrSaznertb  von    ^*"~ 
oder  G|.    Dt^gen  hat  man  fQr  ein  gerades  m: 
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1 


und  dleas   iat  zugleich  lAm^  =  Gt.    D«r   iinendlicba  Ket- 
tenbruch 


1  + 


"53* 


direrxltt  »la*  In  der  Viel»*,  iaas  sieb  aeioe  N&be- 
rnDgsDTficbe  uneerader  Ordnung  der  GrSnze  1 -(- ISJ 
und  die  gerader  UTdnang  der  Grfiaze  12  nKfaern. 

Behllt  man  nur  den  Theil  des  Kettenbrncbea  bei,  welcher 
nach  einem  und  demselben  Gesetze  fariachreitet ,  so  ivüide  fBr 
den  Kettenbmch 


Nach  demsellieo  Verfabren  lassen  «cb  ansfiblige  Kettenbräcbe 
obiger  Art  eotnickeln   (z.  B.  wenn   man   von  der  Reihe    ?  — ■  ö 

-f-  s~-  etc.  ausgebt);   «nen  l>esondem  wissenachaftlicben  Werth 

hat  dasselbe  natürlich  nicbt.  nur  bücbstens  in  so  fern,  als  es 
immer  »anscbens werth  ist,  von  einer  bloa  logischen  Uistinktion  (ent- 
weder C^^^Cr,  oder  Gj  ^Gj)    die    empirische   RealitSt   nachzit' 
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XXX. 

Heber  eine  gewisse  Klasse  In  der  Trl- 

Konometrle  und  Astronomie  hKoflg  Im 

Anwendongr  kommender  unendlicher 

Bellien. 

Von 

dem    Heraasgeber. 


8-  I- 

In  der  ebenen  nod  Rph&rischen  TriKonometrie  und  in  der 
Astronomie  ivlrd  hKafiser  Gebranch  gemacht  von  gewissen  unend- 
lichen R«iben,  von  denen  Enclie  in  den  ABtrdnomisehen 
Nachrichten.  Nr.  562.  eine  sute  Zusammenstellnug  eeÜefert 
hat  Uiesfl  Reihen  sind  nrsprfini^ich  van  Lagrange,  Delara- 
bre  und  Legendre  gefunden  worden,  noraber  man  ausser  einer 
Abhandlung  von  Lagrange  in  den  Memoires  de  Berlin. 
1776.  vorzOglich  dieMäthodes  analytiquee' ponr  iad^ter- 
minati*n  d'ua  arc  da  m^ridien,  par  J.  H.  J.  Delarafare. 
Paria.  An  Vll.  4.  p.  64.  Obaervat^ons  snr  quelques  eo- 
dioits  du  Memoire  du  cit.  Deianibre.  Par  A.  M.  Le- 
gendre  (im  vorstehenden  Werke)  p.  3.  und  Exercices 
ile  calcui  integral  Dar  A.  M.  Legendre.  T.  II.  Paritf. 
1817.  4.  p.  238.  nacbselien  kann.  Einige  dieser  Reihen  sind  als 
Fundamentalreihcn  zu  betrachten,  aus  denen  die  fibrigen  durch 
geeignete  Transformationen  und  Substitutionen  mit  Leichtigkeit 
abgeleitet  werden  knnnen;  und  nur  von  diesen  Fund  amental  reihen 
Holl  im  Folgenden  die  Rede  sein,  weil  die  Ableitung  der  ahrigeo 
Reihen  aus  denselben,  wie  gesagt,  einer  Schwierigkeit  gar 
nicht  unterliegt,  und  als  hinreichend  bekannt  vorausgesetzt  wer- 
den kann. 
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Wm  MD  dl*  Etttwickckinx  jener  Fundamental reifiea  heWIt, 
■n  pflegt  man  »wh-^bei  veriagBfvelse  vier  verschiadeBfir  HeÜiti- 
den  XU  bedienen ,  nftmlieb  entweder  der  Methode  der  uabeetiMi» 
len  Coei&denten,  oder  der  bekannten  iaMfriaKren  AnadrOckeddr 
SSnin  und  Cosinna  durch  die  entsprecheaa«)  BoeeUf  oder  des 
Taylor  sehen,  vielroebr  Maelburinacbea,  Sataes.  oder  ^endlich  <A«t 
Intetration,  ja  auch  vrobi  der  Differentiation,  eenissbr  unendlicbet 
ReiMn,  deren  Sammen  andenr^tig  eobon  bekaont  siad.  Uie  Ad- 
Wendung  der  Metbede  der  uobestininiten  Coefficienten  i«t  bekannt- 
lich immer  eebr  missücfa,  und  giebt  uns  last  nie  Aurscbliiss  fibet 
die  Convergeiiz  oder  OiTergenz  der  betreffenden  Reiben,  weabaib 
aiie.  aoeh  von  den,  der  neueren  atrengeren  Be^fladung  der  Ana- 
lysia  hnMlgendeu  Matbeniatikern  meistens  gemieden,  uder  irenig- 
Kttas  nnr  mit  grodeei  Vorsiebt  angewandt  wird.  Von  der  Anwen- 
dung der  imaginSren  Ausdrucke  der  Sinns  and  CoBinea  durch 
ihre  Bogsil  girt  im  UaKzen  dasselbe  wie  «orlier,  und  Ausaerdem 
Hckeint  die  Einmischung  des  ImaginKren  bei  einem  an  sich  Hh 
elementaren  Gegenatande ,  der  sonst' gu  nichts  mit  dem  ImaglnX- 
reo  so  tfana  hat,  einer  guten  Methode  nicht  eben .  eebr  an  ent' 
sprachen.  Gegen  die  Anwendung  der  lategralrecbanag  ist  an  sich 
nichts  zu  erinnern,  wenn  man.  sieb  nur  rorber  ron  der  Center* 
genz  der  unendlichen  Reiben,  welche  man,  nachdem  man  sie  mit 
einem  gewissen  DiRTerentiale  multiplicirt  hat,  integrlrt,  gehürig 
versichert  hat,  ein  Umstand,  der  freilich  nur  zn  oft  noch  ganz 
nnheachtet  gelassen  wird,  was  jedenralls  sehr  zu  tadebi  ist.  Die 
Anwendung  der  Differentialion  unendlicher  Reihen  ist  im  AHge- 
Dieinen  Terwerflich,  da  es  jelzt  wohl  ron  griSndlichen  Analytikeni 
allgemein  anerkannt  ist,  dass  die  Differentiation  unendlicher  Ret- 
ben attch  selbst  dann,  wenn  dieselben  convergent  sind,  keines- 
wegs iotmer  zu  einem  gfiltigen  Resultate  fflhrt.  Und  somit  bleibt 
also,  wenn  man  steh  Dicht  etwa  noch  anderer  specieller  Metbo' 
den  bedienen  will ,  ^her  die  ich  mich  aber  jetzt  bier  nicht  weiter 
▼erbreiten  kann,  nur  noch  die  Anwendung  des  Taylor'scben  oder 
TlelmeV  Maclaurin'schen  Theorems  Obrig.  Aber  auch  hierbei 
werden  noch  viele  Verstösse  gegen  eine  grtte  und  strenge 
Methode  gemacht,  und  viele  Schriftsteller  scheinen  das  Maclau^ 
rin'sche  TfaeoTem  in  der  ihm  hauptsächlich  durch  Caucby  gege- 
benen strengen  Fassung  noch  p;ar  nicht  zu  kennen,  oder  absieht' 
lieh  zu  ignoriren ,  oder  in  seiner  Anwendung  auf  einzelne  Fälle 
sich  noch  gar  nicht  versucht  zu  haben.  Denn  nur  allein  durch 
«ine  sorfK^tige  Discnsslon  des  sogenannten  Restes  der  Mactau- 
rin'schen  Reihe ,  welcher  Reat,  mSchte  ich  fast  sagen,  den  eigent- 
lichen Wendepunkt  zwischen  der  älteren  nnd  neueren  Reifaen- 
Analysia  bildet,  wird  es  mügllch,  fiber  die  Gränzen  der  Gültig- 
keit eines  mittelst  der  Anwendung  des  Maclaurin'schen  Satzes 
Sewonnenen  Resultats  ein  sicheres  Urthell  zu  fSllen ,  und  wer  bei 
ergleichen  Untersuchungen  die  sorgfältige  Betrachtung  den  Re- 
stes unterltiBst  oder  gar  mr  unnStfaig  liSIt ,  stellt  sich  bei  dem  ge- 
genwSrKgen  Zustand  der  Analysis  dadurch  selbst  ein  Zeugniss 
analytischer  Ignoranz  aus.  Freilich  macht  die  ßenrtheitung  des 
Restes  nicht  selten  besondere  Schwierigkeiten,  schon  deshalb, 
weil  sie  die  Kenntniss  des  allgemeinen  Ausdrucks  des  nten  Diffe- 
rentialqnotlenten  der  zu  entwickelnden  Function  voraussetzt,    in- 
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dem  man  bei  der  Anwendunir  des  MadaariM'schen  Sstzw  fn  der 
SItereD  WeUe  sich  mit  der  KeniitnUa  der  speeiellen  Werthe  der 
Uifferentialquotienten  der  su  entiricbelnden  FuDctioa  begna^D 
durfte,  wefclie  dieselben  erbalten,  wenii  man  die  oo&UiiBgwe 
Teränderliche  GrSsee  verschwinden  liUet.  Abei  eben  deabaw, 
weil  man  die  allgeinflinen  Werthe  der  Differentialquatienten  ken- 
nen muM,  ist  die  Anwendung  des  Maclanrinscben  Satees  in  sei- 
ner neueren  Ft^m  achon  eine  Quelle  vieler  interessanter  ailge- 
meiner  Unterancbungen  Aber  die  bGhereu  Diferentialqnotienten 
gen'ordea,  welche  wesentlich  tut  Erweiterunz  der  Differential- 
rechnung beigetragen  haben ,  so  dass  man  aucli  schon  deshalb  in 
methodischer  Rficuaicht  sich  der  genanen  Untersuchung  des  Re- 
stes in  keinem  Falle  «ntschlagen,  ja  derselben  TieJuehr  sich 
eifrigst  hingehen  sollte,  wo  sie  irgend  sich  als  nntbweudig  dar- 
bietet Endlich  ist  auch  die  Anzahl  der  Beispiele,  ivelche  man 
namentlich  AnHlDgem  in  der  Differentialrechnung  tSr  die  Aonen- 
dung  des  Restes  hei  der  Benrtheüunc  der  ConTergenE  der  he- 
tre«nden  Reihen  vorlegen  kann ,  noch  keineswegs  sehr  gross, 
nnd  BS  kann  daher  auch  ans  diesem  Grund«  sorgfältigen  Unter- 
michnngen  Gber  die  Anwendung  des  Restes  der  Uaclaurin'schen 
Reihe  ein  woblhegrGndeter  Werth  nicht  abgesprochen  werden. 

Veranlassung  zu  diesen  nnd  ähnlichen  ßetrschtaugeu ,  so  oft 
Ich  dieselben  auch  früher  schnn  angestellt  hatte,  gab  mir  neuer- 
lich n-ieder  ein  kürzlich  erschienenes,  trenn  es  auch  namentlich 
in  Rficksicht  auf  genetischen,  der  so  fiberaus  lehrreichen  Ge- 
schichte der  herrlichen  Wissenschaft  müglichst  sich  anschliessen- 
den Entwickelungsgang,  wenigstens  Rlr  mich,  Vieles-  zu  wün- 
schen übrig  Ifisat,  doch  in  luenreren  Beziehungen,  wie  ich  gern 
anzuerkennen  bereit  bin,  verdienstliches  astronomisches  Lehr 
buch,  nämlich  das  Lehrbuch  der  sphärischen  Astrio- 
nomie  von  Dr.  F.  Brannow.  Berlin.  I85I.  8.,  wo  ich  S.19. 
■ — S.  25.  die  für  die  Astronomie  sehr  wichtigen  Reihen,  mit  denen 
sich  die  vorliegende  Ahbandlung  beschäftigen  wird ,  nach  Metbo- 
den entwickelt  finde,  die  von  den  neueren  Portschritten  der  ana- 
lytischen Wissenschaft  auch  nicht  das  Geringste  ahnen,  und  we- 
gen der  Convereenz  und  Divergenz  der  betreffenden  Reihen  den 
Leser  ganz  in  Ungewissheit  lassen.  Ja  auf  S.  23.  dieses  Buchs 
wird  sogar  in  gegenwärtig  als  veraltet  ku  betrachtender  Weise 
der  taylor'schen  Reihe  ihre  völlig  allgemeine  Anwendbarkeit  von 
Nettem  vindicirt,  wenn  dieselbe  nicht  etwa,  wie  Lacroix,  Fran- 
coeur  und  andere  franzüsische  Mathematiker  sich  häufig  auszu- 
drücken beliebten,  in  gewissen  ganz  specielleu  Fällen.  Aber  die 
aber  voo  jenen  Mathematikern  nur  wenig  allgemein  Genflgenden 
beigebracht  wurde,  „en  däfaut"  sei,  so  wie  sich  denn  z.B.  in 
dem  Cours  coniplet  de  Alath^matiques  pures  par  Fran- 
coeur.  Troisieiue  edition.  T.  11.  Paris.  1828.  p.  2S7.  noch 
ein  eigner  Abschnitt  findet,  weichet  aberschrieben  ist:  „Des  cas 
oü  la  S^rie  de  Taylor  est  en  d^fanl",  der  aber  über  alles 
Dasjenige,  worauf  es  hier  eigentlich  ankomm^  wahrlich  so  gut  wie  gar 
keinen  Äufschluss  giebt  Um  die  vüllige  Nichtigkeit  der  von  dem 
Herrn  Verfasser  des  obigen  astronomischen  Lehrbuchs  auf  S.  ^. 
den  Jüngern  der  Wissenschaft  einzureden  versuchten  Behauptung 
aber  die,  mit  Ausnahme  gewisser  ganz  beetimmterFälle,  viillig  allge- 
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meine  Gdlfigkeit  des  Tayjpr' sehen  Satze«   in's  Licht  za  setzen, 

braucht  iqan,  neiter  «bselis  liegende FäHe  für  jetzt  bei  Seite  Ias> 
send  f  nur  an  die  allgemeio  beKaonte  Reibe 


Arctangj?=ir  — jä"  +  j«*—  j«'^+" 


zu  erinnern.  Denn  entwiclielt  man  diese  Reihe  raittelst  des  MqIc- 
Jauriiisch'en  Satzes  in  iilterer  Weise  obn^  ^ehürige  Berücl^sicb- 
ti^ung  des  Restes,  so  hindert  in  der  That  nichts,  die  Reihe  als 
nnz  allsemein  gflitig  anzunehmen,  und  dennoch  zeigt  eine  sorg- 
illtige  Discussion  des  Restes  derselben,  das«  sie  nur  Von  ;r=~l 
bis  ^^-|-1  SüUig  ist.  Solche  allgemeine,,  auf  lieiner  sicheren 
Basis  ruhende,  und  vor  dem  Richterstuhle  strenger  Wissenschaft- 
lidbiHÜt  jetztiidoht  mehr  Stich  haltende  Aussprüchn,  wie  wir  auf 
S.  8S.rd«s  gäaanolen  Bochs  findea,  sind  daher  namentlich  für  mit 
den  Fortsdu-Utea  der- Wissenschaft  nur.  noch  nenig  Tortraute  An- 
ßiigerhiicbst  geföhrlicb,  und  seilten  deshalb,  namentlich  infllf  Ab* 
tenger  bestimmten  Bachern,  sorgfältigst  und  gSnzlich  vermieden 
werden. 

Die  im  Obigen  mehr  emabnten,  iosbeHondere  (Ot  die  Astro- 
nomie sehr  wicntigen  Reihen  will  ich  nun  im  Folgenden  «ittelat 
des  Maclaurin'schen  Satzes  in  vülliger  Strenge,  auf  eine  den  nen- 
eren  Ansprüchen  der  Wissenschaft  gehTirig  genügende  Weise  zu 
entfrickeln  Sachen,  und  beabsichtige  dadurch  zugleich  einige  na- 
ntehtltch  för  Anßnger  in  der  Uifferentialrechnung  lehrreiche  Bei- 
spiele der  strengen  Anwendung  des  Restes  d«  Mäclaurin'srhen 
Reihfe  zu  liefern,  ausserdem  aber  dem  strengen  Vortrage  deV  Leh- 
ren der  Astronomie  einigermässen'  forderlich  zu  werden,  tndeiU 
ich  die  Bemerkung  nicht  unterdrücken  kann,  dass  man  sich 
in  dieser  herrlichen  Wissenschaft  hei  den  in  derselben 
bfiuGg  vorkommenden  Rerhenent Wickelungen  immer  noch  gerade 
am  Wenigsten  mit  den  neueren  strengeren  Methoden  zu  befassen 
und  dieselben  zu  kennen  scheint.  Bevor  ich  aber  zu  den  in  Rede 
stehenden  Entwickelungen  selbst  {Ibergehe,  halte  ich  es  in  die- 
sem FalLt  für  nüthig,  die  verschiedenen  Formen,  unter  denen 
man  jetzt  das  MacVaurinsche  Theorem  darzustellen  pflegt,  im 
^Jacbstbhenden  anzugeben,  indem  ich  wegen  der  Beweise  mir  aiif 
meinen  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  hS- 
bern  Analysis.  Leipzig.  1838.  za  verweisen  erlaube.  Man 
kann  nimlich  das  Maclaurin  sehe  Theorem  auf  die  fönenden  ver- 
schiedenen Arten  ausdrAcIien: 

L    Wenn  die  Functionen 

A^>.  A*).  /"(*)-  n^;).  ..../^-'M 

von  x=0  bis  x^x  sBmmtiich  stetig  sind,  und  q  eine 
gewisse  positive  die  Einheit  nicht  übersteigende 
GrSsse  bezeichnet;  so  ist  immer 
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II.  Wenn  die  Fnnction  f(,x)  nebst  ihren  sSmintti* 
chen  DifreientialqQotienten  von  ;c=0  bis  x=:x  stetig 
ist,  Dnd,  tndein  p  etne  getrisse  positive  die  Einheit 
nicht  fl  berste  igen  de  Grösse  bezeichnet,  die  Grosse 


r-'^iQx) 


1™« 

■  ich,  wenn. 11  wächst,  der  Nnli  immer  m«far  und  mehr 
nfi-bert,  und  derselbe  beliebig  iahe  gebracht  werden 
ksDfl.  venn  man  iinr  m  gross  genug  ansimmt;  so  ist 
immer 

/'(*)=AO)+f/"(0)+  ^2 /'<*"+  03^***>  + • 

nt  Wenn  die  Function  fix)  nebst  ihren  slmmtli- 
chen  Differentiaiqaotienten  TOD  2=0  bis  j:=3:  stetig 
ist,  und,  indem  p  eine  gewiase  positive  die  Einheit 
nicht  übeisteigende  GrSsse  beEcichnet,  der  absolut» 
Werth  von  f-'\<fx),  wie  weit  man  auch  n  wachsen  las- 
sen mag,  doch  niemals  eine  gewisse  bfstimmte  end- 
liche positive  Grosse  iibersteigt;  so  istimmer 

IV.  Wenn  die  Function  f{x)  nebet  Ihren  sSmmtli- 
chen  Differentialquolienten  von  ^  —  0  bis  x=:x  stetig 
ist,  und,  indem  p  eine  gewisse  positive  die  Einheit 
picht  fibersteigende  Grösse  bezeichnet,   die  Gr&ss« 

sich,  wenn  n  wächst,  der  Null  immer  mehr  und  mehr 
nfthert,  und  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden 
kann,  wenn  man  nar  n  gross  genug  nimmt;  so  ist 
immer 

/■  w = m + f  /'(O)  +  ß  rm  +  m  r(0) + 
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W«lckflii  dieser  vtw  Stts«  mkD  bei  Entwtebelangan  der  FuncH- 
ODCD  in  Reihen  am  ZweckinfiasiKSten  in  ADwendung  zu  briDzen 
bat,  muss  ib  jedem  eiozelnen  Falle  besonders  beurtfieitt  werden. 

Hiernach  wollen  wir  dud  zu  dem  eigeDtlicben  GegenstaDde 
dieser  Abhandlung  flbergehen,  und  bemerLeu  nur  noch,  das»  mau 
die  im  F<rigenden  «ntwiekelten  Resultate  wenigstens  theilweise 
allerdings  auch  noch  auf  anderem  Weee  in  vüiliger  Strenge  erbal- 
ten liann ,  wie  aus  unserer  Abhandlung  ThU  VllL  Nr.  XXV. 
Aber  dus  allgemeine ßinomialtbeorem  zu  eraeheu  ist;  ftber  die  An- 
wendung des  Kestes  der  Madaurin'scfaeit  Reihe  zu  Beige»,  indem 
besonders  auch  astronomiscbeD  Schiiftstellern  die  Anwendun;;  des 
Madaurin'schen  S^es,  wenigstens  in  Slterer  Weise,  sehr  geläu- 
fig zu  sein,  und  in  dieser  Wissenschaft  sich  besonderen  Beifalls 
zu  erfreuen  scheintt  war  mit  ein  Hauptzweck  der  Torliegendeu 
Abhandlung,  aus  welchem  Gesichtspunkte'  niui  daher  dieselbe 
biuptsSchlich  zu  beurtheilen  haben ,  und  dies  zu  thun  gew  iss  auch 
gern  geneigt  sein  wird. 


8i 

Zuerst  wollen  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  wenn 

*^      1 — :rcos« 

ist,  den  Bc^en  y  in  eine  nach  den  mit  positiven  eanien  Expo- 
nenten behafteten  Potenzen  von  x  fortschreitende  Heihe  zu  ent- 
wickeln, wollen  jedoch  beider  altgemeinenEntwickelung  der  Diffe- 
rential quolienten  des  Bogeos  ^  nach  der  verSnderticben  Grüsse  x 
die  allgemeinere  Gleichung 

_.     .  a  f  Ajrsina 

betrachten,  von  der  die  Gleichung  1)  ein  besonderer  Fall  ist. 

Setzt  man 

3}    i8ina=rsinfi,    £'cos«=Kasfi; 

so  erhSlt  man  zur  Bestimmung  der  GrSssen  r  und  fi  die  bekann- 
ten Gleichungen: 


4)    r  =V  Ä^sinK«  -|-  6'3cob«> 
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Hat  man  %bet  aaf  diMe  Weise  r  uDd  (t  bejrtiramt,   so  l&wrt  mA 
die  Gleichung  2)  aaf  die  Fonn 


Zuerst  erhalt  man  nach  den  bekannten  Regeln  der  Differe»- 
lialrechnung  auf  der  Stelle: 

fltangy rja'aiofi  ~  ocoa/t) 

a»       ~     (O'  +  TXCOBfl)* 

Bekanntlich  ist  aber 

atapgy      atangy    gy       -m«-«^ 


nnd  folglich  nach  dem  Vorbei^benden: 

ch^ r(a'elnf(— acosf»)coay* 

Sa:  (a'  +  r^ccoa^)* 

Aus  der  Gleichung  6)   ergiebt  sich  aber 

a'amjr — (icoay:=rx(8inficosy — cos^iny) , 

d.  i. 

o'siny  — acoay = rxain(ti—y) , 
folglich 

g'siny  —  BCosy 

^ "      rslnCf.— y)     ' 

ond  daher,  wie  man  leicht  findet: 

(o'siDu  —  acoBu)siDV 


t^-\-rxc<Mfi 


(g'siny — fflcoBp)cosy, 
«in(ft— jf) 
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Nai^  6)  ist  nun 

also  wegen  dei  unmittelbar  vor bergeh enden  Gleichung: 

coay' 8in{ft— y)' 

(a'  +  rafcosf»)'^  (o'ainft — acosft)* ' 

folglich  nach  dem  Obigen: 

8y_      rein(;t— y)« 


8)      (a'siufi — oco«f*)^  =r8iii(/t— y)', 
und  folglich  durch  fernere  DiffereDtiatioo : 

(a'sinfi  -  ocoBn)  ^  =  —  2«in(fi— jr)coa<f*  -  »)  ^  • 

d.  i.  I   wenn  man  ßr  den  ersten  Differentialqnotienten   von  y  sei 
nen  obigen  Wertb  einf&hrt: 

(o'sinn  -  ocos(*J'^  =  —  2r%in((.-y)«cos{f*— y) , 

oder 

fl)     ((.'siDf*-(ico8^)»0=-l.Ab(,.-y)«siD2(^-y). 

Differentiirt  man  nun  wieder,   so  erhält  man: 


(o'sinf*  — aco8(t)*g^=    1.2r'sin0*— y)cos(f»-y)8in2((t-y)^ 
+1.2f%iRC,*-y)«co«2(,.-y)^ 
= l.lr«8in(^— y)  1 8ii»2(f.-y)co8((*— y) +co82(tt— y>ln(f.-y) )  g 
=  1.2r««in(,.^)9in3(p-y)^, 
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oIko,  weDD  nutn  Iilrdeii  ersten  DifferentialquotienteD  von  y  Minen 
obigeo  Werth  einfahrt: 

lO)    (a'smfi  —  acos(i)'g-^=I.2r*ain((* — s)Nin3((i— y) .  _ 

Die  fernere  Differentiation  glebt: 

(a'smft  —  ocoBfi)'  g-% 

=  -I.2.3r«ain{p  -,)«cos(K-s)Biü3(p-,)  |^ 

-1.2.3r«sin(^-S)»co83(^-s)  ^ 

=  -1.2.3r>8in(,i-S)«lsin3(p-y)c«iO»~y)+coB3(p-j)gii>(»»-»)!^ 

=  -  1.2.3>-"ein(,.-s)*(.in4(^~ff).^ , 

und,    wenn  man  nan  lur  den  ersten  DilferentialqaotienteD  von  y 
seinen  obigen  Werth  eiofflhrt: 

1 1)     (a'slnf*— ocosfi)*  ^  =—  1 .2.3r*sio((t— y)<«n4/'n— y). 


Eben  so  ergiebt  sich  weiter: 

(a'sinfi —  tKo»fi.y* 


=     1 .2^.4r*Bin((t  -  y)»co8((*- j)8in4(fi  —  y)  ^ 

+  1.2^,4r«sin(^-,)*cos4(^-,)^ 

5=I.2.3.4i^slnOt-y)»J8in4((t— y)coB((i-s)+co84((t— a)8in(p-sf)l^ 

=  1.25.4p*sin(ft-s)>sin5(^  ~»^||' 

ttnd,  wenn  man  wieder  (urden  ersten  Differential quotienten  seinen 
obigen  Wertb  «nffihrt; 

12)    (tfrinji  —  Bcos/»)'  3]^=  1.2A4r*8in(fi--y)»«in5{(i— j) . 

Wie  man  anf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  unterliegt  keiseoi 
Zweifel,  und  es  ist  also: 
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(a'sinfi— acoa^>'g=:    rBin((.— jf)aiiil(ft-^). 

(o'ahift— acosfi)>K^=     1.2r"siu{f(— y)HiD3(ft— y), 
(u'8in^-occw(*)*^=— 1.2.3r*HiD0t-3r)^in4(n-s), 
(o'sinfi— aci>8fi)»^=     1.2.3.4r^inC/»--y)»eio%-s) , 

(o'siDf*— acMfi)«^=—  l,23.iSrHiB(ii—g)*BmfH(ir-jf) , 
u.    s.    w. 
HieTMU  e^iebt  sicli,  dua,  wenn 
13)      9=f(^) 
gesetzt  wird, 

und  nir  jedes  die  Einheit  abersteigende  » 

15)    /l.)(x)=(-l)— .'■^•^■'"-'^""'^'••'°'"'"^' 
'    »    ""  '     ^      '  (a'suifi— ocosp)" 


Von  jetzt  an  wollen  wir  den  durch  die  Gleichung 
ten  Bogen  y  inuaer  swlscben  — sn  und  +n)E  nehmen. 

Fflr  :e=0  ist  nach  2) 

also 

yssAtctang^, 
und  setzen  wir  nun,  indem  wir  u  swiaohen  —  »  n    utid    +  ö  " 
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16)    K=:ArctaDg--7  > 
so  iat  nach  14)  und  16): 


rm= 


t^in(f>  —  ii)sinl(ft  —  m) 
(a'sin^  —  acosf»)' 


lind  (Qt  jedes  die  Einheit  fibersteigende  t 


/t")(0)  ={-!)"- 


1  .a-S-C«— l)*"8in(f«— »jf  sln»(ft— if) 


(o'si  D  f» — ocost»)" 
Weil  aber 

tangii  =  -ri        n  =  «'laDgM 

ist,  so  ist 

,  .                          ,sin((i— a). 
a'sinu  —  acosa  =  a i 

^  ^  cos« 


/■'(O) = ^  cosMinl  ((*—«), 

und  för  jedes  die  Einheit  fibersteigende  n : 

/^»){0)=(— 1)"-».1.2.3..(M— l)(^cosii)"sinM(fi— u). 

Bezeichnen  wir  den  Werth,  weichen  y~/[x)  erb&lt,  wenn, 
indem  q  wie  gowShntich  eine  gewisse  positiv«  die  Einheit  nicht 
abersteigende  Grösse  bezeichnet,  qx  tOr  x  gesetzt  wird,  durch 
«;  so  ist  nach  dem  Obigen 

'     ^f  '     *■      '^     ■  (a'sinfi— acosfi.)" 

oder 

fl,w     s_,    ,y,_,  1  •i.3..(ti—l)i*co6u-ao((i~v)*Blm(it-i>) 
I     le*;     (      r    •  a^8in(fi— »)■ 

Folglich  ist 

I..._«'     ^^^'     ^  I    a'sin((i— u)      \  n 

und  ans  dem  Satze  {.  1.  I.  ergiebt  sich  daher,    immer  unter  der 

Voraussetzung,  dass 


D,g,t,z.ctvG00gIC 


4SI 


Uli,    und  der  Bogen  g,    bo   wie   auch  der  Bogen   u,  zwischen 
—  niB  und  +^f  genommen  wird,    die  Gleicbaog: 


f^08U*Bill2(H — «)     Jl' 

r*coett'aii>30t— «)  a;" 
+  a'«  3 

r*co»i>*Biiii(ft— b)  x^ 


+  (■ 

I— 'co<i<"-".ii.(n-l)(|.-«)   «■- ■ 

o'-'                      n-J 

+  (- 

-!)-■, 

i=ss=^r-^=^'- 

Für 

'-^=1^;: 

ist 

«=0, 

.    <i'=l!    4=1,    6'=-l. 

AI»  iit  i 

D  dieum  Fi 

.De 

:V4'.i«^+ff«c<»««=l. 

Weil  tm,a 

b  .      .  *' 

BlDfl^  — HIIU(=SmV,       COSft  ^— COSV=  — COBB 

iat,  80  ist  offenbar 

(.=«  —  « 
zn  setWD ;    and  da 

u^Arctang^=  ArctaogO 
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ist  uDcl  zwischen  — ^n  und  +a»  genoDinien  werden  mnss,  so 
i8t  M=:0.    Also  ist  nach  17)   in  diesem  Falle: 

'8)    y=|-8iiila+  y8in2(i(  +  yain3«  +  -j  «1(4«  +  .... 

Weil  hekanntlicb  in  dem  vorliegenden  Fdle 

oxeina 

tansD  =  v-^ - 

°       i — fcecttatc 


EU  setzen  ist,    so  ist 
und  folglich 


'^        cosacosD        1  — Qxco» 


a:8in(Di  +  p)  acosp       .' 

sin«  I — fxcostt 

Mnn  igt  nsch  dem  Vorhergehend«]!' 

co8c"  = ?— =  (I— faros«)»  , 

1+ taogn«       <^sin«f)*  +  {I—Qxcaaa?  ' 

nehmen  wtr  aber  fernerhin  an,  dass 

-l<a:<  +  I 
ist,  so  ist  die  Grüsse  1— pafcosn  offenbar  positiv;    cose  Ist  andi 
positiv,  weil  ü  nach  dem  Obigen  zwischen  -'öw   nnd  -f  in  liegt: 
also  ist 

1 — oxciMa 

coso  =  -—      ^  , 

V  (pJTsirw)"  +  (I  — pa;  coso)' 

folglich 


1— pjKosa      V  (tfawin«)*+  (1-^cosa)« ' 

und  der  Rest 

I  aain(<ii  +  p)  i  »  sin«(M-fti) 
t       sinor       {    '        n 
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der  Reihe  18)   kann  daber  auf  den  rolgeDÖen  Auadruck  gebracht 
werden : 


[  V^(ejstno)"  +  d  —  parcos«)'^  " 

Nach  $.  1.  IV.  kann  man  aber  diesen  Rest,  wie  leicht  aus  dem 
Vorhergehenden  erhellen  wird,  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

('-e)-t 


l^iifxaina)*  +  (1  — parcostt)*  V(pjaina)'  +  (1— pircowt)* 

Ist  nnD  ^rcose  n^ativ,  «o  erhellet  aus  der  Fnma 


JV  ((fxamtt)*+  (1  —  (KFcow)*' 

des  Restes  auf  der  Stelle ,    dtma  derselbe  unter  den  gemachten 
"'  ranssetzungen  sich   der  Null   bis  zu    '   '        >   ••  ■•         ^  .  ._ 
Iiert,  nenn  man  n  in'a  UneqdUche  « 

Ist  dagegen  xcwa  positiv,  so  ist 


1  —  fXcosa^  1 
und  da  nun  offenbar 


ist,  so  ist 

V7?*sin«)*+(1— <Krcoso)"s.  l-"?> 
also,  weil 

iat(  die  Güsse 

V  (p«aina)''+(l— p«cosa)" 

grusser  als  der  absolute  Werth  von  (1— p)a;,    wobei  man  zu  be- 
achten hat,  dass  die  CifSsse 

Vifxanaf + (1— fffcos«)^ 
nicmds  verBchwinden  kann,  weil,  wenn  dies  der  VfÜ  wXre, 
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«Im 

sein  wfirile.  wag  nicht  tnSglich  ist,  weil  der  abgnlate  Werth  von 
X  bleiner  als  die  Einheit  ist.  Hieraus  eigiebt  sich,  dasa  der  ab- 
solute Werth  von 


(1-0)^ 


r 


'  STdfarBina)*  +  (I  —  pj»»MM»)' 


niemals  verschwinden  kann,  so  kann  oKenbar 
xaian(ti+v) 


V{pa»lnB)"  +  (1 — fxcoatt}* 

nicht  in's  Unendliche  wachsen,   wenn  n  iu's  Unendliche  t^dtst 
Man  kann  auch  leicht  den  kleiasten  Werth,    welchen  die  GrSsse 

(ffaxiuu)*  +  (I  —  QxcoBay^  I  —  2(«irco8o+  p"j;" 

überhaupt  annehmen  kann,  bestimmen.  Denn  setzt  man  ffxr^K  und 

W— 1— 2v:tcoBo  + j«:c« 

=1  — 2»cos<i  +  «', 

so  ist 


wo  also  der  zweite  Differentialqnotlent  stets  positiv  ist    Soll  der 
erste  Dil^entialqnotlent  verschwinden ,  so  mass 

w— cosarsO,    w=C08a 

sein,  welchem  Werthe  vob  v>=^fx  das  Minimum 

I  —  2co8«' + ooso"= 1 — cos«' = sin«" 

oDserer  Fanction 
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entapricfat    f>a  der   absolute  Werth   « 
macmsD  Voran aaetzuDgen  immer  kleiner  als  die  Einheil  ist,  so  1 
die  Gleicbnng  w^cnsd  nur  statthaft,  wenn  nlcbt  cusa^-^l,  also 
nicht  sinci^U  ist,  ao  dass  also,    wenigstens  wenn  nicht  sina=0 
ist,  der  kleinste  Werth   des  Nenners 

V"(pasinK)*+  (1 — p.£Gos«)' 
des  Bruchs 

3;giiwi(g+p) 

V  (^sina)*  +  ( l  —  pa«:o8«)* 

der  nicht  verschwindende  absolute  Wertb  von  sinn  ist.  Hieraoa 
sieht  man  nun,  nenigatena  wenn  man  fär's  Erste  den  Fall  sina=:4t 
ansscbliesst,  dass  der  Rest 

(1— p)j: ."-'  a»inw(g  -f  p) 

V  (exBin«)«+(l— pEcoa«)«!       '  V{^sino)»  +  Tl  -  fXCQau)* 

eich  der  Null  bis  au  jedem  heliehlgen  Grade  nfihert,  -wenn  man 
»  ins  Unendliche  wacnaen  läast. 


ist,  und  der  Fall  aiDa=:0  Rir's  Erste  aoagescbloMeD  wird,  so 
näh^  sich  der  Rest  der  Reibe  18)  Immer  der  Null  bis  zu  jedem 
l>eUebigen  Grade,  wenn  n  in's  Unendliche  nächst.  Daher  iat  in 
ttiiier  hinreichend  bekannten  Bezeichnang: 


19)    y:=i-ainl<c -|-  ö-sinSa  +  -g-slnSa  +  -j- « 


Stelle,  weil  wegen  der  GleicmiDg' 

^sina 


der  Bogen  y  verschwindet,  wenn  sintt=0  ist,  ein  Resultat,  was 
sich  fQr  aina;=0  auch  ans  der  Gleichung  19)  ersieht,  da,  wenn 
sina  verschwindet,  auch  die  Sinns  der  «Ibomtlicheo  Vidbcben 
von  a  Tffscb winden. 
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Wir  Molleii  jetzt  diu  beiden  Gleicbungen 

'      f  I— a'co8a=  ucosy 

in  Bezug  auf  u  and  y  als  unbekannte  Grössen,  anter  der  Bedin- 
gung, dass  u  eine  positive  GrSsse  sein  soll,  durch  Reiben  auf- 
zuliisen  sucfaen,  n'obei  wir  immer  annebmen  werden,  dass 


Durch   Uivision  erhalt  man  auK  den  beiden  Gleicbungeii  20) 
auf  der  Stelle: 


und  wenn  man  diese  Gleichungen  quadrirt  und  dann  zo  einander 
addirt,  so  erh&ll  man,  beachtend,  daxs  u  positiv  sein  soll. 


22)       a=V(a:sinoi)«  +  (1— jtcosb)« 


23)      u  ^Vl—Sarcosee  +  a:«. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  2)   des  rorbergeb enden  Paragrapheo 

«=0,  A=li    a'=\,  A'=-l; 

ao  ist  nach  3)  und  4) 

r=};    sinft=8iDa,  cosfi^ — cos«; 

also   f(  =  »  —  «,    und  daher  w«gw  der  Gleicbuog  21}  nach  14) 
and  15) : 


9» 
24)     sinaW^  ^8in(a-|-y)' 


2Ö)     sina"^=  1.2.3..  (n— l)sin(Bfy)>'8iim(«+y) . 
Nun  ist  nach  20) 
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_  «ainy  _  1— neoty 

~  Bin«  ~      coBir      ' 

also,  wie  maD  hieraus  leicht  findet; 
M,        __       Bing 

wo  wir  immer  aonehmen  IcSnnen,  dass  y  luHtelat  der  Gleichungen 


wo  u  den  Werlb  22)  oder  23)  hat,    so  bestimmt  sei,  dass  u  pO' 
sitir  ist,  weil  man  in  den  folgenden  Fällen: 

ioäna  positiv,        !  —arcoaa  positiv; 

;Esina  positiv,        1— ;xC08<r  negativ; 

xsino  negativ,       I— xco'sa  positiv.; 

a^sina  negativ,        1 — :i:Gas«  negativ 

respeclive  y  nnr  so  zu  nehmen  braDCbt,  dass 

—  2">y>— ** 

ist 

Dies  vorausgesetzt,  Ist  nun 

aui_ei«  Su_l  äu 

Aber  nach  26) 

^=  -  sincwinC«+y)-»co8(«  +  s)  ^, 
d.  i.  nadi  24) 
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und  dfther  nach  dem  Vorhergehenden: 

_.     Sin  «in(»  +  »)co»(i.4.V) 

'''    ?? sin« 


Hiersns  ergiebt  eich  durch  fernere  Differentiation: 

,1m.  gS=    .ln(.  +  ,)sln(.+s)^ 

-  coeCa  +  s)cosCB+y)  ^ . 
d.  i.  nach  24); 

,l„„.  ^  =  -,,n(.  +  j)'  I  ces(«  +  y)coo(«  +s)  -  »»(«-Hrjelnt«*»)  I  - 
folglich 

29)    •lno«^  =— I.sln(«+s)'co82<i>+j|). 
Differentilrt  man  nun  wieder,  eo  erhSIt  man: 
,ln<.'gjj=     1.2.1n(.+s)««in2<«+»)ä 

-  1.2«ln(i.+j)co«(«+jr)coe2<c.+3r)^' 
d.  i.  nach  24): 
»ino'^=-1.2»in(..t»)'tco«(«+»)eo.a(«+j)-»ln(«-(»)sioä(<rtj)|, 

folglich 

30)    am.'j^=-1.2sln(o+,)'co.3(«+,). 
Die  fernere  Differentiation  giebt: 

ain«>^=     l.S.3ain(«+j)'»ln3(«+Sf)^ 


-  1.2.3.in<.+j)^o«<«+jr)eo.3(«+jf)^ . 
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d.  i.  Dach  34): 

=-1.2^iD(c(+y)«tcoa(«+s)cos3(«+j)-sln(«+y)8in3(«+y)t. 
folglich 

31)    «111««^  =  — l.it38iD(a+s)*cos4(B+y). 

Wie  maD  anf  diese  Art  treiter  geben  kann,  erhellet  hier  schon 
mit  völliger  Deutlichlceit,   und  ea  ist  also: 

*'"*'  gj'  =— '''''(«+y)co8{a+j), 

ainn"  *^  =  -  l.sin((i  +  y)*co82(«  +  y) , 

»in««  ^  ==  —  l.a3BiD{a + y)*c<»4(«  +  y) , 


•in<^g^=— 1.2  3-.(«— l)«n(«+S)"cm«(«4y), 

n.    ■■    w. 
Fflr 

32)    f{js)=iu 
ist 

33,  „,)=_"Jiü:i^Hs), 

und  fiQr  n  >  I : 

34)    ft-'U) _     ^-^-^-C»— l)»'''(''+g)'c<ww(«-fry) 

FOr  dt =0  ist  l—xciMa=t  nnd  falglich  poaitiv;  also  ist  jf=0 
fUt  jr:=0,  nnd  folglidi 

/■(0)=0,    /-'(O)--«.»«. 

FflF   »>1    iflt 
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f(»)(0)=  -1.2.3..(w— l)co«ii«. 

Bezeichnet  mandenWerth  vanv^[x),  vrelcben  dieae  Gi 
erhSIt,  wenn  man  fx  tSt  x  setzt,  durcn  c;  so  ist  für  n>  1: 

fi-)(cx)  ^     1.2A..(n-l)8in(«+e)-coan(«+p) 
'     ^*^'  »inn«   .  ,         ' 

Also  ist  nach  ^  1.  I. 
35)     lu=lV(xsma)*^(l~xcoaa)*  =  iVl-ärcosa  +  x* 
^— tcosI«  —  V  cos2a  —  -»-cosSa  —  -rcoBia  —  ...- 
a*-'       ,      ,,         jjrin(«+p)J  ■    coaii(«  +  p) 


^  a:6in(a  +  «)  >■  cogn(tt-fp) 
*       aina        '   "         n 

sieb  bis  zu  jeitcni  beliebigen  Grade  der  Null  nfihert,  wenn  n  in'» 
Unendliche  wuchst ,  kann  anf  gane  Khnliche  Art  getdgt  werben, 
wie  in  §    %  Dasselbe  von  dem   dortigen  Reste 

la«in(«  + r)l  "    sinnfa  +  v) 


was  wir  daher  hier  nicht  wiederholen  wollen,    und  [BgÜcb  dem 
Leser  überlassen  können. 


36)    lM  =  lV(xsin«)«+(I— ;i:coB«)"=l'\^l-2jrco8a+a* 

=  —  j-cosla—    s-cobSk g-cosS«  —  Ycosia— .... 

{-l<ar<  +  I|. 
W«U  naoh  dem  Obig«n 

_     ^ni"«' 
°^~  1— :rco8a 

ist,  so  ist  Dacb  dem  vorhergehenden  Paragraphen; 
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37)     g=z~»\ala  +  y"'^^  +  ^ainSa  +  ^siD4«-f  .... 

wodurch  man  jedi>eh  nur  den  zwischen  — ä*  und  -fs»  llegM- 
den  Werth  ron'y  erhält,  welcher  der  Gleichang 

XBIBa 

Ung:r  =  j^^^^^ 

geoilft^.  Uifraua  aber  in  allen  Pfillen  den  wahren  Werth  von  9 
abzuleiten,  welchem  ein  pnaitiver  Werth  von  k  entspricht,  bat 
nach  den  im  Obigen  fOr  die  Bestimmung  von  y  gegelieiieii  Re- 
getn  nicht  die  geringste  Schwierigkeit,  und  bedarf  hier  keiner 
weiteren  Erläuterung. 

Alf  diese  Art  aind  nun  die  beiden  Gleichungen 

;i:siu«=iisiny, 

I  —  ^cos«  ^  Kcosy 

fflr  —  I<:r<4-1  volUtfiodig  durch  Seihen  a«fg«ISat 


!■*■ 

Hatiun 

die  GMclmg 

38)     ungjjcitaogj.. 

»   MtM  nUD 

3»)     l..g.= 

1-jt  .... 

«Um  M,  nsil 

t.ll«(ä«  +  «) 

tangjÄ+tangK 
1— tang^irtuig« 

Ut,  wla  mu 

MM  iBdit: 

Buri  ivill. 
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tang(5«  +  «)= i^^ i 

1—  ~rt  (coB«  +  aiiiKtang  5  «) 


tang(5«  +  «)  =  - 


tang  ( 2  «+»«) = ±a;Ung  ^  a , 

und  folglich  nach  38): 

**)     lang23'  =  ±t*Bg(5«+«). 

Wie  man  sieb  dieser  Formeln, 
wickcinng  von  y  in  nach  den  Poteneen  von  — j-^  fartseh reitende 
Reihen  bedienen  kann,  will  ich  hier  nicht  weiter  erläutern,  da 
diecer  Geeenstand  aus  der  ebenen  und  sphfirischea  Trigonometrie, 
und  aus  der  Astronomie,  bekannt  genug  ist. 

Bemerken  will  ich  indess  noch,  dass  man,    wenn  überhaupt 
die  Gleichung 

41)    tangy=a-|-:rtanga 

gegeben  ist,  allgemeine  Ansdificke  der  Differentialqnotienten  von 
V  in  Bezug  auf  x  als  unabhängige  veränderliche  Grösse  leiehl  auf 
folgende  Art  finden  kann. 

Es  ist  nSmIich 


^■g=™»-g- 


Sv 
42)     cota^  =  cosy». 


Folglich  ist 
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= — tangocDsjfHinSry , 

43)     cotcr'g^=  — l,co8y'siD2y, 
Hieraus  ei^ebt  sieb  ferner: 

8« 
-|-  l.Scos^inysinSy  5^ 

=~1.2tangiicosy*(cosycoa2y — si»j/siD2^) 

=:  — 1.2taiig«QOay>Gos3y, 

folglich  . 

44)  cota'jT^  =  —  1.2co8y>GOs3y  • 
Dtffereotiirt  nutD  von  Neuem,  so  erbält  man: 

cote»^=     I.2Ä:oay"8inay  ^ 

•t-  1.2.3Gos$!isinycos39^ 
=  l,2^tangBCOsy*(ca8ysiD3y  +  sinycosSy) 

folglicb 

45)  catit*g^  =  1.2.^p8y*sin4y. 
Eben  s»  ergiebt  sich  ferner; 

cotir*S  =     1.2.3.4coBy«co»4s  g| 

—  1.2.3.4cosjrVinjr8in49^ 
=  1.2.3.4taiig(ico8y'(co8yc(w4y — stDjfläuijf) 
= 1 .2. 3. 4taD  gocosy  *cos5y , 
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Wie  man  auf  diese  Art  weiter  sehen  kann,  unteriiegt  nicht  i 
geringsten  Ztveife),  nnd  es  ist  naber: 

47) 

cnta  ^  ^    cosycoBjf  > 

coto*  jrt  =  —  I.cosy^inSjr , 

cotDr*g^=  — t.2cof<^'cos3y, 

eota*^=     ].2.3cosy«sili4y. 


sltto 


cot«»^  =    ].2.3.4co8.v*Gos5y, 


"t«"^  c=(-I)M.2.3...(2ii— l)co8sfcBln2»y, 

«(<«*■+' gi^S^  (— 1)".  1 . 2 . 3 ....  2«co8y*'+>cos(2ii  + 
u.    «.    w. 

S.5. 
Sei  jetzt 

48)  tangy=:tsiig(i-|-z, 
ist 

49)  ^=cftsafCOiy. 
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Folglich  ist. 

=  — I.co0jr'siD2y, 


lä=- 


+  1.2cosyaiDysiii2jfg^ 


=—  1.2cosl'*co83y, 
^=     ■   1.2.3cow'8m3yg 

■I-  15.3cosff'ainyc«83jf|- 
=  I.2.3ci>8l'*(cosi(»tn3if  +  »iDpco»3y) 
=  1.2.3co8y*BiD4v, 

^=     I.2.3.4ccHtf*e<w4yg^ 

Bff 
—  I.2.3.4co8j>*8iiiir8iii4v  g- 

=:].2.3.4co8I'<\cds]'cob47— ainl'siD430 
= 1.2  A4co«y^o»6r , 


50)    y=/(:r), 

81) 
f{x)=     coaycoay, 
/•  (a:)  =  —  l.coeffVin2y , 
f"  (a:) =—  LScow^coaSf , 
ff{x)=    l.a3c(W*aiD4y, 
/'l»'(ar)=    1.2.34c(W«'»coÄp. 
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46)    coltt«g^=1.23.4ciMiy»coB5y. 

V/ie  man  auf  dies«  Art  weiter  sehen  Lann,   unteriiegt  nicht  il»m 
geringsten  Ztveifel,  und  es  ist  daher: 


CAt«  ^  =    coaycoiy , 


cot«*  R^  =  —  l.cosyNtnSy , 

SV 
cottt'fi^=s  — l.Scoi^'cosSy . 

cotir*^=    1.2A!ossr*8iii4af, 

cot«»g^  =    I.2.3.4coef/'G«s5y, 


cotrt«"^^  =(— l)".l,2.3...(2)i— l^josy'-Äinaiiy, 
cot«*-+'^^;^(— 2)".1.2.3....2nc(.8^+>C(w(2«  +  I)y, 


5.5. 
iSei  jetzt 

48)    tangy=taDga-f-;r, 


^='=tF-I='»'-'E- 


49)    ^=c<w3fcoa3r. 
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Folglich  Ist. 

^  =  —  Scosysinjg'  =  —  ScosyMny 
=  —  I .  CQSj/^äaiy , 

gJ  =  -1.2coBy«CoB2sg^ 

-f-  l.^coBffsinyBln'iffw- 
^  —  1.2cosy'(co8ycoa2;  —  a'mt/a'mStiry 
=  —  1 .2cosir*cos3jr . 

^=         1.2.3co»ff>9in3ff^ 

=  ].2.3coBir*(coavBin3;  +  sinfcosSv) 
=  1.2.3co8y«8in4ff. 


—  1.2.3,icoayVinffBin4p5- 
=  1.2,3.4cosI'*(cosJ'coB4f — siorsiaij') 
= 1.2  Aicosy^osSy , 


Setsen  wir  alm> 

50)    |r=/(*), 

M  ist 

81) 

/*  (;r)=  —  l.cosy^in^ , 
/"'  (a)=—  1.2co«''c(»3i' , 
f*f{x)=    1.2AM»8l'*Biii4y, 
/F(a:)=    1.2.a4caKirV>85j', 
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/l*H-il(a;)  =  (— l)«.J.2^...2)ic(wra«+»coa(2n+I)», 


Ffir  j;=0  ist  i'=a,  und  bezeicknen  wir  den  Wertb  von  9. 
Tcelcfaen  diese  GrOfue  erhSit,  wenn  man  tjx  für  x  setzt,  duicti 
V,  so  ist 

/T«")(eÄ)=(— l)".l.2.3..(2»i— Ijcüse^-sinÄBn. 

/■(a»+i)(pa;)  =  (-l)M.2.3..2iicoap'M-icM(2n+l)r; 

also 

j;2f;;^/'*'»(ear)  =(-I)-^coat!»-8in2n», 

welche  Grossen  «ich  unter  dei  Voraussetzung,  dasa  der  absolote 
^Verth  von  x  nicht  grüsser  als  die  E'mheit  ist,  offenbar  der  Kall 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nShern,  wenn  man  n  in's  Unend- 
liche wachsen  läsat.  Ist  also  der  absolute  Wertb  von  ;r  sieht  gros- 
ser als  die  Einheit,  so  ist  offenbar  nach  $.  1.  11. : 

($2)    y^ct -f- i~cosiicoaa 

—  ;j-C0Be("sln2« 

—  -5-  Gosn'coaSa 
-f  -7  C08ce*8in4a 


Ein«  Ibniich«  Reibe  kann  man  fär 

63)     co^=cota-|-x 

.entwickeln,   was  wir  dem  Leser  auszofähren  fibertassen.    Stellt 
man  aber  die  vorstehende  Gleichung  unter  der  Form 
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dar,  so  er^iebt  sich  die  ceaocbte  Rtabe  unmittelbar  am  52),  ln> 
dem  roaa  nSmlich  auf  diese  Weise,  immer  nnter  der  Voraus* 
•etzuDg,  dasa  der  abaolate  Wertfa  von  x  nicbt  grGcser  als  die 
Einheit  ist,  leicht  erhält: 


—  *■  siDMlna 


x' 
+  (j-  siDa'8in2<i 


64)     y=«— |-8i 

-  -g-  sülo'siDSa 
4-  T  8ina%in4a 


5.6. 


Weil  die  Reibe 


faekanotllch    convergirt,     so    converglrt  anter  derselben  Toraus- 
Setzung  filr  jede«  m  auch  die  Reihe 

1,    xcQsa,    x^KotQn,    ^'cos3ra,  ..._. 

und  hat  daher  eine  gewisse  Summe,   welche  wir  durch  f{a)  be- 
zeichnen, also 


f{(a)  =:  1  -f  TcoHiD  -f  x*CQ%'ia  -f-  :c'cos3»  -f  .i 

l-l<a:<+l| 

setzen  wollen.  Daher  ist  nach  einem  bekannten  Satze  der  Integral- 
recbnung*),  immer  anter  der  Voraussetzung,   dass 


•>  IL«.  MMin»EI«af«»t«  der  Diffacealial-  na4  IntefraU 
rcebnang.  Tbl.  II.  beipsig.  1637.  $.  8.  Dieaar  Sata,  wskher 
r&cbüelitlicii  ■aintr  gmina  wiaHMdiafilicfawi  B*dMtaa(  dMu  Ta^loi^ 
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kt  uad  n  «tnen  beliebigsu  Bogen  bezdchnal: 


■ehen  und  MBcIinrin'ichen  SaCie  an  die  Soito  geietat  werdca   mamt  >    bt 
n&mlich  fnlgendcr: 

Wenn  die  Gr6*ien  «oi  «i.  «■>  »i.  04,.--.  FaDctianaH  t*b 
Jt  lind,  nnd  fnr  sval  gewlaae  Gräniand,  t  Toa  X  <!■ 
Olelchung 

1=H,  4  «i  -f  «,  -f  "a-f  «4  4-  ^... 


lii' 


ittttfiadet;  ■<»  lal 


j'tiX  =  j      U^iX  -i-  ß      tt,BX  ■}■  Jutix  +/ '»,»  +  ... 


<  < 


f(w)=l-f-«conv-|-^*co*2<u4''c««3«'+"— > 
«enu  Bor  die  Bediagnag 

Brfällt  iit,   für  jedcf  o>  gilt,   in  daei   miM  mnek  nadi  Duaerani  «bigca 

Sutae  die  Gleich ang 

+ 

fär  jedea  a  gilt,  d.  b.  die  Inlegration  sviichen  den  GrSoieu  0  nnd  ■ 
für  Jedee  u  Tatetattet  iit,  wenn  nor  die  Bedingung 

erfüllt  Itt.  Due  nncb  die  In  allen  laldieD  Fillen  nie  bei  Seite  WB  «ei- 
lende Bedingn&g  der  StetiKlcelt  aller  Terkommonden  Grösaw  nriacfau 
den  betreffenden  GrbwM  emllt  tein  vbh,  Terelaht  *iA  *m  «attat. 
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r- 


+ '.  , 


Nacb  19)  Ut  aber,  weon  wir 

ArcUngr 


Arctangr— — --  =  =  ^rsini«  +  a  a^iii2n+  =  ^r^ioSn  +  ™ 
Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

Ktenatirt  man  nnn  «af  beiden  Seiten  nach  lo,  so  wbält  ati 

,,  .      .    ,    S    .     ,           xmnm 
«Ol)  =  i  +  s-  Arctans  t ■ 

Mittelst  leichter  Rechnung  erhSit  man  ab« 

j;^  Arctang  j_^^^^=  l_^«,„L|,^- 
Also  iatnach  dam  VorhergshendeD ,  wie  man  leicht  findet: 


„  ^  l—xcoan 


and  well  nnn 


/(a>}=l-t-j;cosca-l-X^O03a)+x>COs3a-f  .. 


ist,  an  iit 
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IM 


1 — jfcoa» 
1 — 2a:co»a  +  x^ 


Multiplicirt  luan  auf  beiden  Selten  dieser  Gtüchung  mit  %  and 
zieht  dann  auf  beiden  Seiten  die  Einheit  ab,    bo  erhilt  bub: 


1  —  2xeosta  -i-x' 

§.7. 
Weil  die  Reihe 

X,      X*,     X',     **,      JE*,      . — 


bekanntlich  coDTergirl,  so  convergirt  unter  derselben  Voren»- 
selznng  ffir  jedes  vt  such  die  Reibe 

2810(0,    ;z*siii2(i>,    x^amZia,    a^Aaito,  .... 

und  hat  daher  doe  gewisse  Summe,  die  wir  durch  f{m)  bn^h- 
nen,  also 

/i;(B)=:a«in«t+«*Bin2i»+4:^iD3(i)+.r*8io4» +..... 

setzen  nollen.  Alno  Ist  nach  dem  im  vorhergehenden  I^ragra- 
pben  angewandten  Satze  aus  der  lnt«gralrccbnuQg,  immer  nntn 
der  Voran 88 elaung,  dass 

ist  und  n  einen  beliebigen  Bogen  bezeichnet: 

+x^  f ,  Bm3aSm+x*  t    8in4ffiSco 
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= —  I  «cos»  —  ^yiAiot/ia  —  jx'cosSco— 2  ^CMjto  —  ... 
+  1«  +5Jr"         +3^'        +i^  +"■■ 

Nach  35)  iat  aber 

IV^l— Stecosw+Ä« 
^  — jÄCOBM — a^c'coaäi» — g;i:'co83»  —  iJ:*coB4«i  — 
und,  wenn  man  n=0  setzt: 


lVa-*)'=l(l-a:) 
1 


5  »»-I  :»•-=»<-... 


.\l8n  ist 

/"/(»)8">=1V  1  -2«C08«>  +  ;c»  -  1(1  -«), 
iL  i. 

/'^°'°°°"'V1-^.1h-:.-- 
folglieh,  ffflOB  maa  «nf  b«idn  Seiten  nach  n  diSereatiirt : 

/r  \-^     ^  I  ^""^ 

Weil  nun  aber,  nie  man  leicht  fiedet: 

8  . 1 — X    '        xmaa 


l-arcoBO+x*^'''"^' 


also  nach  dem  Obigen : 
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67) 


1  —  2xcMa  +  a* 

^  XBtam  +  cAioS»-^  x'^ißa+  3c*ain4io  + 

i-l<a;<;  +  l| 

58)    (1— 2arcM»  +  a:*)-' 

=;l  +  -j «■+   —. *' +  -: — x*+ 

Bian        '    sinoi        '   bidcs 

l-I<a:<  +  J|. 

Dies  mOcbten  etwa  die  wichtigsten  In  der  TrigoDoroetrie  «od 
■phSrischeD  Astronomie  TorltorameDdeo  Reihen  sein,  die  ich  hier 
mit  völliger  iStrenee  sn  entwickeln  versucht  liahe,  um  zugleich 
ein  Beispiel  fflr  die  Anwendung  des  Maciaurin'schen  Satus  in 
seiner  neuwen  Gestalt  ZU  geben. 


xxati 

Einfacher  Bewelg  fOr  die  von  Hasclie- 
ronl  gegebene  AnflSsiuiK  der  Aufgabe: 
die  I<&ngre  einer  an  Ihren  beiden  End- 
punkten nnzuKftnKlichen  geraden  U- 
nle  zn  messen. 

Von 

Herrn  Dr.  J.  R.  Boyman 

za  Cobleni. 


Von  dem  Tidracb  bflwSlirteD  mathenutischen  Lehrbuch«  des 
Herrn  Ueransgebern  diesen  Archivs  ist  so  eben  der  ersten  Ab- 
theiiang  zweiter  Theil  (Lehrbuch   der  Matbcnialili  fflr  die 
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mtttlern  KlaBsen  büb«rer  LehrafiatAUflB  ron  Job.  Avg- 
Gronert.  II.  Tfaeil.  Ebene  Geometrie.  Brandenburg. 
1881.)  hl  vierter  Ausgabe  erschienen,  welche  wiederum  mit  mcb- 
rerea  Zusltzen,  nsmentllch  Aber  die  Theorie  der  Transrersalen 
und  deren  Anwendnag,  bereichert  ist  und  vor  andern  Sbniichen 
Lebrbficbern  sieb  dadurch  wesentlich  auazetcbnet,  dasa  in  dersel- 
ben auf  dos  Praktische  gebührend  Rücksicht  gennmmen  und  ins- 
besondere  der  Gebrauch  dea  Winlielkrenzes   gelehrt  worden  ist 

Um  die  Anwendung  dieses  (Br  die  elementare  Feldmessknnst 
ebenso  liraucbbaren ,  aJs  in  seiner  Constrnction  elnfacheD  Instm- 
mentes  zu  zeigen ,  ist  in  dem  Anhanse  S.  254.  des  genannten 
Lehrbuches  unter  andern  von  der  Aufgabe:  „Die  Länge  einer  an 
ihren  beiden  Endpunkten  unzugänglichen'  geraden  Linie  zu  mes- 
sen" mit  Hälfe  des  Winkelkreuzea  eine  elegante  Auflüsutig  {gege- 
ben. Herr  Professor  Grunert  erwähnt  zugleich,  dass  die  gege- 
bene AufiDsung  der  Schrift:  „Solutions  peu  connnes  de 
diff^rens  problimes  de  Gdomätrie  pratiqne,  poor 
Bervir  de  Huppl^ment  aux  Trailäs  connus  de  cetle 
Science;  recueillies  par  F.  J.  SerTois.  A.  Metx.  An 
XII.  p.  75."  entlehnt  aei  und  dass  Servois  aelbst  ss^e,  dass 
diese  AnOüsunK  schon  von  Maacberoni  in  der  Schrift:  Pro- 
blemi  per  gli  Agrimensori  cou  varie  SoluzionL  Pavia 
X793.  Probl.  IIL  Soluz.  la"  geeeben  worden  sei;  bemerkt 
aber,  dass  der  für  diese  Auflösung  beigefagte  Beweis  von  ibm 
selbst  berrahre. 

Indem  ich  nachstehend  die  Auflösung  der  genannten  Auf<;abe 
mit  denselben  Worten  des  Herrn  Professor  Grunert  folgen  inssBt 
sehe  ich  einen  andern  Beweis,  welcher,  wenn  auch  keinen  andern 
Vorzug,  doch  den  der  grSssero  Einfachheit  und  Kflrze  haben  wird. 

AnflSsnng.  Wenn  ^iV(Taf.X.  Fig.  I.)  diezn  messende  Lini« 
ist,  PO  suche  man  auf  dem  Terrain  drei  Punkte  A,  B,  Cvon  solcher 
Lage  auf,  dass  die  Winkel  MAN,  JUBN,  MCN,  unter  denen  In 
diesen  Punkten  die  zu  messende  Linie  erscheint,  dem  Winkel 
des  Winkel  kr  euzes  und  daber  natürlich  auch  unter  einander  gleich 
sind.  Dann  messe  man  die  Linien  AB,  AC,  und  suche  mit  dem 
Winkelkreuze  in  der  Linie  BC  den  Punkt  D  auf,  welcher  in  der 
Linie  BC  eine  solche  Lage  hat.  dass  der  Winkel  ADC  gleich- 
falls dem  Winkel  des  Wiiikelkreuzes,  also  auch  den  drei  Win- 
kel» MAN.  MBN,  MCN  gleich  ist.  Missl  man  hierauf  noch 
die  Linie  AD,  so  ist 


sich  einfach  durch  folgende  Betrachtung.  Da  die  Winkel  MAit, 
MBN,  MCN  einander  gleich  sind ,  soliegen  die  Punkte  M,  N, 
A,  B,  Cauf  einer  Kreislinie;  daher  ist 

A  MNFoo^BAF, 
woraus  folgt: 
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MirtAB=FM:BF 1) 

Aocfa  s»d  als  Peripfaeriewinkel  auf  deniBelbee  Bogen  die  Winkel 
ACB,  AMB  einander  gleich,  und  da  nach  der  CMstracUra  aock 
die  Winkel  ADC,   XBN  gleich  sind,   so  Ut 

^ACDts>£i.F]UB, 

daher 

AC:AD=FM:BF  .  ...    2) 
Ans  der  Verbindung  von  I)  und  2)  erhSit  man  nun: 

MIV:AB=AC:AD, 
woraus  unsere  zu  beweisende  Formel  sieb  sofort  ergibt,  nBmIicfa: 
AB.AC 


JtfJV= 


AD~ 


Dau  Herr  Doclor  Bajman  In  Cnhieni  bei  AbfanaiiK  de*  «bigea 
Anfiatiei  von  den  in  Thl.  Will.  Haft  I.  nligedrncicten  BemcrknnKen 
det  Herrn  Profeoor  Prnta  in  Stuttgart  durchau«  keine  Kennini»  bnben 
knnnle,  halta  ich  für  meine  Pflieht  hl^r  cd  bexengen.  Da**  ich  aber 
Herrn  Dr.  Bo^man  für  die  obigo  Hittheilung;  in  l>etondprein  Danke 
Tcrpflichlet  bin,  and  nabedin^t  aeerkean»,  da**  der  obi^  llewei*  Tor 
dam  Toa  mir  a.  a.  0.  K^gebenen  Beweiae  durch  grütiero  Eiafacjibeit 
«ich  auaceichnel,  wird  mir  Jeder,  der  meine  Sinneiart  kennt,  aach  obno 
meine  Verticheraag  glauben. 

Der  Heraaageber. 


D.g.tizecbvGoOglC 


Atwlss  eines  Beweises  ffir  den  soge- 
nannten elften  KnlUidlscIien 
Orundsatz. 

Von  dem 

Stadirendeo  der  Theologie  Herrn  H.  Tb.  Hürlycli 

aai  Scblecwig-HoliteiD  tu  Roiin. 


Alle  diejenieen  Erkifiningen ,  Lehrsätze,  Aufgaben  u.  8.  \r., 
die  DnabhSngig  aind  von  dem  Bogenannten  11.  Axiom  des  Euklid 
und  in  den  meisten  Ausgalien  der  Planimetrie  schon  vor  diesem 
dargestellt  w«rden,  setaen  wir  hier  als  vollkommen  begründet 
voraus,  indem  es  uns  hier  allein  darauf  ankommt,  die  Entbehr- 
lichkeit dieses  sogenannten  Uruudsatzes  nirchzü (reisen,  ohne  ans 
anf  die  allgemeinere  Frage  einzulassen,  ob  Grundsätze  Oberhaupt 
zulässig  und  unentbehrlich  sind  In  der  Mathematik. 


Emter    Satx. 

!n  einem  Dreieck  ist  die  Summe  der  Winkel  nicht 
>2Ä. 

Beiveis.    In  dem  Dreieck  ABC  (Taf.X.  Fig.  2.)  sei 
BO->AC>  AB 
und  folglich 

^BAC'>^ABC->^ACB; 

(da  -ConBlmction   und    Beneis   fSr  die  beiden  andern  ditteliehes 
Pfille,  dass  zwei  oder  drei  Seiten  und  folglich  auch  zwei  oder  alle 


D,g,t,z.ctvG00gIC 


drei  Winkel  gleich  sind,  mit  einer  kldnen,  alch  aae  d«r  Sacha 
selbst  ergebendau  Vsrändernng  folgt)-  Dana  soll  gezeigt  wer> 
den,  daas 

ist.  Za  dem  Ende  halbire  man  AB  in  J,  siehe  CJ,  verlRngere 
diese  bis  DJ=fJJ  ist  und  eiche  DA,  in  dem  so  entstandenen 
\DAC  halbire  man  AC  in  K,  ziehe  DK,  verlängere  diene  bis 
J£E=DK,  ziebe  AE.  Im  ^DAE  halbire  man  dann  DA  in  L, 
ziehe  i<£,  niache'l/F^Z>£  und  ziehe  FA  u.  s.  w.,  indem  man 
von  den  beiden  fraglichen  Seiten  eines  durch  solche  Constraction 
entstandenen  Ureieclis  immer  die  nicht  zuletzt  entstandene  Seite 
halbirt 

Ans  der  Construction  folgt  nun  durch  einen  einfachen  Sehlnss: 
^BJC^^DAJ,    ^AEK^i^DKC,   n.  s.  w.; 

die  Winkelsnmme  in  ^DAJ  +  ^AJC  =:  der  Winkelsumms  in 
^BJC+^AJC,  und  2ß  auf  beiden  Seiten  abgezogen:  Win- 
kelsumme in  ^DAC=  der  w^ABC.  in  C^DAE  ^AEF  u.  s.  w. 
Bezeichnen  wirdiese  Winkelsnmme  im  ersten  Dreieck  durch  ^,  im 
-    zweiten  durch  S' m.  b.w.,  so  ist  also  S=S'^S''  u.  s.  w.    Dem- 

Semliss  sollen  A,  A',  A"  n.  s.  vr.  den  bei  A  liegenden  Winkel 
er  verschiedenen  Ureieike  und  Z,  Z',  Z"  o.  s.  w.  die  Summe 
der  beiden  übrigen  bezeichnen.    Es  ist  dann 

A'=A^^^ABC.    A'=A'^^DCA    v.  a.  w. 

A  +  Z^^A'-i^Z'^A'+Z"  u.  s.  w.  =S, 

Z'=Z-^ABC,    Z''=Z—^DCA  u.  a.  w. 

Nach  der  Annahme  Ist 

^ABOj^ACB, 
und  aus  der  Construction  folgt: 

^DCA^jCCDA  u.   s.  w.; 

Z>^2;     Z'>2Z'',    Ä">2Z"'  M.  s.  w.; 

Z  >  2Z'  >  iZ'  >  8Z"'    u.  s.  w. ; 

Z'<,lz.    Z"<\z,    Z"<gZ,  Z^F^j^z,  n.  s.». 

Es  ist  hieraus  klar,  dass  Z  durch  lange  genug  fortgesetxte 
Construction  kleiner  gemacht  werden  kann  als  jede  bestimmt  ange- 
gebene  WinkelgrSsse.  WärennnSetwa  nm  x  grüsser  als  SA,  so  setee 
nan  die  ConstroctioB  so  lange  fort,  bis  x>  Z^'i  ist ;  d«  nan  ^M+Zt") 
=  5  ist,  so  wir« 
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■^w=iaÄ+(x— ZW). 

J->2fl;  '-■ 

da  doch  A  als  Wink«!  «Ines  Dreiecks  immer  <2£(  ist    Also  Ist 
S  nicht  >2Ä,  w.  z.  b.  w.- 

Folgernngea 

1.  Der  Auasenwinkel   ist   nicbt  kleiner  als  die  Summe  der 
beiden    innereu  ihm  gegen  Üb  erstehend  cd  Winkel  eines  Dreiecks. 

2.  Zwei  Winkel  eines  Dreieckes  sind  aosammen  <2ii. 

3.  Die  Summe  der  Winkel  eines  Viereckes  ist  nicht  >4ß. 

i  gerade  Linien  in  einer  Ebene,  die  Ton  einer  dritten 
en  '  .        .■    "  .      .  .™  .   . 

ie  : 

verlängert  nie. 


Zweiter  Sat:. 


Sind  drei  gerade  Linien  in  einer  Lbene  gegeben, 
die  sich  nie  scnneiden,  so  schneidet  die  mittVere  jede 
Linie,  weiche  man  sich  secogen  denkt  zwischen  zwei 
beliebigen  Punkte»  der  beiden  äussern. 

Beweis.  Wenn  ich  zwei  gerade  Linien  AB  und  CD  (Taf.  X. 
Fig.3.)  habe,  die  sich  nie  schneiden,  so  ist  klar,  dass  eine  dritte  EF, 
die  keine  von  beiden  schneidet,  entweder  zniscben  diesen  beiden  lie- 
gen muss  oder  ausKerhatb  und  zwar  entweder  nach  der  Seite  von 
CD  bin:  dann  ist  CD  die  mittlere;  oder  nach  der  Seite  vnn  ^J? 
hin:  dann  ist  AB  die  mittlere;  auf  jeden  Fall  also  liegt  unter 
drei  sich  nie  echneidenden  Geraden  in  einer  Ebene,  eine  von 
ihnen  zwischen  den  beiden  andern;  in  unserm  Falle  sei  EF  die 
mittlere  zwischen  AB  und  CD.  Von  einem  beliebigen  Punkte  L 
in  AB  ziehe  man  nach  einem  beliebigea  Punkte  A  in  CD  eine 
Gerade  KL,  dann  soll  bewiesen  werden,  dass  £Fdie  KL  schneidet 

Von  einem  beliebigen  Punkte  O  in  EF  ziehe  man  nach  den 
Punkten  0 in  ^S  und  6  in  C/>  gerade  Linien,  wo  tf  und  (?  allerdings 
beliebig  aneenommen  sein  sollen,  aber  so,  daas  eie  auf  der*elben 
Seile  von  KL  liegen  wie  O.  Di  nun  OH  ganx  auf  ein«r  Seite 
von  EF  liegt,  «eil  zwei  Gerade  sich  nur  einmal  schneiden  kön- 
nen, und  ehenan  OG,  so  folgt,  weil  B  und  G  nach  der  Voraua- 
setzung  auf  verschiedenen  Seiten  von  EF  liegen,  dass  auch  die 
Linien  OH  nnd  OG  auf  verscfaiedensn  Seiten  ven  EF  liegen. 
Dnrch  diese  Constraction  erhalten  wir  also  das  geachlossene  Ffln^dc 
Thdl   Xrill.  31 
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OBLKG,  In  wdcbem,  als  1«  alofliB  bwtinnteB  endlichen  FfinCwk, 
kein  Punkt  voa  O  uDendlich  entfernt  sein  kiinn;  verl&ngert  man 
also  EF  nach  der  Seite  Yon  liK  bin,  so  muss  EF,  weit  Jede 
Gerade  sich  bis  ins  Unendlicbe  verltnffem  Iftset,  einmal  eineSeite 
des  Fünfecks  schneiden;  OH  und  OG  bann  EF  nicht  schneiden, 
denn  die  schneiden  sich  in  O,  HL  und  GK  schneidet  EF  nach 
der  VnraussetzDnK  nicht,  als«  schneidet  EF  die  fllnfte  Seite  LS, 
w.  B.  h.  w. 


Dritter  Satt. 

In  einen  Viereck,  in  welchem  an  d«v  Ornndlinie 
zwei  rechte  Winkel  sind,  die  von  der  Grundlinie  und 
zwei  einander -'ffleichen  Seiten  einveschlossen  wer- 
den, sind  alle  Winkel  ^R,  also  die  Snmme  isaiB. 

Beweis.  In  den  Viereck  ABCÜ  (Taf.  X.  ¥\%.  4.)  sei  AB  ftk 
Gmndttnlc  angenomnen, 

^DAB^^ABC=R  and  ÄD=BC; 

es  folgt  leicht,  das«  dann 

^ADC=^DCB 

ist;  man  soll  beweisen,  dasa 

^ADC=ijCDCB=B 

ist.  Da  sie  nun  nach  dem  Vorigen  nicht  grösser  als  B  sein  bSD- 
nen,  so  nehmen  wir  an,  sie  seien  <A.  etwa  ^R—x. 

Man  Verls i^ere  AB  fiber  B  beliebig  weit  hinaus  and 
schneide  von  B  an  auf  der  VerlSngerune  die  Stücke  BE^EG 
T^GJ  u.  a.  w.  ^^AB  ab;  errichte  dnrch  E,  G,  J  u.  s.  w.  Per- 
pendikel EF=GH:^JK  V.  8.  w.  =AD=BC,    dann  falgt  leicht 

DBQäCEQäFG  a.  a.  w. 

Dann  erf^nze  man  den  ^ADC,  der  nach  der  Annahm«  =R—x 
ist,  au  einem  Rechten  durch  die  LinieDT,  die  man  sich  hinläne- 
lich  weit  gezogen  denke.  Verl&nsert  man  ßC  Aber  C,  CF 
3ber  F  u.  s.  w.  hinaus,  so  folgt  leicht,  dass  BC  von  BF  nach 
dieser  Seite  hin  nicht  geschnitten  werden  katin,  weil  DTAikDC 
in  D  schnrädet;  aus  der  BeschaSeuheit  der  Winkel  bei  C  folgt, 
dsss  CF  zwischen  AB  (wir  denken  uns  alle  Gerade  bis  inn  Un- 
endliche rerUngSTl)  und  DC,  FH  »wischen  AB  und  CF  n.  s.  w. 
nach  dieser  Sette  hin  liegt  Ua  DT  nun  nicht  DC  nach  dieser 
Seite  hin  schneidet,  se  schneidet  es  um  so  weniger  CF,  FB,  HK^ 
u.  s.  w.  nach  dieser  Seite;  der  Kürze  halber  nennen  wir  die  eben 
besprochene  Seile  rachts,  die  entgegeBgesetzte  links.    VeriSngert 
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nun  niiD  CF,  FH,  BK  n.  s.  w.  uch  \mVm  Ober  C,  F,  B  D.a.  w. 
ito  folgt  »na  unaercr  Annahme  alsdann 

^BCD  +  ^BCF==i^EFC+^EFff  n.  n.  w.  »2Ä-2»; 

daraus  folgt,  das»  dl«  VerlBneernngeD  von  CF,  FB  u.  a.  w.  nach 
rechts  nnd  links  nm  einen  Winkel  =2j;  tor'  DC  und  FS  u.  s.  w. 
abn«ichen ,  diese  also  mit  den  Perpendikeln  BC,  EF  n.  s.  w. 
einen  Winkel  =A-l-a;  bilden,  also  nach  keiner  Seite  hin  AB 
schneiden,  »ach  dem  ersten  Satze.  Da  die  Linien  CF,  FB  a.  s.  w. 
nun  auch  DT  uacb  rechts  nicht  schneiden .  so  bleiben  also  nur  die 
beidenFälle  mSelicb,  erstens,  dass  CF,  Z)?*  und  .<l£,i''A,i> 7 nnd 
^B  u.  s.  w.  sich  nie  schneiden,  oder  zweitens  CF  und  BT, 
FB  und  DT  schaelden  sich  nach  links  hin.  Im  ersten  Fall  ist 
AB  iedenralls  nach  der  Construction  nicht  die  mittlere  zirischea 
CF  und  DT,  aUo  ist  entweder  DT  oder  CF  die  mittlere.  Ist 
DT  die  mittlere,  so  mnss  sie  CB  zwischen  Cnnd  B  schneiden 
nach  dem  melten  Satxe,  dann  lüfte  aber  DT  zwischen  AB  und  BC 
naefa  rechts  hin,  welches  gegen  die  Conetruction  ist.  Wäre  aber  CF 
die  mittlere,  so  mflsste  sie  AD  zniecheu  A  und  D  scheeiden,  dann 
machte  ihre  Verlängeruaf;  mit  £C  einen  Winkel,  4er  kleiner  als 
R~x  wfir«,  ob|;leicb  wir  aus  unserer  Annahme  und  der  Con- 
struction  Dachgcwiesen  baben,  dass  dieser  =£-|-;r  ist  Es  bleibt 
demnach  nur  der  iweite  Fall  dbrig,  dass  CF  nach  ünks  DT 
schneidet,  und  folglich  FB,  BK  n.  s.  w.  ebenso.  Man  verlia- 
gere  demnach  diese,  bis  sie  DT  beziebuDgaiveise  in  P,  Q,  B 
u.  8.  w.  schneiden,  dann  erbfilt  man  dl«  Ürelecke  DCP,  PFQt 
QBR  u.  8.  w.     Es  näre  dann 

^PDC-x,     ^DCP=%t; 


^PDC+^DCP+^CPD'=  oder  <2£ 

nach  dem  ersten  SsUe,  also  ax<2A;  ferner  im  ^FPQ,  ^FPQ 
als  Aussenwinkel  vom  ^PDC=  oder  '>ix,  ^PFQ=::ix,  also 
&x<2Ä.  So  erhBlt  man  nach  and  nach  3a;,  &c,  7x,  9x,  Iht  H. 
s.  w.     <2/i,  also 

,22222 

woraus  erhellet,  dass  x<.  als  jede  noch  xo  kleine  bestimmt  ange- 
gebene  Grösse  ist.  x  bat  demnach  gar  keine  Grflsse ,  sondern 
ist  gleich  0  und  R  —  x=R,  also 

^ADC=.^U)CB=R, 
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Aomerkang. 

Wir  liaben  in  vorstehenden  SKtzen  der  Kfirze  halber  nnr  den 
Gang  Ata  Beneiaes  im  ÄllgemetTien  gegeben  und  diesen  eo  weit 
ausgeführt,  daes  wir  hoffen  konnten,  der  Kundige  werde  das 
Uebrige  mit  Sictierbeit  ergänzen  können.  Vermittelst  des  letzten 
Satzes  nun  in  Verbindung  mit  dem  ersten  und  dessen  unmittel- 
baren Folgen  schreitet  man  mit  Leichtigkeit  bis  zum  Beweise  des 
sogenannten  elften  Axioms    des  Euklid  vor. 

Vermittelet  Ergänzung  zum  Rechteck  beweist  man,  dass  d're 
Summe  der  Winkel  im  rechtwinkligen  Dreieck  =2K  ist;  dutch 
Zerlegung  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  beweist  man,  dass  die 
Snmme  in  Jedem  Dreieck  =2/f  ist,  und  durch  Zerlegung  ,in  zwei  Drei- 
ecke beweist  man,  dass  in  jedem  Viereck  die  Summe  der  Win- 
kel =:4R  ist.  Und  hieraus  wird  jeder  leicht  die  glelcHmässige 
Annäherung  um  gleich  viel,  auf  gleich  grofise  Entfernung  solcher  zwei 
Linien,  wie  unser  sogenanntes  Axiom  dieselben  voraussetzt,  be- 
weisen können,  woraus  wieder  mit  Pjolhwendigkeit  folgt,  dass 
sie  sieb  entweder  treffen  oder  scbneidün  mflstien.  Wir  erlauben 
•ins  nur  noch  darauf  aufmerksam  za  machen,  dass  der  eigentliche 
Knoten  des  Beweises,  wenn  wir  so  sagen  dürfen,  nach  unserer 
Meinung  nicht  so  sehr  im  .dritten  Satze  liegt,  obgleich  dieser 
schwerer  ist,  als  im  zweiten,  indem  hier  gerade  das  Schneiden 
zweier  Linien  unter  bestimmten  Bedingungen  bewiesen  wird,  und 
alle  Versuche,  die  Schwierigkeit  dieses  sogenannten  Axioms  zu 
iDsen,  immer  und  immer  wieder  daran  scheitern,  dass  dasScbnei- 
den  der  zum  Behuf  der  LCsintg  betrachteten  Linien  nicht  streni; 
nachzuweisen    ist 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

Ich  bin  zwar  k^  Freund  neuer  Parallele ntheorien,  und  habe 
schon  mehrere  mir  zugesandte  Versuche  dieser  Art  nicht  in  das 
Archiv  aufgenommen.  Bei  dem  vorstehenden  Aufsatze  glaubte  ich 
aber,  da  er  mir  manches  Eigenthümliche  zu  enthalten  scheint, 
um  so  mehr  eine  Ausnahme  machen  zu  müssen,  weil  der  Herr 
Verfasser  mir  schreibt,  dass  zwei  competenla  Richter,  Herr  Pro- 
fesaorHeine  und  Herr  Doctor  Beer  inBonn,  sich  günstig  über 
denselben  ausgesprochen  haben.  Eine  Kritik  von  meiner  Seite 
an  diesem  Orte  ist  unzulässig  und  unangemessen,  und  ich  muas 
dieselbe  daher  ganz  den  Lesern  fiberlassen,  bitte  aber  dabei  nicht 
zu  vergessen,  dasa  der  sehr  bescheidene  Herr  Verfasser  seinen 
Aufsatz  nur  einen  „Abriss"  eines  Beweises  des  eilften  Euklidi- 
schen   Grundsatzes  genannt  hat 
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Heber  eine  Auflebe  in  der  Hrefis- 
tlieilunff. 

Von 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  an  der  Realichnle  zu  Stralanod. 


Gauss  zeigt  in  der  siebenten  Seclion  der  Disq.  Arithm., 
dass  för  jede  positive  ungerade  PrirazabI  n  das  Polynom 

sich  anf  die  Form 

KF— n(-l)lt»-'>ÜZ 

bringen    iHaot,    wo     F  und   Z     ganze   Fonktionen    von    x    vom 

\- i,     1         Grade  sind.    Die  KreiHtbeilung  selbst  liefert  nnr  eine 

derartige  Zerlegung;   wir  wotlen  hier  unteTsuchen,    »b  diese  Zer- 
iefiung  auf  mehrere  Arten  gemacht  werden  kannt 

Eisenslein  sagt,  dass  die  Beantwortung  dieser  Frage  wich- 
tig sei  för  den  Beweis  des  Ferntat'when  Satzes,  von  welchem 
Euler  und  Difichlet  specielle  FSIle  behandelt  haben.  (Grell« 
Journal.  Band  27.  p.  88.). 

Die  Kreistheihing  geht  bei  dieser  Zerlegung  von  den  Wer- 
tben der  brideo  Perioden 
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aaa,  wo  r  eine  beliebiKe  Wurzel  der  Glelchuag  X^O  ht,  daa 
erste  SummenzeicbeD  sich  Ober  alle  Werthe  von  R,  welche  qua- 
dratlscbe  Reste  voo  n ,  das  andere  eich  Über  die  Wertbe  von  N, 
welche  quadratische  nicht-Reste  ron  n  slDd,  erstreckt    Fflr 

5(2-I)=m,    (-1)-=« 

Ut  bekanntlich 


Sind  nun 

X'  =a?"+aiÄ--»+...  +  a^i»+am  =0, 

X"  =a:"+ Ä,:r— 1  + ... +  6— j*  +  6- =0 

die  Gleichungen,  deren  Wurzeln  reep.  die  Glieder  in  p,  p"  sind, 
so  das«  also  X=xX'X"  sein  musa,  so  lassen  eich  die  CoefiGcieQ- 
ten  ai,  b>.  bekanntlich  folgendermassen  ausdrücken: 

bi=2ix+^ip'  +  Zip; 
no  %i,  S&;,  Ci  ganze  Zahlen  sind,  and  es  kommt 

wo 

P— J» 
let.    Nim  Ist 

iX=4X'X"=(X'  +  X")*-(X'— X«)«, 
folglich 

4X=rY~ntZZ, 
wo 

Z  =  «»-»+  Ä,«~-*+ +  B, 

ist.    Es  sei  nun  umgekehrt 
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iX=Tr—mZZ,    m=|(M-I),    «=(— !>-; 

wo   die  CoefGcteBlen  in  F,   Z  ganze  Zableo  sein  «ollfl».     Die 
HnttiplieatloR  xeigt  zuufichst,  dsM 

(II  j(^»-mß,«)=l 

tat.    Es  einlebt  eich  fern« 

i=(f +|v».)(f-f  V».). 

[2]  ....  Jf=(j)"+»,»«->+...+o,)x(»"+4,ji"-H-+».). 


PJ 


[0    Ji=J,fi+mBai,    Bi=Aiai  +  Bafl- 

Dia  Wondn  der  Gleichang 

a*+  «,a:"->  + ....  +««=0 

Bind  Dach  [2]  WnTzeln  d«r  Gleichung  X=0,  lernen  eich  also 
dorcfa  PoteDsen  einer  beliebigen  Wnreel  r  der  Gleichung  X^O 
ansdrflckeo;  man  beieichne  diene  Wurzeln  mit  r^i,  r^,....r^und 
nof  Ihnlichs  Weie»  bezeicfane  man  di«  Warzetn  der  Gleicbong 

a" +  *,««->+  — +  6p.=0 

nüt  r^t,  r^,  r'*,  nnd  setze 

P=f{.  +  r«.  +  ....+rV 

/>'=n.+r».  +  ...+r'-; 
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rerner  sei,  «wie  oben, 

WQ  Ri,  R^...RZ  die  quadratischen  Beste  fflr  den  Modul  n ;  iV,,  JV,. 
....  JVa  itie  Niclitreste  bedeuten.    Es  tat  also 

7>=-<ii  =  -/j-y,V(»,    /*=-*,=— /i+ftVm, 
P+P=-2/,  =  -l,     /,=.5i 
Tolglich 

JP  — -^— ffiVw," 


[S] 


~ö+9iVni;    und  nach  dem  Obigen: 


I  1.1, 

/p  =  — aijVffl. 

wo  die  Zeichen  sich  auf  eioander  beüehen,  aber  uubestimiDt  sind. 
Hieraus  folgt 

P-ix^-a^Vm,   i>-T^'=:tVin,    P-P'=T2j.0-p'); 

oder 

[6] P-P'±iffiPf^ip'=0. 

Setzen  wir  nun  in  den  Ausib'ficken  von  P,  P",  p,  p',  x  statt 
r  und  beieichnen  die  reeultirenden  Funktionen  von  x  mit  Pt,  Pm't 
Pn  p'»t  «o. verschwindet  die  Fnnlction 

fSr  s^T  ({iß])]  ist  folglicb  durch  x—r  theilbar,  ebenso  wie  X, 
folglich  mu»»  das  grüsate  gemeinschartliche  Maass  Ton  cpf  und  X. 
eine  Funktion  von  x  sein,  die  höchstens  Tom  (n — 2)ten  urnde  sein 
wird,  da  7x  durch  X  theilbar  ist,  und  A  fiQr  x=^nii:btTerschwindeL 

Dieses  gritsste  gemeinschaftliche  Maass  bat  nun  nothwendig 
rationale  Coefficienten ,  wie  sich  aus  der  eewOhnlicben  Methode 
Reiner  Bestimmung  ergiebt,  folglich  ist  X  thirch  eine  alfrehraiscbe 
Funktion  von  niederem  Grade  als  X  selbst  mit  ration^en  Coeffi- 
cienten tbeilbar;    dies  ist  aber  nicht  möglich,    ausser   wenn  7« 
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identisch  der  Ndl  gleich  ist  (Gauss  Disq.  Arith.  Seet 
VIL  art.  341.).  Da  aber  die  D&mtiche  Potens  ron  x  Dicht  au- 
gleich  in  ip^,  p'^  als  Glied  vorVommt,  so  ist  ersichtlich,  das»  <px 
nicht    identisch    =0  sein    liann,     wenn    nicht    2gi'^±l,     oder 

ft=±2'''*>  *l80  ist 

entweder    Pt-P'x  +p.— p'.    oder    /**— /*,— pi+p*, 

identisch    =0. 

Unter  der  ersten  Verauasetznn»  mSssen  die  Glieder  von  P't 
sSmmtlich  Glieder  der  Summe  Pi^Vt  sein,  aber  P-x  hat  mit  Pr 
kein  Glied  {gemein,  wie  leicht  erhellt,  Tolglich  ist  P'^  mit  pt, 
ebenso  Px  mit  p'i  identiack,  also  auch  P"  mit  p,  P  mit/j'  identisch.  In 
der  andern  Voraussetzung  findet  man  auf  Sboliche  Art,  daus  P 
mit  p,  P"  mit  »'  identisch  Ist,  d.  h.  wenn  man  sich  X  in  die 
Facitoren 

so  serfxllt  denkt,  daga  die  Goefncienten  aj,  £i  allge- 
mein unter  der  Form 

mss/i-t-j/lV»,    bx=fx—nV*n 

erscheinen,  so  ist  nothweadig    .  . 

ji:=(«— r«.)(«-r*.) — (a^-r''")X(:r-^''■)(^-r"•)•■■•(a'-*■%. 

d.  h.  man  findet  die  durch  die  Kreistheilang  selbst  ge- 

gebenene  Zerlegung  von  X. 

Setzt  man  nun 


f  F=:  2x" + a«^i  +  Aaa?»-" +  ....  + A» , 
[7]    ) 

(Z=a— i+Baa:'— ■+ +  B»', 

so  iatiiX=Y¥—tnZZ   die    durch  die  Kreistfaeilung  gefundene 
Zerlegung.    Aber  nach  [3] 

ax  +  Ja=2/i,      «— 6ji=2jwV««>      A=2  Al» 

1  »'-pjBi 
»*     2      Vn.     ' 

rabstituiit  nun  die«  WeTtb«  tob  fli  g>.ia  [4],    so  erhSlt  man. 
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iMaditeild,  dau  p*— ;isE:tV«t  bt: 

™  I 

wo  die  Zeichen  aicb  auf  eioanfter  beziehen,   und  v 
die  Gleichung 


gebanden  sind. 

E^  ISMt  sich  rerner  zeigen,  da«  Ai,  Bi  in  all»  Fsllea 

tftnze  Zahlen  sind.    In  der  Thal  erteilt  sogleich,  äaa»  A^,' B^ 
eide  gerade,  oder  beide  ungerade  seil  mOssen;  sodann  war 

folglich 

Ai  +  Bi=20li-»i), 

also  Ai,  Bi  ebegfalb  angleieh  gnade,  odei  nglelch  uDserade. 
Bierans  folgt  aber  unmittelbar,  daas  Jle  durch  [8]  bestimmten 
Werlbe  von  Ai,  Bx  ganze  Zahlen  atod. 

Uingdcebrt  «dU  erwiesen  werden,   dus 

iX=  r-r'—mZ'Z' 

sein  rnnss»   wenn  man 

T'^Aoa!--t-  J,a:--»  +....  +  Am, 

Z'  =  B,^  +  BiX^*+~^  +Bm. 

setzt,  und  die  CoefBcienten  A).,  Si  nach  [8]  bestimmt  --  la-det 
That  folgt  ans  [7J  in  VeibioduDg  mit  [8]: 

Z'^\b^T-3^^^A^Zi 
und  hiernacb  fiadct  «ch 

rr—nZ'l'  =!(-<<,•-  mB«')  (J'»-oiZZ)=4jr. 
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Dm  EadramlUt  aosercr  btsheiigto  Uatomclwag  ist  dm  M- 

gendes : 
Wenn 

ijT«  rr— «zz 

die  dnrch  dte  KrelstheilanR  i^egabene  Zarlegn»  des 
Polynoms  AX  Ist,  so  findet  man  alle  mSgltcben  Zerle- 
gungen dieaea  Polynoma,  n&mlich 

ix=s  rr—tnZ'Z', 

vermitteiHt  der  Farnaln  [V],  «der  auch  die  Goefrieten* 
ten  Ax,  jBx  der  allgemeinen  Zerlegung  nnd  die  Cfterfi- 
cienten  Ax,  ßi  der  besondern  Zerlegung  (welche  die 
KreiMtheilung  giebt)  mit  Hülfe  der  Formeln  [8],  in- 
dem A^  B„  beliebige  Weithe  der  Gleicbung 

bedeateo. 

Die  Gleichung  ^ 

hat  mit  Ausnahme  von  r=3  nur  die  Wvrzeln  ^=2,  JS^csO 
(offenbar  eenfigt  es.  Äff,  Bg  als  positir  zn  betrachten),  folslich 
nach  [9]  T'=r,  Z'=±Z,  daher  die  Zerlegung  in  dem  Falle 
n^3  (med.  i.)  nur  auf  eine  Art  mJjglich  ist  —  FGr  n^3  aber 
kann  man  Aa—i,  A^=Oi  A„ssl,  Sq^I  setzen,  und  erhalt 
nach  [9] 

r'=.\ri^lz,  Z'=It±Iz: 

die  Kreistbeilinig  glebt  r=23r+].  Z=I,  felgikk  ¥'=x—li 
Ztax-fl,  iricBerr  Eiaensteia  richtig  bemerkt  aber  auch  noch 
r'=x  +  i,    Z'=x. 

In  dem  Falle  n^l  (mod.  4.),  wo  i=l,  genOgendetGleiehDng 

unendlich  viele  Systene  ganzer  Zahlen,  weshalb  die  in  Rede^ 
«Miende  Zerlegung  alsdann  auf  nnendlich  viele  Arten  mflgtich  ist 


In  Bezuji  auf  die  Zerlegung  von  AX  in  YY-^tnZZ  mitUGIfe 
der  Kreistbeiluog  sind  noch  einige  Beaerknhgen  fibrig,  um  die- 
sen  Gegenstand  vollständig  zu  erledigen. 
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ir-+o,a!«"-'  +  ...+<i« 


die  Gleichang,  deren  Wameln  r>i,  i^,  r^< >■  ■   'sind,      die 

Poteazsummen  dieser  Wurzeln  bwceichne  iDan  mit  'S.!»,  S.of,  S.tf^, 
etc.    £b  ist  also  S.m=ipi  ferner 


S.in^=r^R.  +  ri»>  +.. 


folglich  S.ti)^=p  oder  =:p',  jeDucbdeoi  l  auadratischer  Rest  vod 
n,  oder  Nichtrest  von  n,  oder  jendt^dera  lud.  l  (mod.  n)  gerade 
oder  oDgerade  iat 

Mit  EUfe  der  Relationeo 


p  +  p'=— I,     pp'  =  ^{l— ik),    pp~—p—'^l—nt) 

M  es  nun  sefat  leicht,  die  CoefScieutea  Oi,  a^,....am  darch  die 
Newton'achen  Gleichungen  au  berechnen.  Bringt  maa  ax 
anf  die  Form 

so  folgt 

.      6A  =  a  +  S&p', 

wo  Ai,  Bi  die  allgemeinai  CoefiGcieften  in  den  Polynomen  Y 
und  Z  sind. 

]|.  Man  braucht  diese  CoefGcientea  nur  bis  snr  Hälße  au 
bereiÄnen.  Cm  dies  nachzuweisen,  werde  ein  allgemeiner  Sats 
Aber  die  Perioden  bewiesen,  welchen  Gauss  bloss  andeutet. 
(Disq.  Ari^thm.  art.  34d.). 

Es  sei  n— l=e/, 

wo  o  eine  primitive  Wnrzel'fÜr  den  Modul  n,  das  Zeiebeo  [pi\ 
die  Potens  i^  bedeutet;  femer  sei 

a/+«jj/-'+«^-''  +  "~(— '/■  1=0*) 
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die  Glelehut^,  denn  Wnneln  die  GKcdcr  in  {f,  l)  sind. 

Ist  niin  1**.  ^gerade,   so  ist  Allgsmeia 

folglich  kommt  in  der  Periode  (f,  1)  jede  Wurzel  mit  ihrer  reci- 
prok«n  zugleich  vor,  also  hat  die  rorbergehende  Gleichung  die- 
eelbea  Wurzeln  nie  die  folgeade: 

aJ  +  tt/_,  »r-i +  ;...+ «,a;  + 1  =  0 , 


«der  die  ersten  CoelTicieiitea  sind  den  letzten  ia  nmgeicehrter  Ord- 
nung gleicb. 

2".    Ist  /"  ungerade,  so  «ei 

(9)  .....  a/f  «,j:/-»+  "+B/-i*-l=0 

die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Glieder  in  if,  X), 

(Ö*)  ....  a!r+JJia/-'  +  ....+^f-,Ä— 1=0 

die  GIdcbung,  deren  Wurzel»  die  Glieder  in  (/,  —i.}. 

der  Gleichung  TS')  nind  die  reclprolcen  WerHie 
Gleichung  l9),  also  irerden  (9)  und  die  folgende 


Die  Wurzeln  der 
der  Wurzeln  der 
Gleichung 


die  nSmlicben  Werthe  hohen,  folglich 

Da  man  nun  die  Coefricienten  ß  findet,  wenii  man  in  den  Aas- 
drücken  für  die  CoellGcienlen  a,  welche  bekanntlich  auf  die  Form 

^  +  «{/■,  1>  +  Ol  If,  3)  +  ■-  +  ««(/.  r-') 

gebracht  werden  kSnnen,  Sberal)  (/*,  — fi)  statt  (f,  fi)  setzt,  so' 
jindet  man  die  letzten  Coefßcienten  der  Gleichung  (ti),  nenn  man 
in  den  VVerthen  der  erstert  Coefficienten  die  vornergehende  Sub- 
stitution macht,  und  die  Zeichen  verfindert. 


folglich  (.,=(— i>r. 
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Wendm   wir  dlase  BonerknngeD  an  nf  dia  obige  Glel^oag 

a^  +  o,ar--»+ -|-A.=0, 

so  findet  sich  (üt  ein  gerades  «: 

d.  i. 

[10]      A^  =  Am~^.     ßu  =  Bm~p\ 

tvorans  folgt,  das«  man  nur  die  CoefBcienten 

A^,  A^,:^,Ai    ;    Ät,  Bi,-..Bi_ 

zu  berechnen  braucbt. 

FOr  ein  ungerade«  m  erbält  man 

b^=i'}{p-\'  ^np' + Sfip ,  4«-|i  =  —  31^  —  SB„|) — £^'; 

folElich 

[11]     Af,=—Am-„.    Bp=Bm^„; 

woraus  folgt,  dass  man  nur  die  CoefBcienten 

^a-  ^i ^Ic-i)    ^*'  ^ *|(— i) 

EU  ba«chneD  braucbL 

m.    Der  CoefGcient  aa  Ist  =(— l)^i,  wo  »i  die  Summe  aller 
C4MDbiDatioaen  der  Glieder  in 

p=r«.+r».+-...+r" 

mr  Iten  Klasae  bedentet^  Tollstfindig  eotn-ickelt  gedacht  enthUt 
er  also 

M{m— 1) (m  — A+1) 

'^= l.Ä m 

Glieder;  setzt  man  nun 
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so  muss 

sein,  da  die  A^ragat»  p  und  p'  je  n  Glieder  entbalteB;  folglich 

d.  l. 

Ax=i~-l^2mx  (laoi.  n) , 

wie  Le^flDdre  zuerst  bemerkt,  aber,  wie  Ich  glaube,  nichtstrene 
nachgewiesen  hat  (Theorie  des  Nombres.  Tom. II.  p,  194.). 
WennLegendre  aber  fetner  behauptet,  daas  man,  um  die  j^  au 
bestimmen,  In  der  vorliergebenden  Congnienz  statt  2mi  denlilein- 

sten  Rest  dieser  Zahl  nach  dem  Modul  n  (unter  ^n  liegend)  set- 
Ken  mOsse,  so  ist  dies  nnrichtig.  Es  trifft  diese  Behauptung  frei- 
lich zu  bis  n=s37,  aber  fQr  grössere  Werthe  von  n  verhSlt  es  sieb 
anders,  wie  man  ans  der  nachfolgenden  Tabelle  ersehen  wird. 

Man  findet  in  dieser  Tabelle  die  CoefEcientm  0^,  a^,  dj  etc.;  A^,  At, 
etc.;  ^^etc.vonn=31  bis n=:79 berechnet, woderZelger  nachU. 

die  Zahl  a(fn— 1)  «der  ^m  nicht  zu  Qbersteigen  braucht.  Die 
Coeffidenten  bx  findet  man  sogleich  ans  den  CeefÜcienten  ax,  in 
diesen  p  mit  p'  Temechselnd.  Legendre's  Tabelle  reicht 
bis  11=29. 
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Tabelle 

Atr  Coefricienten  ai  Id  der  GlelchuDg 

und  der  Coefflcienten  A>.,  Bx  der  Polynome  Y,  Z  ia  de 
Zerlegung 

4J=rr-(-I)-nZZ; 
berechnet   nach    der    Kreistheilang,     tod   m=3]      bii 


«= 

=  31 

"1 

/(, 

B, 

— p 

^^ 

-11 

2 

-1 

—2 

-f-t 

-3 
-5 

I 
— 1 

»=37 


-V 

8 

11 

II 

-2p-a 

-4 

s 

-3?iJ 

3 

p+i 

— 1 

-üp-l 

S 

p+« 

11 

-I 

-■ip-3 

-^ 

2 

11 


-p+  « 

11    1 

-2p  +  7 

If    2 

=ä?t.5 

21    3 

-jp+i; 

;«  4 

-6?+! 

22  6 

-4p+l( 

■3«    4 

-4p+lS 

34    4 

-6?+ 7 

"1 

^, 

B. 

,J    . 

— B 

-Iffl    0 

2p+  4 

61-2 

Iti 

-20 

2 
2 

-  4 

—4 

-p+ia 

27 

1 

-3p- t 

-lä 

3 

3p^S 

-  7 

-3 

-P+» 

17 

1 
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B, 

^ 

B, 

■■         7 

iU 

II 

~ip-l 

» 

*+« 

-i 

-^1*    0 
—  *'■  0 

1—  a 

-/^'S 

19 
-1% 

4 

2S>+ia 

:'M 

-•t 

-P~i 

'  1 

M 

-u:  1 

-riBI  5 

ii4^M:;' 


"'  ', 

>?« 

T"-, 

-r4 

2p+  ( 

1 

-*+s 

4+13 

M 

-?+4 

12 

?-l« 

-:h 

^11 

18 
23 

—  p-ia 

-» 

1?+« 

H 

-4?+  7 

la 

,^14 

ä! 


.   *>  = 

61 

^ 

ii 

-p 

»t* 

8 

16 

ü 

—  3p-  5 
S5+I7 

-7 

32 

-a 

-lip-13 
$+33 

-äO 

6 

63 

-  3 

-^-21 
6^+39 

-33 

9 

72 

—  6 

-llfo-32 

5; +48 

-54 

10 

89 

-7 

-1^-37 

-62 

12 

1^+49 

88 

-10 

-llS-SO 

-89 

11 

np+53 

96 

—11 

-13p— »7 

-81 

13 

«= 

=67 

Ol 

A. 

a. 

~P 

-8 

-16 

3p+  6 

9- 

-  3 

^+w 

33 

-44 

8p~-  6 

-18- 

—  8 

-p+39 

79 

-!fe-24 
$-20 

-39 

—48- 

-  8 

-7?iü 

^3 

76- 

-  l 

-38 
-14- 

-  8 

-^+3ä 

69 

5 

-89 

5 

Up+li 

10- 

-U 

-8p +  49 

106 

8 

«1 

^ 

i 

-!>-» 

-  17 

1 

-  26 

-2 

& '* 

-    9 

S 

^+18 

31 

-5 

2p+30 

58 

-2 

-^+31 

64 
60 

2 
6 

-llp+U 

33 

11 

-13^-21 

-  2S 

13 

-^^ 

-loe 

9 

2 

-  91 

-3 

£f 3'] 

-70 

-8 

Ob — 1): 

-41 

-8 

-  16 

-8 

7p+2 

-    3 

-7 

t-iaicc  „Google 
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VebÜDss- Aufgaben. 


Ton  dem  Lalirar  d«f  HallMncttt  Uemi  Warner  lu  Dreadaw- 


Fo)g«DdM,|at  «u'lutrebeii: 


11  ,    T«-a<itCTiiäT+t; 

.....:<V-".+2»^Äeo«^,+»^'). 

>  ^■■-    „        '  ■  ■"'  '  I"" 

■+-.*..llifcl      ■ '        t  ■  o  ■■  •' 


*■"*     ■■_  a«-i     a*— 'ia6.cos2v  +  *' 


wofatw  fflr  a=A  =  l  die  bekannten  Formeln 
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«rhalten  werden,  welche,  wenn  man  n  tu  (TnbegrSnEte 
lääst,  in  di«  folgenden  fiberg^eheo; 

„,  sino  V         v         V 

,     ,  ...  9  •.  1   -.-  «  -  n^j  nt  -  P-jT 

6)  L-cot9=ät8|+]tg|+Jtgf+ 

Ferner  ist  >a  beweisen,  das«  ionerhelb  der  Grenzen  der  Con- 
vergena  ■.  .■  .n      ■    :"  i  ■     ■  .,    .i 


8) 


p/(0),(2*^(i*y(«*)-(4«— f*")«**!... 


'"(i'-(i«^n»i(J^-(i")ns«  (6«— f"v«"' ■ 

,  /w  •  ■   '  "■■''» '''I  »  M'l  .■ ■'■■'-I    ■ 

I  •  — ''■(l— (.«J/w-tS"— (.')*l«'l ' 

wobei  in  den  Formeln  7)  und  9)  fix)  die  Eigenscbaft  /l— «>=A«) 
und  in  den  Formeln  8)  und  10)  /(a:)  die  E;ige»8chaft  fi—x)=—fijr) 
besitzen  mnss.  Die  erste  Forderons  ,  eitaUt  fnan,  wenn  /(f) 
=9'(«)+V(— «).  nftd  die  zweite,  wenu7tÄ)=9i{*)— 9(— ar)  gcöetzt 
wird.      .  i    .       .    ■  •    .;. 


.\..  * 
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■■.vi...H  '. -h    im; 


-   -.1.1. 


BI I  s  c  e  1 1  e  tti  ' 

Znm  Wiakelkreaz. 

Von  d^  'äeranigebaj, ,  , 

tot^  i4«i  -nfelUtiMAlt  wte«  i)r«i««k»  »IfC  (Tat;  X  Fig.  fij) 
b«4tiiWH«ili..,«0i'8talla  nuut  daa  Winkelkreua  In  ektr  Satte  HC* 
dM.  Qf<»4cb»  ..<£C  M  aii£.  ,idBaa  die  «ine  Vwitliate  hi  -die  fiMk- 
tuhg,4w  iMt*i£iC  ßtllt,  ;«ad  did  andar«  «enaaiMab  d#ff  Spita« 
^|gericb(*l<wUl8td«aa^dftrPaiiktdetiSeä«.£C;<n:Hakhfliiit.«iii 
die«  KH.WwHlwnj  jdaa  .WinbeUnnw  anfg^talU  vraMhw. maoh'j  «A 
d«e«  «l«a.ötini»,U^.<40Cä=>k  bt,  nnd' rbezekknat  ii'>d«a  .EUhdraO' 
inMt  de«,iPreie<^  4VCi  ao  Ut     :  ..  -  ■... .. 

;   :■  .  ]■-:.,      !■  :i    :.  >:.     -    -.i    ■ ■    .'i;      Mi:      '1    .Inj,- 

=  ^{BD-^- Cß).AD.eiBa=^BC.AD.siatt. 

MUat  ipan  also  jBC=a  nnd  AI>=sd,  «o  ^t  ^  .  , 

ii=^«(frflW,'     '■      ■->  -"..-1."  «I'J<    .■■■ 

nauh  welcher  Furmel  sich  A'ljencnDen  Ifiaat,  wenn  man  BCvaA 
AD  gemessen  hat  nnd  den  Winfcd  u  des  Winkelkrenxe«  kennt. 
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Die  Kenntniss  dieses  Wlniiels  ist  bud  von  ganz  besonderer 
Wchtigkeit,  und  am  zu  deuelben  zu  gelangen,  scheint  folgendes 
Verfahren  dös  zweckmSjuif^te  an  sein.  Man  messe  die  drei  Seiten 

BC=a.    CA=b.   AB=:c 

des  Ureiecics  ABC  mit  aller  nur  mSgiicben  Genauigkeit  mit  Maass- 
stäben,  und  eben  so  die  jjinie  AD  =  d,  irohei  es  zngldch  dar- 
auf ankommt,  das  Dreieck  ABC  auf  einem  völlig  ebenen  horizoo- 
talen  Boden  anzuoehmen.  Wird  dann  der  KSrze  wegen  wie  gf>- 
wShnlich 

gesetzt,  so  ist  bekanodicb 

n^  =:  V  t{t—ti)  (I— ÄKi— c) . 

also  nach  dem  Obigm  - .    t    *   '  ^  '    '-  i'. 

1 


fbigncfa 


,a=Vt(ß-<i){t-b){t-c). 


^.^.gVi(>-.*)(«-a).(«-f). 


mUMU'tvdebeT' 'Formet  itiiii(>Kere«hb«<'*vei«Miu:|(llnHi'  'SMK'  man 
das  VfHnlfelbreuz  id  dta  drei  Seiten' den  Dre^kif'itfJtfC'MM  und 
'^lAderhok  4*8  obige  'Vvrrafaren,  so'  kann  man  sinir  auf  drei'  Srw^ 
»tU^eiie  Arten  beetiimMn.  -  und  nimmt' dann '^«bcb^n'den'  drei 
fM'4lna-geiilident«i^jeden(MI«  Imtn^' «inieermats^iv  vofc  ^baMder 
varsehledenen  WerthMi  ürf'  genvObnllcbe  Wel^^cks  arahbiellMlfe 
BKHet,  wetdbee  man-,  da  >deftHitlren  Werifa  VoD'sllW'bi^tMcbtet; 
wenn  'olGhti^dilrdi  «ocfa  ^to  wlederb»Ud  Uestlinlvahnm'diesiBb 
Sinus  eine  Aendemng  des  in  Rede  tt«UAid««-*1V^Ml8  'bdAngt 
wird.  Hat  man  aber  auf  diese  Weise  sin«  so  genau  als  müglich  be- 
stimmt, so  kanu'man  nun  sinet  a)s  einen  constaoten  Factor  be- 
tracbten.'d^D  wtr.  dtrobüfi  iMMiekne»  «t^iUe^;  danA  lud.  nai  zur 
Berechnung  des  Flächeninhalts  A  In  allen  Fällen  nach  dem  Obi- 
gen die  Fonnel  I 

A=fiarf. 

Ist  ffi  wenig  von 96° verschiectcn,  so  ist Zfinenig'von'uer  Ein- 
heit verschieden,  und  setzen  tvit  also  2fi=I — 2i,  wo  e  immer 
eine  sehr  kleine  GrSsse  ist,  w^ist       ' 


D,q,;,zcc  ..Google 


4» 

WO  t.ad  die  Mbr  kleine  Conection  irt,  w^die  von  ^ad   abgezo- 
gen werden  mnes,  um  den  lichtigen  FIScheninhalt  A  >i  erkalten. 

NatBtUch  kann  man  mittelst  der  Fonnel 
»mB_ ^2 


fache  pr^tische  Verfafarnngsarten,  die  wir  hier  i 

branchent  wird  tpan  darfibpr  immer  I^cbt  eit)^  EDtach^iduDg  geben 

UMnMi:: .-'.1   iT,,..-  1  ..,  ,-. ■■■■*  ■•     ^.-G. 


Stsifr  X'  y.  l£^tsird,'Prt*a1lebt«^d«t"llf4tberaaHk  za  Oo> 
tbeSibarg  in  Schweden,  den  die  Leeer  düs  Atchirs  s<!hon  liM 
ThI.  XIL  S.  420.  und  Tbl.  XIII.  S.  39S.  kennen,  hat  mir  folgen- 
den hSchat  einfachen  Beweis  der  bekannten  Formeln  (üiamix^y) 
und  GOB(;r±y)  mitzutheilen  die  GOte  gehabt. 

In  dem  Dreiecke  ABC  (Taf.  X.  Fig.  &)  siebe  man  BD 
senkrecht  auf  AC,  CE  senkrecht  anf  AB,  EG  eeukrecht  auf 
BD,  EF  cenkrecht  auf  ^Ci  wr  tot  . 


'siM-^  Äxiaiiic^  ^=  ^^ß^ 


'Sc—     BC. 

EB.B\nA-^BC.  ssoeA 


BCcoaBainA-^BCmtBcoBA 
-  BC 


= sin  Jgob.0  -f  coaJsinfi , 
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_  EB.mi^A  —  EC.BinA      ' 

-  '    ,i  .   BC  ,,  :  ,,i.,r., 

BC.tMaBcasA—BC.anBaiaA 

=  ^ -  BC     

'  ^cosAaMB—aXuABinB, 

woAds  dtfr  Fdrmein  ßr  hiit(A—ß)  an4  co5(^-£>;'l{j/bt'  «rhfjrteq 
werdea.  C'lm  Obigen  bedeutet  den  AtiS9ettwliiker'des''Dreieck8 
vlBCbei'dethl  PiiniTte  C/^  .■.',■,.";'■''■"    '  ',V, '' 

Ausserdem  bat  tien  3.3,  Aatrand  mir  nocH  iTolgendeB  Sftti 
mitzatbdlen  die  tifite  gehabt: 

Wenn   die  Zahl  D  ein  Divisor  der  Zahl  ay — 1  und 
der  eiaeo  von  den  beiden  Zahlen 

oa;"  +  &i"~* +....+ da; +« . 

e9'+ds^^+ +6y+o 

'  istt  «**  J"t  A^immer.  a^u^h  «in.Qivif,«r44>r  !iD4erifp  die- 
ser beitleit.^jihlen..  ,      .  ...  >  ,    .;.„    ,..       ,u.ifi^\ 

.  .  :,  ■    ;,.:  ■  ■)  .         .,..■■  ■.■-;■  .11/  .  .■■ 


Drnckfehler. 


S.  401.  Z.  16.  setze  lian  TaT.  X.  Fig.  \*.  f^tt  Tfd.  X.  Fig.  t. 
S.  441.  Z.  6.  setze  maii  tangy  statt  fangx. 
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Iilterariselier  Bericlit;« 


Systeme,  I<ehr*  und  YVSrterbfiftber. 

Die  Lebren  der  vollBtäiidigen,  reinen  Mathematik 
fOr  tien  S eilt ü  t Unterricht  zu^ammencea teilt  von  V. 
Vieth.    ZweiThelle.    Wien.    1853.    8.    6Thlr. 

Der  Herr  Verrasaer  dieses  sich  über  die  gesammte  sogenannte 
reine  Mathematik  bis  zur  Differential-,  Integral-  nnd  VarixtionB- 
recbnuns  verbreitenden  WcI'b  beginnt  die  Vorrede  mit  den  Wor- 
ten: „4ch  habe  mir  «li«  A^rgalie  geateflt,  einen  aufmerksamen 
Leser  in  den  Stand  xa  setzen,  die  reine  Mathematilc  in  ihrer 
▼oUstindigen  jetsigen  Etttwicklung  richtig  su  bpur- 
theilen.  and  zu  veiatehea."  Leider  mOssen  wij:  nun  aber 
hierauf  erwidern,  du«  der  letztere  Zneck  durch  das  vorliegende 
W^k  auch  nicht  im  Eititerntesten  erreicht  wird.  Dasselbe  sttht 
ftof  einem.Kanz  veralteten  Standpunkte,  und  der  Leser  bekommt 
dadurch  nicht  im  Geringsten  einen  nur  einigermasüen  richtigen  Se- 
griff von  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  reinen  MäthematiK  nach 
Methode,  Form  ihhI  Inbwt. .  UasBelbe  eutbUt  fiber})Mpt  nnr  die 
aUergfltv&faalicbaten  Dinge,  vielfach  nach  Methoden  dargestellt,  die. 
jetzt. sie  abgcthan  umrsntiqnirt, betrachtet  werden  niQsaen;  nnd' 
was  diekSuOg  eingestievtes  biatorischen  Notizen  und  Einleitun- 
gen betrifft ,  so  niaicben  dieselben  gleich  auf  den  ersten  Anblick 
den  Eindruck;  dsM  der  Herr  Verfasser  wohl  schwerlich  bei  deta 
Studium  irgend  einer  Partie  der  reinen  Mathematik  bis  zu  den' 
Quellen  zurickgeilangeii  ist,  womit  freificb  die  va(  S.  6.  siqh  |ip*, 
dende  Phnia»!  „Die  «igentlich  als  Wissenschan  ausgebildete  iMa- 
thenatik  kann  bIm,  da  ei«  ia  einer  besonderen  form  bestebl,  und 
da  diene  Ferm  nichts  an  sieb  Nothwendigas ,    sondern  ein  niebf^ 


D,g,t,z.ctvG00gIC 


882 

oder  tveniger  Zaßlliges,  durch  oeti cht uhtl'iche  Thtiteachen  Bedin;;- 
tes  ist,  (luicbaus  nur  richtig  erfasnt  und  beurtheilt  nerden,  vrenn 
man  den  G;esch  ich  (liehen  Entwicklungsgang  in  Berücksicbtisunf^ 
zieht"  — ■  üichl  in  besonderem  EinkiaDije  steht.  Vor  ritetten  histo- 
rischen Ezpecloratinneii  des  Herrn  VeriasBers  mfichten  wir  auch 
uameiitiich  Anfänger ,  denen  Am  Buch  vielleicht  in  die  Hinde  fal- 
len sollte,  »arnen,  da  dieselben  mehrfacher  Berichtigung  su  be- 
dürren  scheinen.  Da«  hier  ausgesprochene  allgemeine  Örtheil  Qb«- 
dieses  Buch  xa  beuoisen,  fehlt  uns  hier  der  Raum,  weoigsteii« 
ist  die  Bedeutuns  dieses  freilich  sehr  umfangreichen  Werkes  nicht 
gross  geuu^,  dass  wir  einem  solchen  Beweise  einen  grosseren 
Kaum  so  widmen  uns  veranlasst  fehlen  sollten;  wir  roQsseii  un- 
sere geehrten  Leser  daher*  bitten,  ein  Crtheil  sich  selbüt  an  hil 
den,  und  hoffen,  dass  dasselbe  im  Wesentlichen  mit  dem  nnsri- 
gen  Übereinstimmen  wird.  Nicht  saltea  nimmt  der  Herr  Verfasser 
aas  Ansehen  an,  dass  er  die  Älath^ntatik  von  einem  philoso- 
phischen Standpunkte  aus  anschaue.  Dagegen  haben  wir, 
mit  all^r  Achtung  vor  der  Philosoiihie ,  an  sich  gar  nichts  einm- 
wen4a,  und  aber  doch  auch  derAleinun^,  da^s  eine  solche  piii 
losophische  Anschauung  oft  nur  sehr  wenig  dem  etitspricht,  was 
man  in  der  Mathematik  „Strenge"  nennt;  wenigstens  haben 
wir  namentlich  in  neuerer  Zeit  schön  lifters  die  Erfahrung  gemacht, 
dass  manche  Schriftsteller  ein  blosses  vages  philosophisches 
Gerede  an  die  Stelle  wahrer  mathematischer  Strenge  su  setxeo 
trachten,  und  sich  einbilden,  dadurch  das  Wahre  in  der  Hatbe- 
matik.ertosst  zuhaben.—  SchliesHlicb  ztveifeln  wir  sehr,  dass  das 
vorliegende  6  Thir.  kostende  Bach  sich  einer  besonderen  Verbrei- 
tung erfreuen   werde. 


A  r  1 1  h  m  e  1 1  A. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  den 
Befehle  Seiner  k.  k.  Mnjestfit  auf  affentliehe  Koste» 
herausgegeben  von  C.  L.  von  Llttrow,  Director  der 
Sternwarte.  «.  D,  Prnfftssor  der  Astronomie  u.  s.  w.  Vier 

und —...«.  "   . 

Wie 

Dieser  Band  der  Annden  der  k.  k.  Slerswarte  zu  Wien  hrisftt 
in  seiner  ersten  Abtheilung  ein  allen  Freunden  der  Mathematik 
höchst  wertbvblles  und  tugleich  buchst  nierkwOrdiges  Geschenk. 
Wir  lassen  den  schon  so  vielfach  verdienten  Herau^eher,  Herrn 
vonLittrow,  selbstreden:  „Das  erste  Heft  des  voili«genden 
Bandes  enthüll  «ine  Arbeit  von  Herrn  Zacbarias  Dase:  eine 
Tafel  der  natürlichen  Logarithmen  In  derselben  Aus- 
dehnung wie  Vega's  Tafel  der  Brigg'sehen  Logarith- 
men, ich  glaubte  inese  Tafel,  da  es,  so  viel  mir  bekannt,  bis- 
her keine  solche  giebt  und  dieselbe  in  gewissen  FXIIen  von  Nntsen 
ist,  dann  aber  auch  desshaJb  hekannt  machen  au  sollen,   um  too 
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()ie«eiB  iMwtiiidrtanfpB'dTdIgwi  SUflerrecbner,  deiweB  |tMdie«i  es 
nie  gehaben  und  ^larn  aoob  unsere  Aiietalt  bereUd  j^etise  iiainft> 
Tiacia  Arbeilfln  verdankt,  in  der  Wi8(iea«i:haft  ein  Uenkmal  »a 
erbklten."  Allerdings  besitzen  wir  noch  keine  Tafel  der  ruttfIrIK 
cImh  LogftrithnMa  In  oolcber  Vullständiekelt  nie  die  vorliennde; 
und  von  welcher  sroiMwn  fVichligkeit  dieaelbe  daher  ffir  me  ge- 
Mnimte  Matbeioatw,  insbesondere  aber  filr  die  Integr&lrechnnna, 
M  wie  ancfa  (Ot  viele  TheHe  der  Pbyi^ik  ist,  brauiht  bier  nie« 
n^ber  aus  eittenJer  geeetst  sii  werden.  Uie  Tafel  reicht  von  1  hie 
lOBOOO.  Mnd  bot  ganz  und  sat  die  Einrichtung  der  Vega'acbea 
Tafel  der  Hrigg'HchenLngBrithmen,  ii'odvrch  «vir  TOIlig  überhnbeB 
«Verden,  über  dieselbe  hier  etwab  Weiteres  zu  berichten,  Herr 
Uase  8»!t  in  der  Einleitung:  „Diuiie  Tafel  nurde  mit  der  grDse- 
ten  SorgfuM  gerechnet  bis  auf  10  Stellen ,  um  auch  hier  die  sie- 
l>ente  Stelle  korrekt  zu  haben.  Die  Koneklur  habe  Ich  selbst  be- 
soigt,  den  reftigeo  Abdruck  nochmals  durchgerechnet  nnd  dabei 
folgende  0  Druckfehler  entdeckt  „ —  (die  niin  angegeben  werden, 
hier  aber  von  keinem  Interesse  fQr  die  Le8er  sein  Tcünnen,  wes- 
halb wir  auf  dos  Bach  selbst  venvdsen)  — "  und  glaube  nach 
dieser  Verbesserung  die  Tafel  als  vollkommen  korrekt  erktSren 
zn  können."  —  Das«  Herr  Uase  f<ein  bewunderungswOrdlges  Ta- 
lent zur  Berechnung  dieser  schönen  Tafel  angewandt  hat,  verdient 
die  griisste  Anerkennung:  ganz  besonderer  Dank  gebohrt  aber 
auch  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  tn  Wien, 
da,  so  viel  wir  wissen,  sie  es  Ist,  die,  gewiss  ganz  in  Ueber- 
einstimmung  mit  der  kaieeillcb  Österreichischen  Regierung,  Herrn 
Dase  die  MKlel  dargeboten  hat,  sein  ungemeines  Talent  mit 
Kühe  der  Forderung  der  Wissenschaft  widmen  zu  können;  nnd 
der  ventiente  Herr  Herausgeber  der  Annalen  der  k.  k.  Sternwarte 
hat  durch  die  Publication  der  Tafel  in  den  Annalen  seiner  Stern- 
warte zur  mriglichst  schnellen  Verbreiinng  derselben,  die  auf  dem 
Wege  des  gewOfanlicfaen  Buchhandels  in  gleicher  Weise  wohl 
schwerlich  zu  erreichen  genesen  sein  möchte,  jedenfalls  wesent- 
lich beigetragen,  also  auch  dadurch  sich  gcrecÜle  Ansprfiche  auf 
den  wämiBfen  Dank  der  Mathematiker  erworben.  Möge  Herr 
Dase  sein  Talent  nnch  zur  Herstellung  recht  vieler  solcher  Ar- 
beiten, wie  6ie  die  Mattiematik  noch  vielfach  bedarf  (worauf  wir 
vielleicht  einmal  spfiterhln  zorfickkomoteD)  anwenden,  und  dabei 
fortwShrende  Unters tOtzung  finden ,  ohne  welche  solche  Arbeiten 
natürlich  gar  nicht  ausznffltiTen  sind.  So  viel  wir  aus  der  Elnlef- 
tang  (S,  111,)  entnehmen,  ist  die  Tafel  aach  in  Itesoiideren  Ab- 
drdckeu,  die  daher  gewiss  auch  mit  besnnderein  Titel  versehen 
werden,  zu  haben,  worauf  wir  die  Mathematiker  anfmerksam  ^ 
machen  nicht  unterlassen  köiuien,  da  gewiss  Jeder  sich  gern  so 
bald  als  möglich  in  den  Besitz  eines  so  wichtigen  Werke*  set- 
zen wird. 

Das  Eweite  Heft  dieses  Bandes  ;i) er  Annalen  ist  astrunnmi- 
schen  Inhalts,  und  liefert  eine  wichtige  Vervollständigung  der  in 
unseren  frfiberen  Berichten  angezeigten,  nun  vollendeten  Plazzi- 
(when  Stnria  Celeste,  durch  deren  Herausgabe  sieb  Herr  von 
Littrow  um  die  Astronomie  Insbesondere  gleichfalls  so  sehr  ver< 
dient  gemacht  hat,  nSmlich:  H&lftmitiefturPeduction  von 
PiaxifM  Storitt  Celeste,  und  zwar:    I.  Bestimmung  der 
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FSdenlnterrtlle  an  PlaBxi's  MtttaKirolire  vo«  Hr.  A. 
Kunet.  —  II.  Ernittelane  der  Refraotiana-CoiiataiiteM 
fflr  Palermo'  aas  PiaEars  Beobachtangen,  van  Carl 
Uornitein  (eine  scbfin«,  för  äio  ThooHe  dcc  Rafractioa  »ebr- 
fach  wichtige  und  ailgemeia  interauanto  Arbdt,  die  «rir  aar  Be- 
:«chtaiig  besondere  etnprchlm).  —  llt.  Tafel  aar  Rednetlen 
der  von  Piaxxi  In  den  Corsi  beobachteten  SterRoste 
auf  mittlere  ffir  den  AnTanf;  dea  betreffenden  Jahrea. 
Nach  den  Tabulia  Regi oraAntanis  bereefcaet  voa  Cmrl 
Hornttein.  —  IV.  Die  Länge  von  Palemo  au«  nenn 
StetDbedecknngea  berechnet  Fon  Dr.  F.  Scfaaak 

VaThapdeLins  over  de  Metliode  der  kleiaste  f)ua- 
dratea.  Berste  Afdeeliag.  Eerate  (üedaelte.  Daor  G. 
i.  V.ardaia,  Hoogleeraar  aaa  de  Ünivemileit  te  Lai- 
daa.    GrontuRen.    1830.    i. 

■  In  dieaem  groaaen  und  anszezeicbnelen  Werke,  dessen  erate 
Abtheiinng  von  214  enf{  gedmwten  Quartaeiten  uns  varliegt,  fae- 
abaichtigt  Herr  Professor  Verdam  eine  ausführliche  Uarxtellung 
der  Meunde  <l«r  kleinsten  Quadrate  zu  geben,  und  dieselbe  oua- 
iährlich  durch  Anirendungeii  au  erläutern.  Jedenfalls  ist  diese« 
Werk  das  grOsste  und  aasnihrlichste  Aber  die  in  Kede  stehend« 
wichtige  Rficfan Uli Ksmethode,  was  wir  bis  jetzt  besitzen,  und  niusa 
dar  Beachtvog  aller  derer,  die  der  hollSudischan  Sprache  hiarei* 
«hend  inSchtig  sind  und  sich  mit  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate und  ihren  AutvenduHgeo  roUstündig  bekannt  machen  wollen* 
dringend  empfohlen  werden.  In  der  vorliegenden  ersten  Abthei- 
Inng  hat  der  Herr  Verf.  ganz  TorzNglich  auch  auf  die  Anwendung 
der  genannten  Methode  oei  der  Berechnung  geodätischer  Messnii- 

8en  Rackaicbl  genonuneo ,  und  ausserdem  niass  noch  besonder« 
errorgebafaeH  werden,  dass  dieses  treltTicbe  Werk  sich  nicht 
blosa  auf  die  Methode  der  kltioaten  Quadrate  einschrKnkt,  aoD- 
dera  eigentiich  auch  fast  alle  älteren  und  neueren  Methoden  in 
Betrachtung  aleht,  welche  zur  Tortheilhaflesten  und  aweckmSasig- 
aten  Berechnung  der  Resultate,  die  sich  ans  angestellten  Bf^it- 
'  ocbtmigen  ziehen  lassen,  in  Vorschlag  gebracht  worden  sind.  Hier 
raflssen  wia  uns  leider  darauf  beschrinkeo,  den  Hauptinhalt  der 
TOiliegenden  ersten  Abtheilung  anzugeben,  und  werden  nicht  sfiu- 
raca,  auch  den  Inhalt  der  Fortsetaung  unseren  Lesern  niitauthei- 
len,  Kibald  dieselbe  erschienen  und  aus  zugegangen  sein  wird. 
Der  Uauptinhalt  der  ersten  Abthellung  ist  aber  folgender: 

Eerflte  Afdeetingr.  Verklariag  ran  het  doel, 
vaD  het  begrip ,  en  van  de  beginseln  der  methode.  Ont- 
wikkeling  der  rekenwijzen,  der  voorachriflen  of  der 
regeis ,  welke  de  methode  berat  of  aan  de  hand  geefl. 
Aonwijziag,  door  vorbeelden  ^  van  het  gebruik  dler 
vorschriftea  en  regeU,  —  enz. 

Gerate  Hoofdatok.  Beechouwingen  tot  ioleiding.  — 
Tweede  Hoofdatuk.    Over  den  regel,  g^rund  op  het  bcgin- 
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mI  van  de  Inethode  der  hlelnat«  qnadnteii,   en  dteaend«  «m  de 

«rndvcff^ljklngeiit  tor  bspaling  van  waarMhijnlijke  waarden  vm 
onbekMidB  eleiaenteR,  te  Tormen  nit  eene  reebs,  vmi  tineair«  rer- 
goHjIttMgeni  'OfigenisBkt  door  raiddelder  nitkomgten  vab  gelijksuor- 
Hg«  wumemingea ,  aan  wallce  sen  zelfde  plraad  *ah  nuauM'keu- 
riebeid  n-ordt  toeeekead.  To«pAasln^it  ran  deEen  regei  op  qe- 
vailen,  in  welke  alecht«  een  element  onbekend  1«;  —  r*rfae«lden 
hiertee  betrekkelijk ,  eitz.  ^  Derde  Honrdstuk.  Aliemee»« 
ofdnstrin^  dvr  eirmvrgelljkifigeti ,  volj^ens  den  hnurHregeF  van  de 
methodB  der  Meimte  qyiidniteii  geTormd.  Bepaling  van  algeiiieene 
fonwwlew  «r  nltdrukkiMsen ,  door  welke  He  soni  ran  de  titeede 
magtMi  der  overbliivande  feilen  Iran  berebesd  n-nrden.  ~  Vierde 
Heofdntuk.  Outeindtn^  ran  eenlge  vooratellen.  en  eiitfrikkeÜng 
ran  benlceiringeD,  tot  tocpauinj;  der  crnndeit,  recdii  en  rnnuDlen,  in 
devaomandehoordstnhkenbepaald,  onKonwd  »(nffteteUI.— Vijfde 
Hoordstak.  Over  de  rekemrijze,  nelke  gevolgd  nmed  worden, 
nn  den  boordreRel  Tan  de  nietfande  der  kleinste  qvadraten  te  Inin* 
nen  tnepsaaen,  Indien  de  gegebene  runoti^D  Biet  alffcbrawch  xijii, 
af  ook  niet  tineair,  ten  o|izigte  van  de  te  bepaTen  eleneBtea. 
Voorbeeldefl  tat  miliefdwiBg,  ena.  —  Zesde  Hoordstuk.:  Ovef 
de  rekenwljze,  liij  het  toepattsen  de«  beordreget«  Tan  de  metbode 
der  kleinate  quadraten  te  velgen,  bijaldien  er  voorwaarden  ke 
Staan  of  iieBl'eld  Eijn,  aan  weltiB,  met  de  getaltraarden  van  groot- 
heden,  die  men  zal  bepalen,  striktelijk  nioet  worden  voldaan. 
Regele  van  Gauss  eti  van  Hansen.    Voorbeelden,  enz. 

Es  wQrde  nns  zu  CToseer  Frende  gereichen,  wenn  es  ans  ge< 
lingen  sollte,  durch  die  vorhergehende  kurze  Anzeige  die  Auf- 
nierksamkeit  der  Mathematiker,  Astronomen,  üeodüten  und  Phy- 
siker auf  dieses  Werk  iMRiulenkeoi  wdctae  daesclbe  Jedenfalls  in 
hohem  Grade  verdient  Wir  haben  schon  frQher  öfter  einieemal 
auf  die  grosse  Gediegenheit  der  Schriften  boilSndischer  Matnema- 
ttker  binmwelseti  Gelegenheit  genommen,  und  das  vorliegende 
Werk  siebt  unM  diuu  eine  neue  bOchst  erfreuliche  Veranlassung. 
Pie  Erlernung  der  hnllSiidischen  Sprache  ist  namentlich  fflr  einen 
Deotächen  Im  Ganzen  so  leicht,  dasa  die  geringe  dar&uf  ver- 
wandte Mfltie  iedenfall«  den  reichlichsten  KrratK  in  der  vielfachen 
Balehrnng  findet,  welche  man  aus  Werken  wie  das  obige  schrip 
Ten  kann.  Mügen  sich  daher  die  Mathematiker  dasselbe  nochmals 
recht  vielmals  empfohlen  sein  lassen! 


Praktische  Geometrie  und  praktlscbe 
mechanlk. 

Teebniscbes  Hilfs-  und  Handbuch  fflr  Gewerbtrei-^ 
beide.  Von  Dr.  Jalius  Sckadeberg.  Zwei  Theilc. 
Zweite  Aaflage.    Balle.    (Ohne  Jahreszahl).    & 
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UieMa  VfwV  enthilt  eine  aeht  fcrosM  HMiRfl  tAnckben,  Tb- 
(«In  und  Hefteln  aas  der  Ma«««-,  MOiia-  tmd  GewIchlakiMde,  mm 
der  Arithmetik,  ebeoen  und  liürperlicben  Geometrie,  ans  dwMe- 
rhanik  und  ancb  aus  der  PhysHc,  die  su^eioh  in  den  di«  (>•«- 
nielrie  und  Mechanik  betreffenden  Partleen,  vnt  e»  uSttiis  war, 
durch  eingedcuckle  recht  ^te  Uolaschnitle  erlXutert  Mnd.  Da« 
Werk  scbeiut  uns  so  vollständif;  «u  nein,  ditM  nir  wirklich  fast 
nk-hta  antugeben  n-Ss«teR,  was  der  Praktiker  in  demselben  vei^ 
gcblicb  Buuken  dtirOe,  wenn  es  auch  rieHeickt  xtreekmiceilt  ge 
weaen   wfire,     noch    ein   Paar   Tabellen    lur    BusunmenfteMrtxtea 


■rechnung,  der  Reutenr«ctinini|t  n.  m.  w.  beianftreen.  GehSrtea 
^tbeii  auch  freilicli  slreu  ftenommeii  niebl  in  dieoen  vonuft«- 
)  (är  Ge  werbtreib  ende   tieetimnite  Werk,  an  «-firdensie  dach 


«ein,  und  die  Vollalfindi^keit  noch  erkKhet  haben. 
Meinunft,  da«s  dieses  Werk  aKen  denen,  treldie  in  den  Fall« 
sind,  praktische  Anwendungen  der  Mathemalik  in  machen,  reckt 
sehr  empfohten  zn  werden  verdient;  ja  es  hat  unt»  besser  g«iall«n 
als  manche  andere  Werke  dieser  Art,  die  bekannter  geworden 
«nd  mehr  Eingang  gefunden  ^a  haben  schetnen  als  das  vorlie 
sende.  Wenigstens  ist  uns  selbst  dieses  Werk  eben  erst  jetzt 
Bekannt  geworden,  und  wir  wKnacben  daher  durch  diese  Aiixeigfl 
XU  seiner  weiteren  Verbreitung,  die  es  uns  lu  verdienen  schewt» 
Einiges  bdzatragea. 


Astronomie. 

Die   Anzeige   des    34i>ten   Theits   der    Anaalsn   der   k.   Ic 
Sternwarte  in  Wien  s   o.  unter  der  Rubrik  „Arithmetik." 

Eben  so  die  Anzeige  des  Werkes  Ton  Herro  Professor  Ver- 
dani  Aber  diß  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 


P  li  y  s  i  k. 

Over  de  Balans  en  het  Wegen,  donr  G.  A.  Venema, 
ArrondUsements-Jiker  te  Wlnschoten.  Te  Groningen. 

1848.    8, 

Dieses  schon  im  Jahre  1848  erschienene,  347  Seiten  starke 
Werk  des  Herrn  Arrondissenients  Jjker  ti.  A.  Venema  ist  leider 
erst  fetzt  zu  unserer  Kenntniss  {telao^,  jedenlalls  aber  einer 
nachtfftglicben  Anzeige  in  unserm  literanMhen  Berichte  sehr  wertk. 
Unstreitig  ist  dasselbe  das  aosf&farlichste  Werk  über  die  vcrscfaie- 
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denen  Einriditungen  derWaaze,  aber  die  Theorie  dvrgellieD,  Ober 
die  verschiedenen  Method«ii  Je«  ^Vfi^e^H  und  aber  die  Sicherfauit, 
welche  dieselben  zn  );etvähren  im  Stande  itind ,  ivob«i  von  <ler 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  vieiracb  Gebrauch  gemacht  iror- 
den  iet.  Uiei  sehr  Bchön  und  sauber  ausgeführte  Kuiirertafelii 
dienen  sehr  sur  EirUiiterunK  der  mit  ^rotuer  Surgl'ult  eiitwickelteu 
Theerie  der  verschiedenen,  die  meiste  Sicherheit  beim  Wfigeii 
gewährenden  Einrichtungen  der  Waage.  Wenn  man  bedenkt,  das«, 
DUnentlich  bei  den  jetzigen  Zustande  der  Chemie,  Hie  Waage 
das  HauptinstruDieot  der  Chemiker  ist,  dass  die  Waage  aber  auch 
in  der  Physik  und  In  vielen  anderen  Naturwissenschaften  allein 
das  geeignete  Uüirsmittel  la  vielen   Telneren  Untersuchungen  ab 

Sieb),  wenn  mau  endlich  die  grosse  Bedeutung  derselben  Tür  Uan- 
el  und  Wandel  überlegt,  so  irird  man  leicht  me  Wichtigkeit  eines 
solchen  ansrührlicheu  Werks  wie  dam  obige  erkennen,  wenn  das- 
selbe Daraeutlich  mit  so  vieler  Sorgfalt  und  so  grosser  Sachkennt* 
niH  verfaut  iet,  wie  das  ans  vorliegende  Werk  des  Herrn  Ve- 
nema,  ans  welehem  vielfache  Belehrung  geschlipft  zu  haben,  wir 
aeibst  mit  besonderem  Danke  erkennen  Wir  machen  daher  alle 
Naturforscher  und  alle  diejenigen,  welche  »ich  mit  senauen  Ab 
wigungen  zu  beschüftigen  haben,  und  mit  den  n^tnigen  malhe- 
DM^wben  Vorkenntnissen,  Hie  abrigenK  die  sogenannten  Elemente 
unt  wenig  fibersteigen,  ausgerüstet  sind,  Hrnigend  auf  das  vor- 
liegende, jedenfalls  sehr  auiigezeichnete  Werk  aufmerlisam,  und 
wOnacben  sehr,  dass  dasselbe  in  den:  vorher  nther  bezeichneten 
Erefse  ao  allgemein  wie  mOglich  bekannt  werden  mCge,  wobei 
wir  als  aich  von  selbst  versteaetid  annehmen,  dass  dassellte  auch 
fSr  jeden  Mathematiker  an  t>ich,  der  Theorie  wegen,  des  Inte- 
ressanten aehr  viel  darbietet. 

Ein  „Aanhangsel"  des  Herrn  F.  J.  Stamkart  (Math. 
Alae.  et  Phil.  Nut.  Doctor,  Lid  van  de  le  klasse  van  bet  Koniglijlc 
Meaeriandech  Utilut  en  Arrodissements  Jieker  te  Amsterdam), 
von  weichem  einige  Mcbriflen  verwandten  Inhalt«  im  Liter.  Ber. 
LV.  763.  mit  verdientem  Lob  angezeigt  worden  sinH,  enth&lt  unter 
dem  Titel:  „Onderzoek  nf  het  steunpunt  ep  de  opbangpunten  in 
eena  regte  lijn  zijn  gelegen.  —  Onderzoek  iiaar  de  evenwijiUgheid 
der  punten.  —  Onderzoek  naar  He  gelijkheid  der  armen,  en 
nleowe  bepsliog  Her  hoeken  f  Hoor  weging.  —  Jets  overbetdoor- 
buigen  van  de  eveoaara  van  halaosen  (p.  326—317.),  Aber  alle  hier 
genannte  Gegenstände  auch  sehrviel  Interessantes  und  Belehrendes 

MRge  diese  kurze  Anzeige  dazu  beitragen,  das  scfaüne  Werk 
des  Herrn  Venenia  anch  ausserhalb  Holland  in  weiterem  Kreine 
bekannt  zu  machen! 

Nur  le  cliraat  de  la  Belginue.  Qaalriime  partie. 
Pres«ions  et  ondes  atmoHph^riques.  Par  A.  Qnetelet 
Bruzelles.    185L    4. 

Die  ersten  Theile  dieses  sowohl  für  das  Klima  Belgiens,  als 
in  allgemeiner  meteorologischer  Beziehung  wichtigen  Werkes  des 
hochverdienten  Herrn  VfK.  sind  frfiher  von  uns  angezeigt  worden. 
MSge  namentlich  auch  dieser  Thell  die  sorgfältigste  Beachtung 
von  Seiten  der  Meteorologen  linden. 
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Bemerkung.:, 

In  Beza«  auf  die  im  Liter.  Ber.  Nr.  LXVT.  S.  8S6.  Aber  di» 
Maclaurin'^sche  Reibe,  ifelcbe  Id  dem  dort  anj;ezeiR(en  Bncfae 
des  Herrn  Profeesar  Franke  dem  berafamten  ereltschen  Hatfae- 
maliber  F.  Stirllna  beieelegf  wird ,  gemachten  tiemerltiingen  ist 
nachEutragen,  üaM  CaucDv  inden  Lefonti  aur  le  calcnl  dlf- 
förentiel.  Pari»:  1829.  4.  p.  ^57.  «agt:  „M.  Peacocic  a  re- 
marqu^  qae  le  thiotAme,  g^neraie'ment  attribn^  an  g^ 
lOmAtre  aoglais  MacUttrln,  avait  iti  donntf,  des  1717, 
nar  aon  compatriote  Stirllnxi  dsns  i'onTrage  Intltnl^: 
Xineae  tertii  ordinii  Netotontariae.*'  Ant  diese  Bemer- 
kung Cauchy's  kOnnte  dch  vlfllleicht  die  von  Herrn  Pro ressor 
Franke  gebrauchte  Benenn une  ,,StirllngB  Reibe"  griinden. 
Die  von  Peacock  angefahrte  Schrift  Stlrllngs  lOnnen  wir  lei- 
der nicht  einsehen;  auffallend  bleibt  es  aber  Troraer,  däka  8tlr- 
ling  in  der  weit  spateren  Schrift:  „Methodas  dirferentlalls 
etc.  Londini.  1730."  von  der  erwShnten  Reibe  einen  bestimm- 
ten Gebrauch  elgentlit-b  gar  nicfat  macht,  wocu  gerade  diese 
Schrift  wohl  hStte  Gelegenheit  darbieten  kSnnen.  Canchy  selbst 
nennt  flbrigensdie  Reihe,  obiger  Beuierlnine  ungeachtet,  tn  allen 
seinen  Sohriften  stets  „lö  thriorSme  de  MaclaOTln"  nnd  wie 
wir  glauben  gana  mit  Recht,  da  es  uns  nicht  ^ut  und'  ipimer  etwas 
gewagt  tu  sein  scheint,  solche  allgemein  Teciplrte  Qezeicbnuligen 
eines  wichtigen  wisset) ach aftllchen  Objects  ni'it  einem  Male  zn 
andern.  JedenralLs  scheint  es  uns  aber  wQDschenswcrtb ,  diesen 
hisiorisch  Und  literarisch  wichtigen  Gegenstand  vollst&ndtg  auEztt' 
kISren,  wozu  die  Leser  des  Archivs,  denen  noch  grr>8sere  litera- 
rische Hdlfsmittel  zu  Gebote  stehen  als  mis,  aufzaforden ,  der 
nSchste  Zweck  dieser  Zellen  ist.  6-  ' 


D.g.tizecbvGoOglC 


88» 


JLlterarlscIier   Bericlit. 


Arltbraetik. 

A)l(!eineln«Znhleiilehre  nactt  stren  ^  wlssenschaft- 
llcheti  Prlnciiiieti  bearbeitet,  nebst  einem  Anhange, 
enthaltend  <lie  Elemente  des  numerischen  Kechnena 
mit  einer  ('rnsAen  Anzahl  von  Beisuieten  nnH  Rech- 
nungskuniitgrirren,  verlasst  von  Ur.  F.A.H.  Willinff, 
Lehrer    der    Matbematilc.     Berlin.     1851.     8.      3   Tblr. 

Dieses  i^rofise,  weitläufige  und  allerdings  vieles  EigenthQm- 
lieb*,  namentlich  eine  f^mgse  Ansaht  vnii  Rech  nun  gsvorl  heilen 
enthaltende  Werk  ist  nach  dem  Tode  des  Verfassers  von  dem 
Herrn  Dr.  4i.  Eioenstein  heraiistiegebBn  wnrden,  und  moss 
wegen  seiner  Eigenthiimllcfikeit  und  'Reichhaltigkeit  namentlich  in 
der  angedeuteten  Beziehung  jedenfalls  zur  Beachtung  empfofilen 
«erden,  ohne  dass  wir  uns  hier  auf  eiue  vreiteie  Besprechung 
desselben  einlassen  küanen. 

Die  algebraische  Analysis  von  Dr.  Edmund  Kflip, 
Professor  der  Physik  und  hnheren  Mathematik  an  der 
hiiheren  Ge»erheschule  zu  Dnrnistad  t.  Als  freie  Be- 
arbeitune  eines  Theils  der  hiiheren  Alcelira  des  fünf* 
ten  Buchs  vnn  Francoeur's  vollständigem  Lehrcurs 
der  reinen  Mathematik.  Darmstadt.  1851.  8.    1  Thlr. 

Dieses  in  einer  einfachen  und  sehr  verständlichen  Sprache 
geschriebene  Bach  sciiliesst  sich,  wie  aach  der  Titel  besagt,  an 
Bind  Still.  TO 
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6m  bekannte  Werk  von  Fraocoeur,  von  welchem  bekanntlidi 
der  Herr  Verfasser  eine  |^te  Uebersetxang  herausgefebeo  hat, 
an,  und  Ist  daher  auch  im  Allgem^neu  in  dem  Geiste  diese« 
Werkes  Ter fasat.  wenn  auch  allerdings  manchen  neueren  Theorien, 
nie  E.  B.  der  Convcrgens  nnd  Divergenz  der  Reihen,  der  Coa- 
vergenz  und  Üivercenz  der  Producte  mit  unendlich  vielen  Facto- 
ren ,  u.  dergl.,  Rechnung  getragen  worden  ist  Jedoch  ist  im  All- 
gemeinen der  GeiHt ,  in  welchem  dieses  Buch ,  das  z.  B.  noch  aebr 
vielfach  von  der  Methode  der  nnbeatimmten  OoelGcienten  Gebranch 
macht,  geschrieben  ixt,  ein  älterer,  was  auch  der  Herr  Verrasaer 
mit  lolienswerther  Offenheit  und  Bestimmtheil  in  der  Vorrede  da- 
durch erklärt,  dass  er  aa^t,  dass  ihm  hauptsächlich  Eulern  la- 
troductin  in  Analysin  inlinitorum  als  Leitstern  gedient 
habe,  weil  ihm  dessen  Klarheit  und  Einfachheit  um  Meisten  za- 
aaj;e;  und  welchem  Mathentatiicer  sollte  denn  auch  dieses  fSr 
seine  Zeit  unGbertreniiche  Werk  nicht  zusagenl  wenn  freilich  die 
Strenge  der  neueren  Mathematik  jetzt  andere  AnKprücfae  macht 
und  machen  muss.  Uabei  hat  aber,  tvie  schon  erinnert,  d«r  Herr 
Verfaa^ier  das  Neuere  keinesivegs  vollsltindie  ignorirt,  nud  es  mag 
ja  wohl  ein  solcher  Mittelweg,  wie  der  Herr  Verfasser  einge- 
schlagen hat,  tilr  JjehriHistalten  wie  die,  wie  wir  wissen,  in  vie- 
len Beziehungen  nusgezei ebnete  höhere  Gewerbscbnle  in  Uarv- 
stadt,  welcher  der  Herr  Verfasser  seine  Kräfte  mit  Erfolg  widmet, 
unter  den  jedesmal  obwaltenden  Verhältnissen  zweckmä8bie  sein. 
wenn  nur  nicht  hühere  wiasenschaftücbe  Ansprache  gemacht  wer- 
den, als  die  durch  deil  jedesmaligen  didaktischen  Zweck  gerecht- 
fertigten, was  hier  in  lobenswerther  Weisedurebaus  nicht  geschieht 
IX«.  allgsineine  Theorie  dar  Gleichungen  (bben«o  die  Wafarschein- 
lichkeitarecbnung)  bat  der  Herr  Verfasser  nicht  aufgenommen,  und 
v«ri<|trlcht  daräber  bald  eine  besondere  SchriR  herauszugeben. 
Diese  Theorie  ist  ja  auch  für  vorherrschend  praktische  Zwecke 
wenigerwichtig;  was  solchen  Zwecken  besonders  zu  dienea  geeig- 
net Ist,  hat  der  Herr  Verfasser  in  Bw  eck  massiger  Antu-dnang  zo- 
sammengestellt,  wobei  u.  A.  auch  daK  für  die  Anwendung  in  des 
TJaturwissenschaften  so  wichtige  Interpolationsproblem  mit  Recht 
nicht  feblt  üera  binvaiischen  und  polynomischen  Lebrsatae,  den 
Dlfletrensen reiben  und  höheren  arithmetischen  Reihen,  den  iima^ 
it&ten  Grössen,  den  Es^ioaeatialgrÖsseD  und  Logarithmen,  so  wie 
•Kck  den  Irigenometr Ischen  Reiben ,  isf  besondere  AufmerkdandcMt 
gewidmet  worden. 

Urel  Vorlegungen  znr  Einleitung  in  die  Differen- 
tial- und  Integralrechnung.  Gehalten  zur  Erüffnong 
der  Wintervorlesungen  1850  —  1831  von  Dr.  Th.  Witf- 
•teia.    Uannovar.    1651.    8.    7Va  Sgr. 

brel  populär  gehaltene  recht  ansprecliends  Vorlesungen  Ober 
die  Geschiente  der  Entwicklung  der  Differentialrecbnung  und  das 
Wesen  dieser  XVWaenschalt  nnd  der  Integralrechnung  im  Altge- 
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Oeometrfe. 


Die  Geoinatrle  des  Enktld  und  das  Wesen  dsreel- 
len,  erlfintert  durch  eine  damit  verbundene  syetvaia.- 
lech  ceordnete  Sammlunir  von  mehr  als  tausend  gee- 


Diese«  Buch  ist  bm  seiner  ecstea  Aaflage  beiurnnt  Drei  Bei* 
laften  sind  in  der  neuen  Auseabe  Iiinzugeffigt  worden:  »die  bar- 
montscben  Proportionale»  und  ihre  Anwenditng  auf  du  Tollliom- 
mene  Viereck,  auf  die  barrannisdien  ElgeDed^Bfte'n  des  KVeises 
and  die  Lehre  von  den  TraRSVfrsalen."      ^ 

Analytische  Genmetrie  viMf'Dr.  L.  A.  Sohneke,  ord. 
Prof.  der  Mathematik  andfrTUniv.  snHalle.  Mit  xw«lf 
KnvTertafeln.    Ualle_mi.    8.    2  Thir. 

Der  Inhalt  dlese^^ecbt  sehr  au  empfehlenden  Lehrbuchs 
der  analytischen  G&i^etrie  ist  folgender;  I-  Coordinaten.  Gerade 
Linie.  Jl.  Kreia. /IH.  Keeelschnilt«.  IV.  Linien  und  Ebenen  In 
Faum.  V.  Ohejiäohen  der  zweiten  Ordnung.  Eandbcmerltniig 
(Knrze  AndentiänK  fiber  Curren  und  Flächen  höherer  Ordnuos). 
—  Exears  Aber  Projection.  —  Excure  über  Verwandtschaft  der 
Fi^aren.  —  Das  B»cb  enthfilt  auch  raanche  intereasaet»  et«n- 
thäroliche  bemerkmigen .  wie  x.  B.  8.  74.  Aber  die  riü^^i 
Fiioctteoeis. 


Astronomie. 


/     Das  WeltgebSude,    die  Erde   und   die  Zelten   des 

Sienschen  auT  der  Erde  von  Dr.  Getthilf  Heinrich  von 
Schubert,  Hofrath  und  Profeasor  in  Manchen.  Erlan- 
gen.   18S2.   «.'  J  Thir.  2i  Sgr.  ■  ^ 

Dieses  Werk   des    verehrten  Herrn   Verfaaaefs  ist  als  eine 
gfinsliche  Umarbeitung  seiner  bekannten  „Geschichte  der  Ka- 
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tur"  XU  betracbten,  nnd  ganz  in  der  bekannten,  jedes  reine  Gf- 
mflth  ansprechenden  AV eise  des  Herrn  VerrasEerKverrasst,  fibenil 
bis  XU  der  oeuesten  Zeit  forige ttlhr t ,  und  in  fcbniicber  Weise  nie 
der  ,, Kosmos"  in  veracbiedenea  AnhSngea  mit  vielen  literari- 
schen Nach tv eis ungen  flussextatlet,  ivelche  die  beltaiiiitc  grause 
Gelebrsamlteit  des  Herrn  Verru«sers  von  IN'euein  bekunden.  Wir 
empfehlen  deshalb  das  Werk  den  vielen  Freunden  der  Muse  de* 
Herrn  Verfassers  lu  sorgfältigster  Ucachtung,  und  aiud  aberzeuirt, 
das«  Keiner  ohne  Dank  für  die  vielfache  aus  dem  Werke  ge- 
•chSpfte  Belehrung  von  demselben  scheiden  wird. 


Physik. 

Der  mecbaniscfae  Theil  der  Naturlebre.  Von  U.  C. 
Oersted.  Mit  348  in  den  Text  eingedruckten  Holi- 
achnilteu.  Brauusch.H-eig.    1891.    8.    2  Thlr. 

Die  vorliegende  Ueber^etzung  der  mecbanischen  Natnrlehre 
des  berfibmten  dänischen  Hat urfMt< eher«  ist  von  Herrn  L.  Meys 
angefertigt  Korden,  und  in  jeder  Beziehung  sehr  zu  eniufehlea. 
Das  Werk  selbst  ist  mit  Grosser  Deutlichkeit  verfas^t,  m  einer 
sehr  ansprechenden  Sprache  KPsdiricben',-.und  ver«chniähet  Lei- 
nes(Tegs  die  Anwendung  der  Mathematik,  ohne  ither  die  ernten 
Elemente  der  Arithmetik  und  <>eometrie  hinaufzugehen,  selli»t 
mit  fast  ganzliiher  Auswich! iessung  der  TrigniiiV'^tr''B  >  ^'*  ^^^ 
eigentlich  nur  die  Begriffe  der  gnnionielrischen  h'ublilinnen  benutzt 
werden.  Da«  Buch  verdient  daher  alle  EniprehlnnAund  der  Herr 
(Jebersetzer  Dunk  tur  dessen  Ueberliagung  auf  deutschen  Boden. 
Die  Holaschnilte  sind  sehr  schön.  Die  Lehre  von  dm  aageoanu- 
len  Imponderabilien  enthalt  das  Werk  nicht,  sond^tu  uui  deo 
eigentlich  mechanischen  Theil  der  Physik. 

Lehrgang  derraec haniscben  Na turlehrefarlbüfc"'« 
ünlerrichtsanstaiten  von  Dr.  G.  Karsten,  ProK*'*" 
der  Physik  au  der  Universität  zu  Kiel.  Zweite  AI«''«'' 
Inng.  Mit  4  Kupferlafeln.   Kiel.  1831.  8.  2  Thlr.  i2\Sgr- 

Der  erste  Theil  dieses  Werkes  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  LS^- 
S.  810.  angezeigt  worden.  Der  vorliegende  zweite  Theil  enthii"^ 
Wfirmelehre.  WMlenlehre.  Akustik.  Optik.  Eine  dritte  Ablheifur^ 
soll  die  „Literaturnachweisungen"  enthxlten.  Die  frühere  Ibejl' 
weise  Bestimmung  des  Werkes  für  den  Unterricht  an  JMurinescIiÜ- 
len  föllt  nach  der  Aufhebung  der  Marinescbule  in  Kiel  Jetzt  veg- 
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Tennischte  Schriften.  - 

MKtheilunReD  der  natarrorscheniten  Gesellschaft 
in  Bern.    Nr,  156  —  218. 

(M.  vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  L.  S.  09J.). 

Ueber  diese  atelB  vieles  .  Bemerk eiitiii  er the  entbultenden  Mit- 
theilnugeu  ut  zuletzt  im  Liter.  Uer.  tit.  L.  S.  091.  Nachricht  ge- 
gel)en  »orden.  Wir  liefern  jetzt  eine  Anzeige  dos  unsere  Leser 
vorzugsweise  iiiteremirenden  Inhalt«  der  Nuiumem  150  bis'  21^ 
welche  sufällig  verpfiatet  worden  ist.  aller  iaimec  des  lutercssan- 
teil  Doch  ijenug  darbieten  wird. 

B,  Wolf,  Versuche  zur  Vergleicfcanic  der  Erfabrungs wahr- 
scheinlich kelt  mit  der  niathematischen  Wafarscbeinllchbeit  Nr 
156-137. 

Derselbe:  Nofizen  zur  Gescfiichte  der  Mathematik  und 
Physik  in  der  Schivelz.    Nr    156-137. 

C.  Brunner,  Sohn:  Celier  den  ElnOüss  des  Magnetismus 
auf  die  Cnhflsinii  der  FIQsäigkeiten.     Nr.  156  —  157.' 

It.  Wnlf:  Sonnenflecken-Beobachtungeii  in  der  ersten  Hülfte 
des  Jahres  I84y.  —  äternmchnuppenbeobacbfungen  vom  8,  bl»  H. 
August  I84<J.— Note  zur  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  Nr.  160—161. 

Derselbe:  Slernschnuppenbeobnchtuncen  vom  II.  — 13.  Na- 
vember  I84t».     Nr.  166. 

H.  BtSndli:  Ueber  arithmetisches,  geometrisches  und  har- 
monisches Mittel.    Nr.  166. 

(Arithmetisch -geometrisches  Mittel  Ist  dieieiitge  Irrationale 
Grösse,  der  man  slcli  immer  mehr  unil  niebr  nähert,  «enn  man. 
von  zwei  verschiedenen  Zuhlen  p  und  tf  ausgehend,  zuerst  das 
arithmetische,  dann  das  geometrische  Mittel  berechnet,  uud  ans 
diesen  zwei  Gliedern  nieder  dieselben  Qlittelgrüssen,  bis  sie  zu- 
sammenrallen. 

Hiez»  bemerkt  Herr  SchlSfli:  Je  nachdem  p^q  oder  q'^p 
hat  das  arithmetisch -geometrische  Mittel  den  Werth 


J»2= 


,^L+ve^) 


^1'  -  p' 

Are  cos  " 

Dan  arithmetisch -)i;eometrische  Mittel  ist  bekanntlich  von  Gaass 
in  die  Analysis    eingeführt.  G.) 

R.  Wolf:  Versuche  zur  Veifrleicbunf?  der  Erfahrungswafar- 
scheialicbkeit  mit  der  laathematiscfacn  Wahrscheinlichkeit  Dritte 
VersDchsreihe.    Nr.  160. 

Derselbe:  .Sonnaiiflecken-Beobachtnngen  in  der  zweiten 
Hilft«  des  Jahres  1849.  —  Das  Beobachtuugsjahr  184»  (auf  der 
Sternwarte  in  Bern.)    Nr.  167  —  168. 

Derstibci  BectiiniMing  der  raittlern  Kraft  in  Drack  nnd 
Zur.    Nr.  167-168. 
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G.  Valentin]  E^wg«  Bemubingen  äbw  den  WinterachUr 
rtes  Stacfaeli^eU.    Nr.  171-175. 

^  (HerT  I*ror.  Sacc  in  Nenchatel  hat  «ntdeckt,  dass  die  in 
WinlefBcblaf  veTfallenen  Murineltbiere  an  KLwrpcrgewicht  zuneh- 
men, hii«  die  von  Zeit  tu  Zeit  durchgreifende  Baroeutleerung  die 
Schwere  des  Thieies  von  Neuem  herabsetzt.  Berr  Valentin  bat 
dieaea  Gesetz  auch  heimStackeltKel  vollatlindig  beat&ti);!  gernnden.) 

K.  Wolf:  Notiseu  cur  Geschieht«  der  Mathematik  und  Physik 
in  der  Schnei«.     Nr.  174— 17». 

ü«raelbe:  Veraucbe  zur  Vergleichuiig  der  Erfahniflgawafai- 
scbeiolickkeit  mit  der  mathematischen  Wafarecheiolicbkvit  Viert« 
Versuchsreihe.     Nr.  176  —  177. 

F.  May  von  Hueds  Di©  Himmelsnehel.  Nr.  I7& 

R.  W'ilf:  Einige  BeabachtuDgen  des  Zodiakallichtea  im  Früh- 
jahr 1850.  ~  Beobachtungen  von  Nebensonnen  am  27.  Mai  1S50. 
—  Hohe  der  SterniTarte  >'on  Bern.    Nr.  179. 

Derselbe:  Sonneriflecken-BeobachtuDgen  Inder  eisten  Hältle 
des  Jahres  -1850.     Nr.  ifjO— 181. 

Derselbe:    [Jeher  eine  bibliographische  KuriosiUt.  Nr.  ISO 

Derselbe:  Der  Juli-August-Steraschnuppenstrom  too  1850. 
Nr.  182.  *^*^ 

Derselbe:  LSnge  der  Sternwarte  von  Bern. —  Ver«cbie- 
dene  Bemerkungen.  —  Der  Nuvember-SternschnupueDschwatiD 
von  18S0.    Nr.  183-184. 

Derselbe:  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  Dod  Pby- 
sik  in  def  Schweiz.    Nr.  183-184. 

H.  Wydier:  Die  Knospenlage  der  Blätter  in  fibersichllicber 
Zusammenstellutig  mit  einer  Tafel.  Nt.  185 — 187.  (Lehrreich  und 
interessant.) 

M.  Perty:  Ueber  den  gefärbten  Schnee  des  St.  Gottbard^ 
vom  16.  — 17.  Febr.  1850.  Nr.  188—192.   (Sehr  interessant) 

C.  Brunner,  Sohn:  Aphoristische  BemerkuDgen  über  die 
Productionskraft  der  Natur.     Nr.  188  —  192. 

R.  Wolf:  Versuche  zur  Vetgleichung  der  Erfahrungswahr- 
adieinlichkeit  mit  der  mathematischen  Wahrscbeinlicbkeit.  Nach- 
trag zur  vierten  Versuchsreihe.    Nr.  193—194.  .- 

Derselbe:  Zuiatz  zu  der  Bestimmung  der  mittlem  Kraft  in 
Druck  und  Zug  in  Nr.  168.     Nr.  ig3'-194. 

Derselbe:  Versuche  zur  Vergleichung  der  Erfabruogs Wahr- 
scheinlichkeit mit  der  mathematischen  Wahrscheinlichkeit  Ffione 
Versuchsreihe.     Nr.  197~lü9. 

Derselbe:  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.  (Ein  verloren  geslaubler  Brief  Lamberts  an 
Johannes  Gesner.  S.  LambertH  deutschen  eelehtten  Briefwechsel. 
Tbl.  II.  S.  177.).    Nr.  197-199. 

Derselbe:  Notizen  zbt  tieachichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.  (Zwei  hiteressante  Brief«  ans  Cristopfa  Jezlers 
Cnrrespondenz,  die  mehrere  mathematische  Bemerkunno  enthal- 
ten.)    Nr.  201-202. 

C.  Brunnen  IMtrag  snr  Evdlotaetrie.  (Eine  neue  ondEomf 
triscbe  Methode.).     Nr.  201— 202. 

R.  Wolf:  Sonnelilecken-Beobaditaneea  in  der  zwttilenHälfle 
des  Jahres  18S0.    Nr.  200—207. 
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D«r»»lbe.'  Notizen  aur  Gwhiehtfl' der MitlnaisHk  und  Pb)'- 
sik  in  der  Schwela.  (Abüso;  a»8  Johatin  II  BernoulM's  Reise« 
jom-nal  voiU  Jabre  1733.  Mehrfach  iTiteressant.)-   Nr.  fiOft— S07. 

L.   R.   T*n  FelleDbere:     Uaratellnnir    a«cbenfreler   Filter. 
Nr:  906— aOO. 
'     R.  W.olf:  Notizen  zur  «esctiichte  der  Melhematik  nad  Phy 
ffUt  4n  der  Sebwsiz.     (Gin  Brief  Jnbann  I  Bernnalli  an   Genner). 
Nr.  408-20  ■. 

üerHelbe:  Ueber  dw  Vertheilunn  der  Pixgteni«.  (Eine  inte« 
remante  fcrapbiacbe  OarRtellunc  dei  Vertheilungr  der  fixiitcnie.) 
Nr.  '2IO-2n. 

C.  FiApher- Oout«r:  Noch  Einiges  Aber  die  Theorie  der 
all^eluten  Wiirme  und  die  Formel  ISr  die-Scbneenäi»e  (vergl.  133 
-12Ö.).     Nr.  210—211. 

(Uie  Formel  de»  Herrn  C.  Fiecber-Ooster  EQr  die  Schoee- 
gtiDt»   ist  folftende: 

Wenn  S  die  Hi'ibe  der  Sebneegrünze  fiker  dem  Orte  bezetebr 
net,  ven  dem  IV  die  Summe  der  abitoluten AVärnie  ausdröcbt,  und 
tvenn  k  und  k'  der  Werthe  der  Hühc,  bei  welcher  da*  TheraMr 
meter  um  1"  flillt,  «cmohl  unten  al*  bei  der  SdineegAma  In 
Tolsen  aneeigen,  s«  tet 

VTF— 19      A+A'  .    „  , 
S=  - — ^j—  X  —5-  in  ToiSen 

«d 

S=(V"H'-M)(A+AO   in  I 


aleo 


^=(n.-K'+^'-»'i 


wnbai  der  Werth  von  k  und  k'  verfinderlich  ist,  und  tv«  der,  von 
b',  obgleich  unbekannt,  doch  durch  eine  vorläufige  Berechnung 
leicht  gefunden  werden,  kann,  indem  man  ihn  zu  85  Toievn  in 
nurdlicnen  und  zu  iOO  Tniseii  in  eildlichen  liändern  provisorinch 
aanioiint  und  ihn  dann  definitiv  aei  der  nachfolgeaden  kleine  Ta- 
belle: beatiqirat,  die  Herr  O..Fi8her7.0oster  nach  ZKcha  Ta 
belle,  H't^nur  die  Barometerstände  ani;egeben  irind,  bereohnet  hat 
Di*  Tetttperabi  rabnah  nie  vou  1^  erfolgt  afiniiivh  in  einer  abso- 
Uten  Hohe  von  circa: 


890' 

bei  81,4  Tolsen 

8244'    ht\     93,0  Totaini 

Ifitl 

„     t«,8        „ 

9900 

,      98,0        i. 

S-84 

,.     8<.S        „ 

108i0 

.      »7,1        „ 

3780 

„     86,0        „ 

12230 

,      89,3        „ 

um 

,.     87,7     ■  „ 

Jy716 

,    101,5        „ 

8900 

„     89,4        „ 

1IK94 

,     100,8       ., 

7044 

..     «1.2        „ 

16974 

,     108,8        „ 

) 

R,  Wolf:  Notizen  snr  Gencbiehte  der  Matbeaslik  und  Phy>- 
aik  in  der  ScbHei».  (iSehr  intereuante  Notiaea  über  Anna  Bar- 
bara Reinfaarfr  von  AVIntertbiir,  n^eieber  gelehrten  DauM 
Banl«i  Bernoulti  das  Zeugniia  gab,  aia  «ei  ((^lairaut,  £ttler 
oud.  «iniee  Menige  Ändert  auagenemiten)  fast  allen  mit  ihr  leben- 
den Alatbematikern  voriusiehen,  und  die  Johannes  Bernoulli 
aelbsl  Aber  die  berShmte  Chatelet  setzte.    Sie  war  geboren  den 


D,g,t,z.ctvG00gIC 


12.  Juli  1730  nod  eUrb  den  5.  Januar  1796.).  —  Fflrneier  Bdlrag 

zur  KetintniH«  alter  SchHeiKer  Kalender.  Mr.  '210 — Hl, 

Derselbe:  Notizen  eut  tiemhichte  derMathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweii.  (Herr  Wolf  treUet  ia  dieaem  interessan- 
ten Aufsätze  nach,  daea  das  achiine  Crincip,  auf  welches  sicli  der 
Planimeter  von  Wetli  <m.  s.  Liter.  Her.  Nr.  LVi.  S.  774.),  näm- 
lich die  Flüche nmesflung  durch  ümscbreibung,  nOndet,  schon  im 
Jahre  182ÖdurchilendaniBla  in  Bern  beüiKlIicheiiTburgauerJoha»- 
nes  U|iplkafer  au fj^e fanden  tvorüen,  uud  dass  der  l*iaainieter  von 
Wetli  im  Wesentlichen  durchaus  nicht  vnn  dem  Oiipikoferschen 
verschieden  oei.  Dieser  Aufsatz  enthüll  überhaiiiit  mehrere  sehr  lehr* 
reiche Uemerkungen  Ober  diese  1*1  animeter,  auf  tfie  wirdieLecer,  wel- 
chediese^lnstrumente  naherkennen  lernen  wollen,  b es nnders  aufmerk- 
suni  niuchen.  Auch  die  beigefUßte  Zeit-fanun^  dient  sehr  zur  bes- 
seren Erlfiulerung  der  ISaebe).     Nr.  21^ — Uli). 

Derselbe:  lieber  eine  am  10.  August  1S60  in  Aachen  uod 
Bern  gleichzeitig  beobachtete  Feuerkngel.  Nr.  2]3~-215. 

Derselbe:  Uel>er  das  Sehen  der  Nteme  bei  Tage  aus  tiefen 
Schachten.  —  (Nach  sorglallicen  Nachforschungen  beaUitiitt  Herr 
Wolf  das,  was  ütieT  diesen  iitters  cur  Sprache  gebrachten  Gegen- 
stand A.  V.Humboldt  im  Kosmos  ThI.  IIL  S.  71.  sa|tt.  nflni- 
lich,  dass  die  ganze  Sache  illusorisch  sei,  vollkommen.).  Nr.  213 — IIa. 

Derselbe:  Sonnenflecken-Beobachtungen  Inder  ersten  H&lfte 
des  Jahres  1851.  —  Beiibacbtungen  des  Zndiakallichts  im  Früb- 
iahr  1851.  —  Beobachtung  der  (»artialt-n)  Sonnenüiisterniss  mm 
28.  Juli  1851.  —  Sternschnuppen- Beobachtniicen  im  August  1851. 
Nr.  216-218. 

Derselbe:  Notizen  zur  Geschiebte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schtveiz.    Nr.  216—218. 

'  Ausser  den  obiuen  Aufsätzen  enthalten  diese  Mittheilungen 
noch  eine  grtissere  Anzahl,  oft  recht  interessanter  Briefe  älterer 
schweizerischer  Gelehrten,  hauntsjichlieh  Mathematflrer -und  Natur- 
forscher, die  sJimmtlicfa  Herr  K.  Wolf  mi^theilt  hat 

The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Jsurnal. 
Edited  bv  W.  Thnm»on,  M.  A.,  F.  K.  S.  E.  Vergl.  Liter. 
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liiterarteclLer   Berlclit. 


Simon  Lbnili«rg«hürt  unstreitig  zu  den  auBgezeichneteteuMa- 
tbematikeru  der  ueuereo  Zeit,  scheint  aber  (wenigstens  jetzi)  tan^ 
nicht  so  allgemein,  wie  er  immer  noch  veriJient,  bebannt  zu  sein.  Mein 
mir  unvergesslichcr  Lehrer,  Johann  Friedrich  PTaTf,  stellte 
L  h  u  i  lier  sehr  hoch  und  empfahl  das  Studium  seiner  Schrillen  iiingern 
Mathematikern  angelef^entiichst.  Ich  selbst  vcrdanLe  diesen  Schrif- 
ten aehr  viel  und  greife  noch  jetzt  Gflers  mit  besonderem  \Vobl- 
gefallen  nach  dens^ben.  Uass  Lbuiüer  ein  sehr  hohes  Alter 
eneicbt  hatte,  war  mir  bekannt;  über  seine  n&heren  Lebens 
umstände  ist  aber  wenig  bekannt  geworden..  Desto  mehr  Freudfl 
machte  mir  eine  von  Herrn  R.  Wolf  in  Bern  in  einem  der 
neuesten  StOcke  der  „Mittheilungen  der  natnrfoiachen- 
den  Gesellschaft  in  Bern",  welche  immer  viel  Lesenswer- 
thes  enthalten,  gelieferte  Lebensbeschreibung  Lbuiliers;  und 
da  die  genannten  „Mittbeilungen"  wohlnicht  in  die  HSnda 
vieler  Leser  des  Archivs  kommen  möchten,  die  Lebensbeschrei- 
bung eines  so  ausgezeichneten  Mathematikers,  wie  LbuiMer 
war,  aber  allgemein  von  grotgeem  Interesse  sein  muss,  so  erlaube 
iuh  mir  diese  Lebensbeschreibung  auf  den  nachfolgenden  Blättern 
den  geehrten  Lesern  des  Archivs  mitzutheilen.  Seines  Lehrers 
Lesa^e,  der,  so  viel  ich  weiss,  nichts  Mathematisches  ver- 
öffentlicht hat,  gedenkt  Lhoilier  in  fast  allen  seinen  Schriften 
mit  der  grOssten  Achtung  und  Dankbarkeit;  die  Leser  werden 
diese  Geltlhle  wärmsten  Dankes  anch  im  Folgenden  atugespro- 
cheo  finden ,  und  sich  daran  gewiss  ebenso  erfrsiiea  nie  ich. 

G. 
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Simon  Iihnlller. 


Unter  den  schweizerischen  Mathematikern  neuerer  Zeit  nimmt 
der  Genfer  Simon  Lhuilier  unstreitig  eine  der  ersten  Stellen  «in. 
Nicht  nur  hat  er  eich  als  elementarer  Schriftsteller  in  den  Gebie- 
ten der  Algehra  und  Geometrie  wohlverdienten  Kuhm  erworben, 
ond  als  langjähriger  Lehrer  in  seiner  Vaterstadt  scfaüne  Resultate 
erzielt,  —  seine  Arbeiten  in  der  Polyeonometrie,  Polyedrometri«, 
Isoperimetrie ,  Differential-  nnd  Integralrechnung,  etc.  sichern  ihtoi 
auch  rn  der  Geschiebte  der  Wissenschatt  eine  ehrende  Stelle, 
indem  sie  derselben  theils  neue  Uisciplinen  zufüi^en,  tbeils  nich- 
tige Tbenrien  besser  begründeten.  In  den  Uesitz  des  grritisteD 
TBeiles  ron  Lh  u  i  1  i  e  r  s  handschriftlichem  Nachlasse  jreicommen,  halte 
ich  es  daher  ron  nicht  unbedeutendem  Interesse,  nach  und  nach 
Einzelnes  aus  demselben,  was  entweder  historischen  Werth  hat 
oder  noch  jetzt  zum  Ausbaue  der  Wissenschaft  dienen  kann,  wei- 
teren Kreisen  vorzulegen.  Zur  Einleitung  mag  folgende  Notiz 
über  Lhuilier  und  seine  gedruckten  Arbeiten  dienen. 

Simon-Antoine-Jean  Lhuilier  wurde  am  üi.  April  1750 
zu  Genf  geboren.  Schon  frühe  zeigten  sich  seine  Anlagen  fflr 
die  mat  he  maus  eben  WissenscbaFten,  und  erlaubten  ihm  nicht  auf 
die  Ideen  eines  Anverwandten  einzugehen,  der  ihm  einen  Theil 
seines  Vermügena  unter  der  Bedingung  den  geistlichen  Stand  zu 
ergreifen ,  vermachen  wollte.  Der  vorzi^liche  mntbematische  Un- 
terricht, welchen  damals  inGenf  Lo  uis  Bert  rand,  der  sieb  durch 
sein  Ud veloppemen t  nouveau  de  la  partie  älementaire 
des  Mathämatiqties  als  würdigerSchÜlcr  Eulers  erwies,  wäh- 
rend langen  Jahren  ertheilte,  warvongrosserWirkung  auf  den  fleissi- 
gen  Jflngiing, —  und  umgekehrt  war  Bert  ran  d,  der  Lhuilier  auch 
nfiherii  Umgang  zuTheil  werden  liess,  über  dessen  Fortschritte  so 
erfreut,  dass  er  ihn  zum  Voraus  als  (meinen  einstigen  Nachfol- 
ger bezeichnete^ Von  noch  erüsserer  Bedeutung  fürLhuiller  war 
eSf  dass  er  sich  die  Zuna^ung  des  ihm  verwandten  berOhmteo 
Naturphilosophen  George-Louis  Lesage')  erwarb,  der  ihm 
sofort  mit  Kath  und  Unterricht  beistand.  In  einem  Bruchstücke 
eines  grossem  Briefes,  das  ich  unter  den  erwähnten  Manuscrip- 
ten  vorfand,  erzählt  Lhuilier  Folgendes: 

„Mes  relation!«  avec  Mr.  Lesage  datent  du  mois  de  Juin  1766. 
Tavais  le  honheur  de  sortir  du  collige  k  la  täte  de  ms  voUe. 
Mr.  Le  Sage  apprit  le  triomphe  de  son  jeune  parent.  Poussä  par 
la  g^närosit^  de  son  caractöre  qui  le  portait  ä  f>e  rendre  utile 
anx  jeunes  gens  qui  connaissalent  fout  an  moins  de  rapplication. 


')    Notice  de   la  vie   et  de«   ecrita  de  Georp-LouEs  Leaage  de  Oe- 
n^B,  par  F.  Privott.    Genöve.    180&.    8. 
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il  'M  rndK  (ptmr  b  premiAre  fsis)  ob«  mon  pAre  ponr  faire  ma 
GDOiMinftncfl.  J'^tais  absent.  Je  fo«  eitvoyA  cbcz  tsl.  II  m'ac- 
eoeilUt  avec  bont^,    et  m«  permit  de  venir  le  Toir  fBmili&r««Dent. 

„Pendant  la  coim  de  mea  ^tudes  de  baltes-lettrea ,  il  m'aid» 
de  «es  conSeils,  et  il  sm  foursit  les  moyens.  par  lea  lirres  qu'il 
me  mit  entie  tes  roalns,  d«  joindre  ä  ces  äludea  celle  de  l'Arilh- 
nctiqufl  «onne  pr^iiminaire  aax  lätudea  mathämatiqaes.  II  trouT« 
chex  moi  de  TapplicatioB  et  de  la  facUittf  ä  acqu^rir  Ja  loatine 
du  calcuL  II  ni'aaaiU  ausfti  a  une  iegon  particuliere  de  G^omättia 
pratique.  Enliu  it  me  prit  chea  kii  pendant  trois  oa  qnatre  moia 
d'iti  qull  pasaa  k  la  campa^ne  et  ce  fut  ik  uu'il  consacra  une 
partie  de  sod  temps  k  m'initier  ä  IVtude  de  rAlgebre,  qui  me 
donita  beaucoop  piua  de  peine  qiie  ne  paraUsait  aaDoncer  la  faci- 
Kttf  avec  laquelle  j'avaia  appria  i'Arilhmetique.  Je  m'effortjaia  de 
coropengar,  bien  taiblemeot,  Ua  seine  qn'il  me  donoait  en  lui 
«er van t  de  copiate, 

„De  retouT  k  la  Tille,  il  centribna  k  me  placer  comme  pre- 
cepteur  chez  Mr.  Rittiet-Plantamour,  oü  je  suis  rest^  a  peu  pres 
deuX  ans.  Pendant  nies  etuttes  philosophiquea,  il  s'uppliqua  ä 
m'aiderde  eea  directions  et  de  sea  conseils.  II  m'admit  bux  le^on« 
de  Physiqiie  qu'il  donnait  encore  pendant  une  partie  des  antikes 
1768  et  1769,  et  il  ponxsa  la  complaisance  jusqu'ä  revoir  les  ex- 
traits  etendus  que  je  faisais  de  sod  cours. 

„Voss  saTes,  Monaienr,  csmbien  il  itait  r^serv^  k  dennerdes 
conseils  snr  ies  objets  qui  n'^talentpas  iram^iatement  littäraires. 
Aossl  n'a-t-il  ea  aucunepart  k  ma  retraite  de  I'^tat  ecciesiastique 
auquel  on  me  croyait  destinit.  II  approuva  seulement  la  Suspen- 
sion de  ma  r^solution  pendant  une  ann^e,  qne  j'employai,  tou- 
jours  Bous  aes  directions,  k  poursuivre  Ies  ^tudes  philosophiques 
en  mime  temps  qae  je  continuai  d'assister  aux  lecons  de  Pbyai- 
que  de  Mr.  de  Sauaaure  (dont  j'aurais  ^t^  privä  pendant  mes  ^tudes 
publiques  de  pbiloeophie).  Pendant  cette  ann^e  11  contrtbua  beau- 
coup  ä  me  faire  retirer  un  parti  Incratif  des  connaisaances  qu'il 
m'avait  donnries.  It  m'adressa  des  diaciples;  le  bnnheDr  qne  ja- 
Tais  d'dtre  aon  Hive  inspirait  de  la  confiance,  et  je  fus  charg^ 
entr'autres  par  lui  de  donner  des  le^ons  prriparatoires  ä  ses 
cour»  sui  Ies  connaissancea  matheraatiques  qu'ils  exigeaient 
et  dont  it  m'avait  donnä  le  tableau.  Je  crus  Foir  pendant 
cette  ann^e  qu'il  m'avait  donoä  un  ätat,  capable  de  sufSre  ^  mes 
besoins  et  k  ceux  de  ma  m^re;  c'est  la  part  todirecte  qu'il  a  eue 
k  ma  retraite  des  etudea  publique». 

„Pendant  ies  annees  qui  se  aont  ^coul^ea  dto-lors  juaqo'a 
non  d^part  de  Gendve,  il  m'admit  librement  aupres  de  lui,  m^nie 
pendant  Ies  beures  consacr^es  ä  aes  travaux  particuliera.  Je  lui 
parlais  de  mes  occupations,  et  il  m'ajdait  par  sea  directiona  et 
par  sea  seceurs  lilteraires  qu'il  me  fournissaiL 

„Pendant  ce  tempsi  il  a  ^e  quelqtiefois  questioa  de  coop^- 
rer  k  la  publication  de  ses  ouvrages;  je  le  däsirais  vivement  et 
daw  le  döbut  ^e  conoevaia  de  l'eaper^nce.  Je  ne  tarda!  pas  d'^- 
prouver,    aiosi  que  l'ont  fait  plusieurs  de  ses  ami4,.coinbieM  ceia 
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serait  difficile.  Vmu  MUtaz  conhiea  de  fois  il  b  tbtU  aoi  ms  plan» 
de  composltion  et  sur  lee  ^p«quee  auxquclles  il  en  conmencerait 
la  redaction.  Cette  TacoillatioD  ne  a'aecordait  paa  avec  b)ob  iin- 
patieDce,  et  je  dua  4tre  convaiacn,  quoiqu'avec  bien  du  regret* 
qne  je  ne  pogrraia  paa  contribaer  k  lui  reodre  Dn  servlce  par  le- 
quel  aeal  je  ponrais  reconnattre  *n  parti«  Ics  obligations  qne  jtt 
lui  avaia.  Notre  mantire  de  vivre  ^ta'it  d'ailleum  si  diff^rent« 
qu'elle  apportait  un  grand  obatiKle  k  celte  comroiiDaattf  de  traTwl; 
j'ai  toajaurs  etd  trea  matineuz;  ma  journ^  dtait  fiaie  pour  ne« 
travauz  particuliera  lorsqa«  la  aieniie  n'^tait  paa  commanc^, 
et  le  reate  de  la  journ^  derait  Atre  coDsacr^  ä  inon  4tat  enriaag^ 
eomtne   reasource  p^cuniatre. 

„ArriT^  ä  Ikge  nu  na  jeune  homme  Baoa  fortane  forme  na- 
tureliement  des  projeta  ponr  ae  faire  nn  aart,  —  fatigud  d'wn  senra 
de  rie  penible  qni  ne  HatiBfaiaait  paa  mon  impatience:  Je  lai 
communiquai  le  d^sir  que  j'avaie  de  trourer  en  debora  qoeloae 
place  qui  eut  la  double  avantage  d'^tre  plus  lucrative  et  moiDS 
penible.  It  s'en  prriaetita  une  occaaion  en  1775.  II  refut  de  aon 
ami  Pfleiderer  lea  programmes  de  la  commission  d'^ducation,  et 
H  me  lea  comrouniqua.  Je  lui  fis  connaitre  inoii  plan  avant  de 
renvoyer.  II  eut  d^sirä  que  j'eusse  ecrit  aur  la  Pbysique;  mais 
je  iie  pouvaia  me  persuader  que  ses  principea  de  Pbyaique  gene- 
rale duasent  occuper  dans  renaeignement  deniandä  une  place  aasez 
considärable  pour  ^ue  leur  däveloppement  eut  rendu  probable  le 
aacc^a,  et  je  n'avaia  paa  asasx  cultir^  lea  partiea  de  Ta  pfayaique 
qui  me  paraiasaient  eaaeDtiellea  dana  cet  eneeignenient  paar  que 
pendant  le  peu  de  mois  qui  restaient  encore  jusqu'ä  la  &a  du  con- 
C0UI8 ,  je  puase  me  ilatler  de  faire  aur  la  phyeique  un  trarail  aui 
me  promit  le  auccea.  J'envoyai  donc  mon  plan  relatif  auz  Ma- 
thematiquex,  et  dana  le  billet  cachetä  je  m'inscrivaia  comme  son 
disciple. 

Eine  kleine  Arbeit 

I)    Lettre  en  reponae  auz  objectiona  äleveea  contra  la  ura- 
vitation  newtouienne   [Journ.  encyclop.  Ferner  1773] 

aasgenommeD,  debütirteLhuilier  mit  dieser  Preisschnn,  die  sich 
grSastentheiU  auf  allgemeine  Arithmetik  bezogen  zu  haben  acheint. 
Ein  für  ihn  glücklicher  Umstand  war  es,  dass  Christoph  Frle* 
drich  Pfleiderer  (1736—1821),  der  vaa  1763—1766  als  Scha- 
ler und  Mitarbeiter  bei  Lesage  in  Genf  gewesen,  und  durch  ihn 
1766  nach  Warschau  an  die  vom  Krmige  Stanialaa  August  Den 
seatiftete  Militair  -  Academie  als  ProfesBor  der  Mathematik  und 
Physik  empfohlen  worden  war,  in  der  zur  Abfassung  und  Prd- 
fiing  TOD  Schulbacbem  im  Königreich  Polen  niedergesettten  Com- 
miBsion,  welche  jenen  Preis  ausschrieb,  als  eines  der  thätigsten 
und  einfiussreichstenMi^iiedersasa.  Pfleiderer  tand  notb wendig 
an  der  ia  Leaagle's  Geist  geschriebenen  Arbeit  ein  besonderes 
Wohlgefallen,  —  sie  wurde  gekrönt,  erschien  als 

Varsorie 
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nnd  cleMiMmg  ftAcb   In  pofatbelieT  U^n*tzinig*t.    Der  KSnig 

TOti  Polen  li«M  den  jqnnn  Verraäser  fflr  scioe  Arbeit  begldck- 
tvaiMtthen,iibdi)«rF(IAt'C2BTt»rtnski  lud  Ibn  e[h  nach  V^SKchan 
■n  kommen,  nni  m)nea  Sohn,  der  in  spiterer  Zeit  daB'HaUpt 
der  emigrirten  Pplen  werd«n  sollte,  zn  unterrichten.  Lhuilier 
fol(;te  der  Einladung,  and  die  lange  Reibe  ve»  Jahren,  nflkhe  er 
in  dem  ffirstlichen  Hause  zubrachte,  bildete  nicht  nur  die  glfick- 
lichete  Epnche  seines  Lebena,  sondern  war  ancfa  TOr  dieWisi^n- 
whaft  Ton  reicher  Ausbeute.  Znn&chst  erschien  1781  in  den  ßer- 
liuer-Memotren  sein 

3)  Memoire  sur  le  minimnm  de  cire  des  alv^oles  des  abeil- 

les,  et  en  particnliet  8Dr  un  minimum-miDimoruni  rela- 
tif  il  cette  tuatiire, 

in  welchem  er  nach  demUrtbeile  von  Professor  Maurice  dieseo 
Gegenstand  vollkommen  erscbSpfte^,  Dann  folgte  sein  grösse- 
res Werk 

4)  De  retatlone  mutua  capacifatis    et  terminorum  figurorum, 

geometrice  cansiderata.    Varsoriae.  1782.  40, 

Qber  welches  mehr  als  ein  halbea  Jahrhundert  später  der  compe- 
tenteste  Richter  in  diesem  Gebiete  der  Mathematik,  Herr  Profes- 
«orSteinerin  IJerlin,  noch  folgendes  Crtheil  fällte*):  „Alles,  was 
„seine  VorgSnger  auf  elementarem  Wege  Über  diesen  Gegenstand 
„geleistet,  von  den  uns  überlieferten  ersten  Anfüncen  der  Gne- 
„äen  bis  auf  die  Fortsetzungen  und  tiefere  Begründune  durch  R. 
„SimsoD  und  Andere,  hat  Lhuilier  mit  grosser  Umsicht  zusam- 
„mengefasst,  mit  seltenem  Scharfsinne  verbessert,  argUnzt  und 
„betrKcfatlich  erweitert.  Leider  scheint  Öfter  sein  Werk  citirt. 
„als  die  darin  herrschende  Methode  richtig  verstanden,  oder  sehC- 
„rig  gewQrdigt  und  befolgt  worden  zu  sein ;  denn  alle  seine  Noch* 
„folzer  sind,  soviel  mir  bekannt,  mehr  oder  weniger' von  seiner 
„einlachen  natürlichen  Betrachtungsweise  abgewichen;  sie  nah- 
„men  zu  andern  kQnstlichen  Uülfsmitteln  Zuflucht,  und  beschrfiak' 
„ten  sich  überdies  auf  eine  viel  geringere  Zahl  von  Aufgaben  nnd 
,^l[tseD.  Dadurch  verschwand  aber  auch  immer  mehr  die  schSos 
^nfachheit  der  Beweise,  der  innige  Zusammenhang  der  Sätze 
„nebst  .dem  Bewusstsein  der  Gründe,  durch  welche  derselbe  b«- 
„dingt  wird."    Zwei  nach  Petersburg   gesandten  Abhandlungen 

6)  Sur  les  pyramides  isopärimdtres  [Nova  Acta  lllj. 


*)  Kach  MoDtocin  111,  C03.  wSren  anch  von  ihm  verfaute  EKmenti' 
de  gtoniAlrie  gekrfiDt  imd  verüfTenllirht  vardeo.  Uelisrhanpt  i*t  «•  mir' 
nicht  gaiu  klar  g^warden  ,  wai  AIlsi  in  Lhuilier'«  Sendung  nach  P«hn 
CBthalten  var, 

asIrDclien    publique    par  De  la   Rire.     Genäre 

*)    Dcnbichrlften  der  Berliaer  Ahademia    IBM. 
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6)  ThiaUme  Mmr  Im  centito  de  gnrM  (Nor«  Aete  IV] 

folgta  seine,  nsch  Beurtbeilatw  von  wn«r  durch  L«g|range  pti«i' 
dirten  Comissioo ,  in  Berlin  geiirGnte  PreiKhrift 

7)  ExposittOD.  äl^mentaire  des  ^riDcipes  des  cakuls  supe- 
rieurs  qui  a  remporte  le  pnx  propos^  par  TAcaddinie 
royaJe  des  scieocea  et  bellen -lettrea  peur  l'aon^  17äÖ. 
BerÜD.    4°. 

in  welcher  er  auf  d'Alemberte  geistreiche  Idee  der  Gronzen  ba- 
eirte,  auf  nelche  man  auch  in  der  neuesten  Zeit  wieder  allgemein 
zardckkummt.  Nach  Montucls')  hatte  eigentlich  die  Berliner  Aca- 
demie  die  Entwicklung  der  Theorie  de  l'mfim  niath^matique  ver- 
langt, —  aber  Lhuiiier  gerade  die  gebotene  Gelegenheit  benutzt, 
diese  Theorie  zu  bekfiiapren  und  ihr  die  der  Limites  zu.substi- 
tuiren.     Dano  erschienen  wieder  mehrere  kleinere  Arbeiten : 

8)  Examen  du  memoire  sur  les  poida  et  mesures,  oA  Ton  se 

propose  le  moyen  d'avoir  des  etalons  ou  modeles  de  me- 
sures et  de  poids  qui  soieot  r^gles  par  des  principe« 
certains  et  invariables    [Journ.  encycl.  Juillet  1785] ; 

9)  Thdoriroe  sur  les  solides  piano- superficiels  [Möm.  de 
Berlin.  A.  1786  et  178?]; 

10)    Snr  la  däcomposition  en  facteurs  de  la  samroe  et  de  la 


diffdrence  de  deux  puissances  h  einosanis  quelconqi 
de  la  base  des  logaritbmes  hyperboliques ,  dans  le  but 
de  dägaaer  cetle  däcomposition  de  toute  iil^e  de  Tinfini 
[Mäm.  de  Berlin.  A.  1^8  et  1789]. 

Am  Ende  seines  Aufenthaltes  in  Polen  fesste  der  nnermildlicbe 
Lhuiiier,  dessen  Leistungen  bereits  die  Academieo  in  Berlin  und 
Petersburg  veranlasst  liatten,  ihn  zum  Correspondenten  eu  ernen 
uen,  den  Plan  zu  seiner  Polygon ometrie.  Voll  von  seinem  Ent- 
würfe kam  er  nach  Tübingen  zu  seinem  Freunde  Pfleijderer,  der 
■ehon  1781  als  Professor  der  Mathematik  und  Physitt  in  sein  Va- 
terland zurückgekehrt  «ar.  Dieser  machte  ihn  auf  die  betreffen- 
den Arbeiten  LezeU's  aufmerksam,  die  eben  in  den  Petersburger 
Memoiren  -erschienen  waren.  Lhui'lter  verglich  sie  aufraerksant 
mit  seiner  eigenen  Arbeit,  Hess  aber  dennoch  nach  seiner  Rflck- 
kehr  nach  Genf  sofort  die  Schrift 

II)    Polygone m dtrie ,  ou  de  la  mesure  des  G^res  rectilignes. 
Et  Abr^g^  d'lsop^rimetrie  el^mentaire.  Geneve  1789.  4**. 

erscheinen,  in  der  Einleitung  das  Resultat  jener  Vergleichunf^ 
seinen  Lesern  in  folgenden  Worten  mittbeilend:  „Je  troUvai  eit 
»effiet  qaeMr.Lexeil  avait  ex^cutö  leplanque  jemeprop(Mais,etqa'en 
„particulier  il  avait  trouve  les  m^mes  propositions  londamentales. 
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„CBpftodant  j«  via'  biAnlttt  qH  mon  |)rcNrfd<(  diff^alt  waez  duslen, 
„soit  par  la  forme  des  div'isiona  et  subdivisions ,  aoit  {tar  la  nw' 
„niere  dont  jVtais  pairenu  k  cea  propositions  fondameatalea,.  soit 
„par  le»  coDslnictitiDs  que  je  d^velloppals,  aoit  par  les  r^flerionf 
„giomiUique»  auxqaelfes  i'^^ais  amene,  pour  que  le  travftil  de 
„Hr.  Lexell  ne  dBt  pas  m  etigai;er  a  snppniner  le  ihlen,  La  ü- 
„tenniaation  de  la  snrface  d'uoe  fiffure  rectlligne  dans  sen  cAMa 
„et  ses  anglea,  et  les  applicationa  de  Ta  forinule  ^Irigante  par  la- 
„quelle  eile  est  exprim^e,  estune  matl^reque  je  crois  enti^Teraent 
„neuve  et  qui  m'est  propre.'*  Dass  Lhuilier  aeine  Arbeit  ntcbt 
ta  hoch  Ober  die  Lexell's  stellte,  mag  folgende«  Urtheil  Mon- 
tucla's")  beKeugeni  „Le  dt.  Lhuiüer  souniet  ä  des  rigles  sem* 
„blables  k  celle  de  la  trigonomötrie ,  le  caicul  des  cdt^a  et  das 
„anglea  de  tout  polygone  rectiligue;  c'est  uo  coin,  pour  ainai  dire, 
„An  vwUs  «t  immenae  champ  de-  la  g^omttrie ,  oä  Ealer  et  Lezell 
»antienl,  ä  la  v^rtt^,  fait  qoelques- itionaiona,  mais  on  le  clL 
„Lhuilier  est  enträ  profondäinenl,  el  dout  il  a  tiri  uue  ample 
„ntoisson  de  veritda  nouveltes  et  utiles."  Lhuilier  n-ar  fibrigens, 
ohne  eazuirissen,  nochmebrinit  Maeeheioni  als  mit  L  exe  11  auf 
diesem  Felde  zusammengetroffen;  doch  auch  Msa'cheroni  aner- 
kaanteaeiDBelbstständigesVerdienat,  indem  er  inderVorrsdezu  aet. 
nen  Preblemi  per  gli  agrimensori ')  aagt:  „J'avaia  pUblie,  en  1787t 
,j>anni  les  additions  au  cours  de  mathäraatiquss  de  Mr.  Bossa^ 
„un  pellt  memoire  intitutri:  Methode  pour  la  mesura  dea  po« 
„lygonea  plana.  Deux  ans  apr^s,  JHr.  Lhuilier  publia  ä  Ue- 
,,iMve  aa  PolygeDom^lrie.  Je  recotinns  en  la'lisant,,nD»  aen- 
„lement  que  mon  ouvrage  tenfermait  tous  sea  ptoblimes,  maiii 
„que  mes  Solutions  analytiqnes  m'avaient  conduit  aux  mimea  for- 
„mules,  et  qne  nons  avions  etiiri  pas  k  paa  la  m^me  carri^re. 
„Un  accord  aussi  parfait  avec  ce  c^ibre  geomdtre  Tut  ponr  nwl 
„d'un  grand  prix,  et  la  preure  la  plus  coroplöte  que  mon  travail 
„pouvait  ttre  de  qaelque  utilite.  Au  Teste,  t'ouvrage  de  Mr.  Lhui* 
^ier  na  fait  pas  seulenieiit  honoenr'il  sau  Erudition;  [1  la  enrlcbl 
„dedemonstrationa  g^onietriques  qut  lui  apparliennent,  et  de  bean- 
„coup  d'ezemples  d'un  bon  choix  (jui  eclaircissent  ses  m^thodes." 
Der  isoperimetrische  Anhang  ist  ein  Auszug  ans  seiner  oben  bfl- 
aproc  heuen  Relatio  mutua. 

NocbsollleLhuilierlcein  ruhiger  Aufenthalt  in  seinem  Vater' 
lande  vergSnnt  sein.  Bald  nach  seiner  RQckkehr  nach  Genf  wurde 
seine  Valeratsdt  so  sehr  in  die  StGrme  der  fraoznsixchen  Revn- 
iution  verwickelt,  dass  er  es  rathsam  fand,  für  einige  Jahre  zu 
PfleidarernacfaTabiagen  zurOc  trau  kehren.  Er  benutzte  dieseZelt, 
in  waloher  ihn  auch  die  Royal  Society  of  London  mit  ihrem  Di- 
plome beehrte,  zu  einer  gao»  Denen  Beaibeitnng  feiner  Berliner 
Preiaachrift ,   die  dann  unter  dem  Titel 

1*2)     Principiorum  caicul!    differentialis  et  iotegralls   ezpoaläa 
elementaria  ad   normam  diasertationis  ab  Acad.  Scient 


•)  in.  S6S. 

*)    Fraasdsiiche  An*gabe.    Pari«  1809.    9". 


rvGoogIc 


Mi 


Reg.  PraaslGa  A.  1786  «raemil  honcre  decondae 
rata.    Tubingae  1795.    4**. 


ebW- 


erschicn,  und  seinen  bereits  erworbenen  Rubm  durch  ihre  Klar- 
heit and  Strenge  nicht  wenig  Btei);erte.  Maurice  glaubte  jedoeh") 
MM>em  mit  MoDtucla')fibereiii8timmeDden  Lobe  beifSgen  an  sol- 
len: „Mala  cette  rigueur  est  accompagu^e  de  lon^enrs  (|a'on 
f^uratt  pu  ^fiter,  et  depourvue  de  cette  ^l^gaoce  d'exposition  ä 
^ilaquelle  les  ourragea  de  Lagrange,  surtoat,  ont  accoutum«  ies 
„g&aaUxeM." 


13)  Examen  du  mod»  d'^ectlon  propoarf  k  la  Convention  na- 
tionale da  France  eu  Kvtivt  l7iM  et  adoptä  ä  GonAre. 
iieiaive  17M.    8». 

11)    Cattfchiame  d'Aritbmdtiqne  deatin^  aux  icolaa  priaiaires 

deren  letztere  mir  ^nzig  durch  Maurice^  bekanntgeworden  ist, 
welcher  von  ihr  sagt:  „Ce  Cat^hiame  ^tait  nne  eap^e  de  tour 
fl'de  foree  d'un  faomme  fort  babite;  maie  sa  fnrnie,  preeque  inn- 
„sitee,  en  a  falt  peu  k  peu  abandonner  l'enipbi." 

Im  JtU)  1796,  bald  nachdem  Lhuilier  einen  Rnf  als  ProfeMor 
der  faObern  MatbematiL  an  der  UnivereitJit  Leiden  ausgeschlagen 
hatte ,  erhielt  er  die  Professur  der  Halbematiic  an  der  Academie 
an  Genf,  •— wie  es  ihm  Bertrand,  der  sich  nun  zur  Rahe  aetate, 
längst  propheaeit  hatte.  So  sehr  ei  aich's  aber  auch  angelegeu 
sein  Hess,  den  ihm  fibertrageaen  Unterricht  anfs  Beste  an  geben, 
so  wenig  wurde  dadurch  seine  literarische  Thfitigiceit  geatSrt.  Zu- 
ntiobst  liegrilsate  er  die  Royal  Society  of  London  mit  seiust 

JS)  Maniire  ^l^mentaire  d'obtenir  les  seites  par  lesquelles 
s'expriment  les  qnantitös  exponentielles  et  les  fonctions 
trigonom^triques  des  arcs  circnlaires  [Pbilos.  Transacl. 


tngono: 
,  1796]; 


dann  die  Serliaer  Academie  IheÜa  mit  seiner 

16)  Solution  algribnüqne  du  problÄme  snivant:  A  un  cetcia 
donn^,  iBMrire  un  nnlygone  dont  les  c4t^  pasaent  par 
des '  pointa  .doan^s  [M^ra.  de  Berlin  1796] ; 

thellein  Verbindung  mit  Pierre  Pr^v  ob  t  mit  zwei  Abhandlungen 


■}    In  dem  tchon  eirwähnten  Ditconn,  pag.  6. 

•)  ni.  sffii. 

"■)     DIicoBri,    pag.  7. 
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17;  SttT  loa  probabiKttfs  [Hrim.  de  Bflrfln  1796.] 

16)  Sur  Tapplication   du  caicul   des  probabiliUs  &  U  p>l«ur 
du  trimoi§nage  [Mem.  de  Berlin  17^.] 

Zu  Lfauiller'a  vorzOflicheten  Werken   gehSrt  unotrgilig  die 

19)  Anleituns  zur  EleroeBtsr-Algsbra.    Zwei  Tbeile.    Tflbiii- 
gen  1766-1801.  »«., 

welche  nach  dem  VcTTuser  eine  neue  Bearbeitung  seiner  zwan- 
zig Jahre  früher  polnisch  h er aasgeg ebenen  Algebra  sein,  und  den 
Gunee  folgen  soll,  welchen  Lcsage  beim  Unterrichte  Lhui- 
liers  eins<;hlug;  sie  wird  mit  Eulera  Algebra  die  Mehrsahl  von 
Werken  dieser  Art  flberdanern.  Die  in  diesem  Werke,  in  Ver- 
Tollkümomung  des  Culer'schen  Verfahrena,  auf  die  fOr  jeden 
Werth  von  m  und  n  erwiesene  Richtigkeit  der  Bcniebnng 

er)=GXS)^G!:OCD+  +GXO 

basirte  Ableitung  des  alls^cmeinen  Binoiuiscben  LehraatzM^i)  ver- 
dient besondere  Beacbtang.  —  Am  1.  April  IHOO  (11  gemlul  au 
8)  kamen  seine 

SO)  Th^or^mes    de    polyh^drorndtrie     [M^moiree   prtfsentte 
Tom.  I.] 

vor  der  Pariser  Academie  zum  Vortrage  und  fanden  eine  sehr 
eflnstige  Aufnahme,  da  es  Lbuiliei  nrebt  nur  gelungen  war, 
die  vor  ihm  bekannten  Eigenscharten  der  Polyeder  zu  verailge- 
meinern,  sondern  ihnen  eine  grosse  Anzahl  neuer  EieenachafteD 
zuzufügen.  Manche  dieser  Eigeaschailen  entivtckelte  luld  darauf 
der  berDhmte  Carnot  in  seiner  G^om^trie  de  posltion*'),  uick 
jedoch  mit  folgenden  Worten  verwahrend,  LhuUier's  Arbelt  he- 
nutzt  zu  haben;  „Cette  partie  de  mon  ouvrage  ritalt  k  Timpres- 
i^ion,  lorsque  j'appris  ^u'il  existait  depuis  Vongtemps,  sur  le 
„mime  snjet,  un  illämoire  maouscrit  de  Simon  Lbuilier  dfl 
„Geneve.  Ce  Memoire,  d^pos^  au  secrrilariat  de  l'lnstitut  natlo- 
„nai,  contlent  en  effet  le  principe  fondamental  änonc^  ci-desBOS, 
„ainsi  qne  diverses  cons^uences  importantes  que  l'auteur  en  a 
„d^duites  avec  sa  sagacltri  nrdinaire.  11  est  de  la  natore  des  v^ 
„rit^s  mathdinatiquea  dVtre  aouvent  decouvertes  k  peu  prte  en 
„mime  temps  par  diff^reote  moyens  et  par  diff^rentes  personues; 
„et  je   ne  puls    qu'^trc   flattd   de  m'ätre   rencoutr^   avec  le  dt. 


")  Siehe  Salt  4T— 50  meüiei  Taschenb  nclie*  für  Hathe- 
Btik  und  Fhjiik. 

<■)  Paria  1808.  4°,  —  wihrend  Lhuilieri  Abkaadlung  mt  UM» 
im  Drock«  kant. 
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„Lhuilier,  jaslement  c^lihre  par.nn  gtanä  Mmbrc  d'excellenb 

„ouvrages."  —  Eine  nrue  BearDeitung  von  Lhuilier's  Algebra 
erschien  unter  dem  Titel 

21)  Elämeots  raisonDäs  d'Atg^bre.  2  vol.  Gen^re.  1804.  8^. 

aaf  dem  er  sich  unter  Anderm  ds  Mitglied  der  GOtthigei  Aca- 
demie  nnd  als  Professear  honoraire  de  Math^n»tiquea  sabliraes 
ä  l'universite  de  Leyde  bezeichnet.  Wäbtend  dem  brücke  dieses 
Werkest  am  20.  October  1S03,  starb  Lesage,  so  das«  ihm 
Lhuilier  noch  in  der  Vorrede  eu  demselben  ein  kleines  Mouu- 
ment  erricfaten  konnte,  vou  dem  folgender  Theil  hier  auraenom- 
inen  «erden  mag:  „Au  moment  ob  j'ecris  ces  ligiies,  que  j  arrooe 
„de  mes  regrets  et  de  mes  tarmes,  les  lettres  vieonent  de  perdre 
„le  v^ritable  auteur  de  l'ouvrage  que  je  publie,  ii.  L.  Lesage, 
„mon  pareot  et  mon  guide  dans  mes  premieres  ötudcs.  II  est  le 
„fruit  des  iegons  et  aes  dtreclions  que  j'ai  cu  le  bnnheur  de  re- 
„cevoii  de  cet  hahiie  tnatheniaticien ,  aui,  k  la  profondeur  et  ä 
,^'^tendue  des  connaissances ,  Joignait  i'esprlt  le  plus  philosophi- 
„que;  qui  s  consac^e  sa  loneue  vie  ä  la  recherehe  de  la  verite  et 
„ä  soDuer  les  myst^res  de  Ta  nature;  qui  a  m^rit^  la  reconnais- 
„saDce  de  aea  compatriotes  par  les  Services  litteraires  qu'il  a 
„retda' ä  un  grand  nombre  d'eotre  eux;  qui,  par  ses  iiiatruclions, 
„par  ses  directions  et  par  ses  conseils,  a  contribu^  ä  entretenir 
„et  ä  r^pandre  dans  notre  patrie  le  godt  des  connaiasaiiceG  utiles 
„et  la  .if^lture  de  la  saine  philosophie."  —  Das  letzte  grüssere 
Werk  unseres  LbuiUer  fraren  seine 

22)  Elements  d'analyse  g^rn^trique  et  d'analyse  jalgdbrique» 
appLiquries  ä  la  recherehe  des  lieux  geontetriqnes.  Paris 

welche  er  seinem  frübern  Schüler  Czartorinski,  datnaligem 
kais.  russUchem  Minister  des  Sffenllichen  Unterrichts,  widmete. 
Sie  enthalten  eioe  Abhandlung  über  den  Punkt  der  mittlem  Ent- 
fernungen, eine  freie  Uebertragung  von  Siinsons  VViederheistel- 
üing  der  ebenen  Oerter  des  Apollnnius,  etc.  etc.,  kurz  ein  aus- 
serordentlich  reiches  Material  für  den  durch  den  Titel  angedeute- 
ten Theil  der  Geometrie.  —  Biild  nachher  begann  Gergonne 
seine  verdienstliche  Uerausgube  der  Annales  de  mathematiques 
pures  et  appliquees,  und  faud  für  die  drei  ersten  Bände  inLhui- 
lier  einen  seiner  fleissigsten  Arbeiter.  Es  ivBrde  zu  weit  fähren, 
alle  Prnbleme mitzutheilen ,  die  Gergonne  seinenLesern  vorlegte, 
nod  bei  deren  Losung  sich  Lhuilier  betheiligte;  es  mngen  daher 
nur  einige  selbststhndigere  Arbeiten  desselben  hier  aufgezählt  wer- 
den, die  in  den  Annales   erschienen; 

23)  Analogie   entre    les    triangles    rectangles,    rectiltgnes  et 
sphririques  [Vol.  i.]. 


24)  Recherche  du  plan  de  la  plus  grande  prnjection  ortbi 
gonale  d'un  systime  de  surfaces  dnnnees  de  eiandei 
sur  des  plana  doanes  de  posilion  dans  TespacefVot.  II 
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SS)  DAemlMaHou  dn  ^ntre  des  oioyciuie*  distances  du 
triwigle  spb^rique.  [Vol.  II.] 

26)  Llen  auz  sections  coniquea   [Vol.  II.] 

37)  Eclaircissements  suf  le  traisiime  et  te  sUime  cait  de 
Ik  trigonom^trie  sphririque.  [VoL  11.] 

28)  SoIntioD  d'uo  problime  de  combinaiaoDB.    [Vol.  III.] 

S9)  D^moDstratioDK  diverses  da  Ih^orime  d'Euler  sur  les 
poly^dres,  et  ezamen  des  divers  cae  d'excepliop  aux- 
quels  ce  tb^rime  est  assDJettL    [Vol.  III.] 

a  possil 
rriguliers.    [Vol.  III.] 

31)  Solution  d'un  probläme  de  probsbilit«.    [Vol.  III.] 

Warum  Lbuiliermit  dem  Schlüsse  des  1812  erschienenen  drit- 
ten Bandes  ptützlich  verstummte"),  ist  mir  unbekannt  geblie- 
ben, —  immerhin  hatte  er  seine  litterarische  Th&tigkeit  bis  in  ein 
hohes  Alter  bewahrt.  Seine  LehrthStigkeit  war  noch  ausdauern- 
der, —  erst  182-i  im  Alter  von  73  Jahren  verlanfile  er  seine  Ent- 
lassung; bis  auf  diese  Zeit  erfüllte  er  seine  Pflichten  mit  so  gros- 
ser Gewissenhaftigkeit,  dasa  ei  sich  8t<gar  hei  Gichtanrällen  eher 
in  sein  Auditorium  tragen  liess,  als  seine  Lectionen  versäumte. 
Von  seinen  Schülern  (zu  denen  auch  Guizot  IKngere  Zeit  ge- 
borte) zeichneten  sich  manche  in  wissenschaftlichen  Laufbahnen 
aus,  —  namentlich  ist  Sturm,  schon  seil  vielen  Jahren  eine  der 
Zierden  der  Pariser  Academie,  zu  erwHbneo,  um  den  sicbLhui- 
lier    besondere  Mfihe  gah. 

Trotz  so  langer  öffenUicher  ThStigkeit,  war  es  Lhuilier 
noch  verdünnt,  von.  einem  Sohne  und  einer  Tocbter  sepflegt,  eine 
ISnger^  Reibe  von  Jahren  in  verdienter  Ruhe  zuiubnngen.  Nicht 
dasa  er  darüber  die  Wissenstbaften  vergessen  hKtte;  im  Gegen- 
tfaeile  zeigen  seine  ManuKcriple  wie  Ihn  dieselben  noch  immer  be- 
SchSFttgten,  wie  namenüich  seine  frfiberi>  Arbeiten  in  der  Poly- 
gonometrie  und  Polyedrometrre  bis  in  seine  letzten  Tage  fast  be- 
ständig vor  seiner  Seele  schwebten,  —  versuchte  er  Ja  noch  sogar 
zu  wiederholten  Malen  seine  Gedaoken  weitern  Kreisen  vnrza- 
legen: 

32)  Expressions  de  la  capacitä  d'un  polyidre  dans  ses  ^Id- 
ments  ext^rienrs  [Bibl.  univers.  1828.] 

33)  Elements  de  la  doctrlne  g^n^rate  des  polyganes  et  des 
poly^drea    [8  S.  in  4°  ohne  Titel.] 
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34)  DIscasHions  g^tfnles  dM  doctrinea  d«>  pol^ones  et  des 
poly^dres,  pai  le  proreMeur  Lbuilier,  praä  qu'octof^ 
naire     [3  S.  in  4*  ohne  Titel]. 

Uoch  verdunkelte  sich  iiatfirlich  aach  uod  nach  «ein  (geistiges 
Au^,  und  in  einzelnen  Augenblicken  trat  der  Unteradiied  zwi- 
schen vorniaia  und  jetzt  trübe  vor  »eine  Seele,  so  das«  er  ein 
mal  mit  zitternder  Hand  niederschrieb: 

Je  suis  faors  de  aaiaon. 

On  ae  reut  plus  d'uD  itre  octog^naire. 

Je  suis  voisin  de  petdre  !a  raison. 

Je  suis  un  poids  quJ  sarcharge  la  terfe> 


Drackfehler. 


In  der  Ueberscbrift  des  Aufsatzes  Nr.  XXXIIl.  in  diesem 
Helle  (Tbl.  XVlll.  S.  357.)  in  einem  Tbeile  der  Exemplare  mass 
es  statt  »die  BasiswiDkel"   heissen: 

„die  die  B.asiswinkel". 
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JLlterarteclier  Serlcftt. 


Systeme  f  liebr-   und  'Wörterbflcher. 

Unter  diese  wUaenacbaftliche  Rubrik  eebDrt  der  VoUstSndig- 
keit  seines  Inbalts  wegen  auch  das  folgende: 

Tascfaeobnch  TOr  Mathematik  nnd  PhTsIk.  Zam 
eignen  Gebrauche  enttvorfen  ron  Rudolf  Wolf.  Bern, 
üaller'sche    Bucbdrnckerei.      1852.     Kleines  Taschen- 

buchformat. 

Wir  glauben  die  Leser  des  Archirs  auf  dieses  Taschenbuch 
&h  Mathematik  und  Physik  aufmerksam  machen  xu  mCisseh,  well 
es  unter  den  meisten  ähnlichen  Büchern  iedenfatls  einen  sehr 
ehrenvollen  Platz  einnimmt,  und  vor  denselben  sich  in  mehreren 
Beziehungen  vortbeilhaft  auszeichnet.  Die  meisten  Bücher  dieser 
Art  stellen  nur  Formeln  zusammen,  welche  bei  praktischen  und 
tn^nischen  Anwenduiif^en  hfittfig  Vorkomman,  nnd  mnd  deshalb 
bei  Weitem  TorzugsHeiee  nur  auf  den  Gebrauch  van  Praktikern 
und  Technikern  berechnet  Dagegen  hat  das  vorliegende  Bfich- 
lein  jedenlalU  viel  mehr  den  eigentlichen  wlsaenecbafllicben  Ma* 
thennatikeT  und  Physiker  im  Auge,  and  dient  ihm  als  ErinoernnB»- 
buch  an  die  Lehrsätze,  Formeln  «nd  An^ip^en,  welche  ar  hei 
seinen  wisnensc baulichen  UntersnchunKen  am  HSufigsten  und  am 
Meisten  braucht,  weshalb  es  naBwntlieh  auch  Lehrern  der  Mathe- 
matik  und  Physik  an  hüberen  Unterrichfsanstalten  zur  Beachtung 
empfohlen  zu  werden  rerdienl,  um  so  mehr,  weil  es  aich,  Rlr 
BantI  Xnil.  1» 
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diesen  Gebrauch  gans  zweck mSssig ,  tür  jetzt  nnr  auf  die  ele- 
mentaren  Theile  der  Leiden  auf  dem  Titef  genannten  Wisaen- 
fichanen  erstreckt.  Es  umfa^st  In  dieser  Weise,  v erhall nissrnSe- 
Big  in  gleicher  Vollstfindigkeit,  die  Arithmetik  uod  Algebra,  ebene 
und  kurperliche  Geometrie ,  die  analytische  Geometrie,  die  Kegel- 
schnitte, Goniometrie,  ebene  uiid  sphärische  Trigonometrie,  Poly- 
gonometrje,  I^tatik  und  Mechanik  fester  und  flüssiger  Kürper,  Aku- 
stik, Optik,  Wärmelehre,  Magnetismus,  Elecfncität  und  Gaka- 
nismus,  Geodäsie,  Projectioneilehre  [polare,  uerMpectiviscbe, 
orthogonale  und  ächatten-Projection),  und  in  siemlicher  VollstSn- 
digkeit  die  Astronomie.  Ausserdem  sind  folgende  Tafeln  beige- 
geben: Potenztafel,  Logarithmentafel,  trigonometrische  Tafel, 
Sehnentafel,  Tafel  der  Vielfachen  von  n,  Inlerpolationstafel, 
Zeittafel,  Ortstafel,  Refractioirstafel ,  Planeten-  und  Cometentafel, 
Sterntafel  mit  der  Präcession.  Den  Bescfaluss  macht  eine  histo- 
risch-literarische  Tafel,  i»  nelehev  die  wichtigsten  Entdeckungen 
und  literarischen  Erscheinungen  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik 
und  Physik  chronologisch  rerxeichnet  sind.  Das  Ganze  umfasst 
nur  163  SeitMi  und  tlberschr«itet  also  den  ßatim  ^ea  Tascben- 
bueb«  ^rchaua  nicht.  Wir  fvfln«chen,  dass-es  dem  Herrn  Ver- 
fasser gefallen  möge ,  auch  ßr  die  höhere  Mathematik  ein  ihn- 
liches  Bflchlein  zu  liefern. 


Arttbraetlh. 

'  I!  Sam'ittluAg  ton  Belettielen  und  Aufgaben' ans  der 
DiJ'fareDziai'.und  Integralrechnung  mit  Verwandlung 
diei  Functioneb  v*n  F.  W.  Hesaelbarth.  Dr.  phil.  Zweite 
verbesserte  Auflage.    Leipzig.    Arnold.    18K2.    4. 

.tud^in  tfir  diete  SchriH  aus  ihrer  ersten  Auflage  als  hlnrei- 
thead  beJuoet  voraussetzen,  wollen  wir  nur  ilocb  hnnerken,  daKi 
wir.  in  der  Tfcat,  auch  bei  dem  besten  Willen,  nichts  an  ihrer 
Emf(Alaa^  tu  sagen  wiesen. 


Ttanare^aiatieti  nitd  Ausnittelang  bestimmter  In- 
tsgt&i«.  AlrbandJung,  welche  hei  der  Hechverordne- 
ti^n  philosophtschefi  Fakultät  der  kaiserlichen  Uni* 
versltSt  zu  Dorpat  fcsr  ßrlangeng  der  Magisterwflrde 
•ingerelchl  bat  und  affeatlinh  ve^tbeidigeit  wird  Ur. 
Ph.  4*.  Helmliag.   Mitai  «d«I  Leipzig.    Reyber.   )6K}.  4. 

£ln6  sehr  gtrtä  Gradualsch^ , '  die  zu  allgemeiner  Beachtung 
empföhlen  und  weiter,  als  es  bei  dergleichen  Schriften  gewühn- 
Rch  gfäsdhieht,  vbrb^eitet  fea  neVden  verdient.  £s  beacbimgtnch 
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dieselbe  mit  der  EDtwickelimg  der  Integrale,    welche   unter  der 
allgemelDeu  Form 


/' 


v—^,  fix). dm 


stehen,  wobei  ein  Integraj  dieaer  Form  der  Bflrr  Verf.  ale  gefmi 
den  betrachtet,  weno  es  auf  ein  anderee  von  der  Form 

/    e*''3x,    oder  /    e-''bx,    oder  /    ef''8« 


zarficligeAihrt  Int,  und  nenn  überhaupt  bei  dem  redneirten  die  me- 
chanl8cbe  Quadratur  bequemer  ingeweodet  werden  Itaan.  Haupt- 
sachlich  ist  vermittelst  der  sogenaniiteo  Hethoda  det  Variatioa 
der  Constanlen  die  Ausnerthung  bestimmter  Inteerale  von  der 
Integration  vollstfiodiger  oder  reducirter  linearer  Diflerentialglei 
chungen  abliäDf;ip(  geroaclit,  und  dadurch  sind  viele  Integrale  auf 
solche  von  einfacherer  Form  mid  anderen  Grämen  zu rficlige führt 
worden.  Die  Schrift  enthält  einen  groesen  Reichthum  bemerkena* 
wertber  FormeMi  ond  ist  auch  Anfangem  in  der  Integralrechnung 
zur  Uebung   in   dieser  Wiesenschaft  recht  sehr  und  mehr  so  era< 

C fehlen,  '  als  viele  unserer  Sammluneen  von  Beispielen  ans  det 
ntegralrecfanung.  In  der  Vorrede  spricht  der  Herr  Vf.  dem  Herrn 
ProfeEsor  Miodioe  seinen  Danic  far  mehrfache  ihm  von  demsel- 
ben gewordene  Belehrung  aus,  und  bemerkt  auch,  dass  das  von 
ihm  entwickelte  Integral 

schon  (rSber  ven  Herrn  Collegienrath  Clausen  f&r  den  spesiellea 
FaU  r='\,  0=1  entwickelt  worden  sei  Solche  InangDralachrlftetl 
mttchte  man  allen  UniversitSten,  selbst  mancheD  ^oasen  und  weit 
herlriimtereD,  wünschen.  Mose  det  Herr  Verf.  bald  einen  aetnea 
FiUgkeiten  entsprechenden  Wirkungskreis  finden! 


Ueber  die  bestimmten  Integrale  ron  der  Form 


/^S^ 


in  denen 

'  N^  l  -f  f cos  V  +  f»\tfltp  -f  2nieoB^in9<  -l-Sm'sInqg'-f  2m"Gos9 

ist.  Von  A.  Wkcb«rt,  Ober)efai«r  am  Gymnasium  m 
Konitz.  (Programm  des  Gymnasintts  an  Koaitz  vott 
Isten  AagHSt  185].).    Kenils.    16S1.    i 
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Die  Integration  von    /    -j^  giebt  gleichzeitig  <!!«  Integrale 

/cosq)8ip       /*sin<p8<p       /*eog*y3y       /*8iii*y3y 


f 


iV  * 


mit  deren  Entwiclcelnng  znisohen  den  GrSnsen  0  und  2n  ^ich  der 
Herr  Verf.  in  dieser  senr  lesenswerthen  und  einen  j^teo  Beitrag 
zur  Integralrechnung  liefernden  SchuUchrift,  die  einer  weitereo 
Verbreitung,  als  dergleiclien  Schriften  genühnlich  finden,  sehr 
werth  ist,  oiesch&ftigt ,  fttr  den  Fall  nämlicb,  dass  N  fSr  keinen 
reellen  Werth  von  'q>  veracliwindet.  Auch  giebt  der  Herr  Verf. 
die  Mittel  «i,  um  allgeraetn 


zu  finden,  wenn  i  und  k  ganze  positive  Zahlen  sind.  Die  Me- 
thode der  Lüsuhk  ist  eine  dreifaclie,  da  iene  Integrale  einmal  darch 
Transformatioti  des  Nenners  iV,  dxnn  durch  Zerßillung  desselben 
in  Fftctoren  and  durch  Reihenentivickelunic  gefunden  werden  kön- 
nen. Jede  dieser  Methoden  wendet  der  Herr  Vf.  an,  und  weiset 
die  Identität  der  Iteaultate  nach.  Die  TranaforiDation  des  Nen- 
ners in  die  Form 

JV  =  A  +  jfsinV  +  A"cos> 

schickt  der  Herr  Verf.  nach  C.  G.  J.  Jacobi  in  Crelle's  Jonr- 
nal.  Bd.  II.  und  VIII.  voraue.  Die  Schrift  legt  von  dem  anahitischen 
Scbarfeinne  des  Herrn  Verfassers  ein  sehr  vorth eilhaftes  Zeuj^niss 
ab,  und  verdient  jedenfalls  recht  sehr,  von  den  Math  em  ab  Lern 
allgentciner  beachtet  zu  werden.  Auch  vorgerückteren  jungen  Ma- 
tiMäatikem'  wird  sie  eine  seht  gute  Uebung  in  der  Integralrech- 
nung getvfih  reo.  MSgen  diese  wenigen  Worte  ihr  zu  hinreichen- 
der  Enipfehlung  dienen! 


Oeometrie 

'<  '  Beitr&ge  zu  einer- syslemvt-tschen  Gntwickelung 
der  Geometrie  aas  der  Anschauung.  Von  C.  R.  Kosack, 
Lehrer  der  Mathematik'  und  Physik  «m  Gymnasium  zu 
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Nordbansen.     (Progiamm   des   GyiilnaalMiDs    ad  Nord- 
hausen  voo  Ostern  185^).    Hordbansen.  1802.  4. 

Ob  (tiese  BeitrSge,  T^elcbe  nns  liiehr  einen  pbilosophtschen 
als  streng  mathematischen  Standpunkt  einzanehnien  sdieiaen,  ge- 
rade die  streng  ni s se nach aft liehe  Geometrie  fördern  werden,  müs- 
sen wir  dahin  ffcstelft  sein  tassen.  Vielleicht  aber  kSnnen  Leh- 
rer b«i  dem  ersten,  vorzüglich  auf  die  Anschauung  basirten  geo- 
metriachen  Unterrichte  Gebra<ich  von  denselben  machen,  und 
mügen  sie  daher  ia  dieser  BeziehuB^  imaierhiB  znr  Beachtung 
eniproblen  werden.  £iii  strenger  euklidischer  (ieist  hat  uns  nicht 
BUS  denselben  entgegen  eenchet;  eich  in  diesem  zu  bewegen, 
<var  ja  aber  auch  nicht  die  Absicht  des  Uerrn  VTs.,  da  er  ads- 
drflcklich  die  Entvrickelung  der  Geometrie  aus  der  Anschauung 
als  seinen  Zireck  bezeichnet. 


Die  Gleichheit  und  Aebniichkeit  der  Figuren  und 
die  Aebniichkeit  derselben.  Ein  Supplement  derEle- 
meiitareeometrie  von  Dr.  Richard  Baltaer,  Oberlehrer 
an  der  Rreur.ochule  zu  Dresden.  Dresden.  G.  Schün- 
feld  (C.  A.  Werner).     1S52.     8. 

Die  von  Mübius  in  die  Geometrie  eingeführte  Lehre  von 
den  Ver«andtschiißen  derFiqurGn  ist  bekanntlich  als  eine  tveeent- 
liehe  Erweiterung  dieser  Wissenschaft  zu  betrachten.  Bisher  ist 
diese  Lehre  meistens  nur  von  dem  Slatidpunkte  und  mit  Hi'Ilf^ 
der  analytischen  Geometrie  behandelt  worden,  und  in' die  Lehr- 
bücher der  synthetischen  Geometrie  hat  diesellte  noch  keinen 
rechten  Eingang  gefunden,  ist  überhaupt  noch  nteht  Gemeingut 
der  sogenamiten  Elemente  geH'nrden,  wohin  sie  doch  offenbar  ge- 
hilrt,    da  sie  recht  eigentlich    in  das  Wesen   der  Geometrie   ein- 

fcr^rt,  und  gleii:h  beim  Eintritt  in  diese  Wissenschaft  dem  Lehr- 
inge sich  (larhietet,  da  jaschon  in  der  euklidischen  Geometrie 
bekanntlich  die  Congruenz,  die  Gleichheit  und  die  Acbnliebkeit 
der  Figuren  besonders  scharf  hervortretende  Hauptabschnitte  bil- 
den. Der  Herr  Verf.  der  vorliegenden  Schrift  hat  es  nun  unter- 
iioninien,  die  Lebte  von  den  Venvandtschaften  der  Figuren,  von 
einem  allgemeineren  Standpunkte  aus,  bloss  auf  dem 
Wege  der  syntbetiischen  oder  sogenannten  elementaren  Geometrie 
zu  behandeln,  überhaupt  diese  Lehre  in  den  Kreis  der  Elemente 
za  ziehen,  und  hat  dabei  mit  den  beiden  Venvandtschaften  der 
Gleichheit  und  .\elinlichkeit,  und  der  Aebniichkeit,  den  Anfang 
gemacht,  wobei  er  sich  keineswefri*  bloss  auf  ebene  Figuren  ein- 
schränkt, sondern  auch  die  Gebilde  des  Raums  filierhaupt,  ins- 
besondere aucli  sphärische  Figuren,  in  den  Kreis  seiner  Betrach- 
luagen  «ieht.  Wir  halten  dieses  Unternehmen  für  ein  sehr  ver- 
dienstliches, und  wünschen  sehr,  dass  die  vorliegende  Schrift, 
namentlich  auch  von  den  Lehrern  der  Mathematik,  die  wohl  ver- 
diente Beachtung  Gnden  und  bei  dem  geometrischen  Unterrichte 
benutzt  werden  möge.  Alle  ßeniithungcn ,  die  Resultate  ans 
höheren  G es icli Ispunkten  unternommener  Forschungen  so  viel  al» 
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nOglicb  hl  den  Krrit  dar  ioKeiwantea  Elemente  zu  ziehen,  babm 
wir  immer  fflr  Sehr  venlieniUich  gehalten,  und  wQnschen  daher, 
dasB  der  geehrte  Herr  Verfasser  der  vorliegenden  Schrift  seine 
Müsse  dergleichen  Arbeiten  auch  feiaerhin  zuwenden  niC^,  wo- 
durch er  gewias  am  die  Wiseeaschaft  in  methodischer  Rücksicht 
sich  wesentlich  verdient  machen  wird.  Wir  sehen  der  Fortsetzvog 
seiner  Arbeiten  auf  diesem  Felde  mit  Veilangeo  entgegen. 


(Jeher  Parallel'  und  Gegentrsnsrersalen  int  gerad- 
linigen Dreieck,  vom  Gymnasiallehrer  Gandtner.  Pro- 
framin  des  Gymnasiums  lu  Greifswald  von  Ostern 
8B2.  Greifswald.  C.  A.  Kochs  VerUgsh.  (Th.  Kunike). 
1S52.     4.      Preis»  Ngr. 

Wenn  von  den  Endpunkten  B  und  C  einer  Seite  BC  eines 
ebenen  Dreiecks  ABC  aus,  man  sich  entweder  auf  der  Seite  BC 
selbst,  oder  auf  deren  Verlängerungen  über  B  und  C  hinaus,  be- 
liebige aber  gleiche  Stflcke  BD  und  CE  abgeschnitten  denkt, 
etwa  durch  den  Punkt  D  und  die  Spitze  A  des  Dreieclis  ABC 
die  Ecktransversale  AD,  und  durd)  den  Punkt  E  mit  derselben 
eine  Parallele  EF  zieht:  so  nennt  der  Herr  Verf.  des  vorliegen- 
den Programms  die  Linie  EF  die  zu  der  Ecktransversale  AD 
Se^Firige  Paralleltran«  versale ;  jenachdem  der  Punkt  E, 
urch  welchen  EF  gezogen  ist,  in  der  Seite  AB  selbst  oder  in 
deren  Verlängerung  nach  der  einen  oder  nach  der  anderen  Seite 
bin  liegt,  heisat  EF  eine  innere  oder  äussere  Poralleltrans- 
Versale.  Was  der  Herr  VerC  unter  Gegentransversalen  ver- 
steht, musB  man  S.  10.  der  vorliegenden  Schrill  selbst  nachsehen, 
da  dieserBegriff  nur  iraFortgange  der  Untern 

werden  kann,  und  sich  daher  hierin  der  Kürz. 

wohl  deutlich  machen  lüsst.  Von  solchen  Parallel-  und  Gegen- 
traneversalen  hat  der  Herr  Verf.  in  diesem  Programm  eine  Reihe 
von  Sätzen  bewiesen,  die  dem  grüsseren  Theile  nach  neu  und 
recht  beraerkenswerth  sind,  und  von  Neuem  den  Beweis  lierem, 
wie  reich  an  raerkwfirdieen  geometrischen  BeEiehungen  eine  so 
einfache  Fl^ur  wie  das  ebene  Dreieck  Ist.  Die  sfimmtlichenSStze 
stehen  in  einem  inneren  Zusammenhange  unter  einander,  und  der 
Herr  Verf.  hat  durch  diet<en  Aufsatz  zugleich  seinen  SchQlem 
Stoff  und  Materialien  zu  geomefrischen  Uebun^en  darbieten  wol- 
len, indem  er  es  für  zweckmässig  hält,  den  Schillern  der  nbern 
Klassen  von  Zelt  zu  Zeit  eine  kurze  geometrische  Abbaudlnng, 
welche  eine  Reihe  von  Sätzen  in  systematischer  Folge  enthält, 
zum  Privalstur'ium  vorzulegen,  worin  wir  ihm  völlig  beistimmen, 
und  der  Meinung  sind,  dasa  dergleichen  Uehungen  zur  Krüftigung 
des  mathematischen  Geistes  wenigstens  eben  sn  zvi-eckiniissig  find 
wie  zur  eignen  Lösung  den  Schillern  vorgelegte  einzelne  geome- 
trische Aufgaben,  indem  man  nach  unserer  Ueherzeugung  und 
früheren  langen  Erfahrung  in  letalerer  Beziehung  ja  nicht  zu  weit 
geben  darf,  und  sich  Immer  auf  nur  leichtere,  die  Kräße  der 
Schüler  in  keiner  Weise  übersteigende  Aufgaben  bescbrSnkcn 
niuss,  deren  Lösung  zugleich  so  viel  als  müslich  nach  einer  be- 
stimmten   mathematischen    Methode    folgerecht   mit   Leidittgkeil 
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»weQihTt  werden  ^d.  mi^d  »je,  dßip  y*j»hK^i?<^ßil  ^10^ 
laUigen  fiiQileas  aiibeim  .gestellt  bleibt^  Op.Hll^SIli^.Y'  ''^^-'it^R'B 
man  Irüher  mit  dem  AufgebeQ  einceroer  geönietrißcher  Probl^ÄiS 
ia  dea  Schulen  war,  so  ücheineo  doqjbi  id  iieiierQr  Zeit,  so  weif 
uDSeie  Erfahrung  und  Ke^iitniss  in  diesen  ÜlngoD  reichen ,  viele 
umsichtige  Lehret .  mit  Kecht  davon  theilweise  ^arü dazukommen, 
und  GflecB  ßtoB  za  aeonietriGcheji  C«biitigen  iri  solchen  Arheiten 
zu  enphen,  wie  der  Herr  Verf.  in  diesem  Program in  i|in,io^  r^cM 
Bweckmä8sig«r  Weise  darbietet  '^  :        ' 

Die  Behandlungs weise  des  Gegenstandes  Ist  f&r  -den  icu  er- 
reichen beabaichtigtea  Zweck  mit  Recht  eine  gemischte,  tbdls 
geometrische,  theils  trigonametrischei  und  so  einlach  der  Gegeor 
stand  auch  an  sich  ist,  so  sind  wir  doch  überzeugt,,  das»  tianient- 
lich  solche  Leser  des«  Archive,  welche  für  das  immer  bessere  Gä- 
de^heti  des  matheaiatischen  Unterrichts  sich  interessiren,  voA 
dieser,  emprehleoswerthcn  Schulschrift    mit  eben  so  vielem- Ver', 

Saufen  wie  wir  nähere  Kenntniäs  nehmen  werden;  niüge  dieselbe 
aber  deren  Beachtung  und  gewiss  erfolgreichen  Beautzuug  beim 
Unterrichte  bestens  empfohlen  sein. 


ZosStze  zu  dem  Florentiner  Prsblam.  V«ii  M.  W. 
Drobisch,  Mitglied  der  KSnigl.  Saabs.  Gesellscbaft 
der  Wipsenschaften.  Aus  den  Abhandlungen  der  ma^ 
thematisch-physischen  Klasse  de-r  Kilnigliob  Siicfaair 
sehen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig. 
Leipzig.    WeidmABQ.    IStii^    S. 

Das  von  Viriani  den  Geometern  seiner  Zeit  Toreelegle  soi 
genannte  Florentiner  Problem  (Aenigma  Florentinutn)  ver- 
langte auf  der  OberflSche  einer  Kugel  eine  Curve  zd  thden ,  die 
ein«  quadrirbare  Fläche  entweder  einschliesst,  oder  deren  FIficJie, 
von  einem  angeblichen  Theile  der  KugelDäche  hlnweg^enommen, 
einep  auadrtrtfaren  Rest  übrig  l&sst.  statt  der  sphSriscbca  Curve 
selbst  Kann  man  auch  deren  Projection  auf  die  Ebene  eines  griie«- 
ten  Kreises  suchen.  Auf  diesem  Wege  hat  Enler  gezeigt,  dass 
es  unendlich  viele  LOsnngen  des- Problems  glebt  Vlviarii  setbftt 
hatte  den  geometrischen  Satz  gefunden,  dass  ein  fiber  der  Ebene 
eines  grüsslen  Kreises  der  Kugel  errichteter  Cylinder,  der  zur 
Basis  einen  Ober  dem  Halbmesser  der  Ku^el  als  Uorchraesser 
bescliri ebenen  Kreis  hat,  die  Kugelflitche  m  zwei  Oeffnungen 
durchbricht,  deren  FISche,  von  der  sie  umschiiessenden  Halbkugel 
hinweg  genommen,  einen  Rest  übrig  l^st,  welcher  dem  Quadrat 
des  Kugelilurchmcsscrs  gleich,  also  quadrirbar  ist,    Theils  andere 

geometrische  Sülze,  theils  Erweiterungen  der  vorhergehenden, 
abeo  Montocla,  Bossut  und  Nie.  Fuss  gefunden.  Den  Be- 
mühungen dieser  Mathematiker  schliessen  sich  nun  die  Unter- 
suobnngen  des  Herrn  Verfassers  der  vorliegenden  Abhandlung  auf 
würdige  Weise  an.  Dabei  Ist  es  weniger  seine  Absicht ,  das  Pro- 
blem in  SD  allgemeiner  Weise,  wie  Euler  (hat,  zu  fassen,  als 
vielmehr,  wie  die  drei  vorher  genannten  Mathematiker,   neue  bc- 
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merkenswertbe  specIeDe  geometriscfae  Besiehnn)^  zn  fadeo,  mu 
ihm  Kucb  iD  aasgezeicfaneter  Welse  getungea  ist,  indem  er  s«ine 
Betracbtungeo  vorzüglich  an  die  ztrar  sehr  eiDfache,  bisher  aber 
unbeachtet  gebliebene  Bemerkung  anachlieMt,  das«  die  spfaSri- 
sehe  Curve,  welche  die  quadrirbare  sphSriscbe  Fliehe  begranct, 
anr  die  Ebenen  von  drei  aur  einander  senkrecht  stehenden  ^rCss- 
ten  Kreisen  der  Kngel  projicirt  werdei)  bann,  nnd  daher  immer 
drei  der  Aufgab«  genGgende  ebene  Cnrven  crebt;  ist  nnn  eine 
der  letzteren  gegeben,  so  sind  es  anch  die  neiden  andern,  nnd 
es  fahrt  daher  jede  Aullüsung  des  Problems  durch  eine  snlcbe, 
von  dem  Herrn  Verf.  die  quadrirende  genannte,  Curve  immer 
zu  zwei  andern  connesen  AuHüsungen  durch  quadrirende 
Curven,  die  in  den  bezeichneten  beiden  andern  Ebenen  lieF^cn. 
Wir  halten  diese  Abhandlung  für  einen  sehr  guten  Beitrag  zar 
höheren  Geometrie ,  und  wünschen  sehr,  dass  sie  namentlich  auch 
von  jungen  Mathematikern  zur  Tebung  in  der  Anwendupg  der 
höheren  Analysis  auf  die  Theorie  derlcrummen  FI9clien  fleissig 
benutzt  werden  niüge,    wozu  sie  •'ortrefllicbe  Materialien   entfailt. 


Tabniae  ctirvarnm  qnartae  ordinis  symmetricarnm, 
«symptotis  rectis  et  Ünea  fuDdameatali  recta  praedita- 
rnra,  quas  delinearit  et  expositioiie  illastravit  Angu- 
stus  Beer,  Phil.  Dr.  Cnm  XXjCV  Tabalis,  Bounae,  apud 
A.  Marcom.    18S2.    4.     2  Tbir. 

Mit  diesen  35  Tafeln  hat  der  Herr  Verf.  den  Mathematikern 
ein  sehr  angenehmes  Geschenk  gemacht.  Die  auf  denselben  ge- 
lieferten graphischen  Darstellungen  der  anf  dem  Titel  nfiber  be> 
zeichneten  Curven  des  vierten  Grades  sind  Susserst  lehrreich  und 
interessant,  und  bieten  zu  weiteren  Betrachtungen  mannigfaltigen 
Stoff  dar.  Je  verwickelter  diese  Curven  tfaeilweise  sind,  und  je 
schwieriger  ihre  Gestatten  bloss  aus  ihren  Gleichungen  zu  erken- 
nen sind,  desto  lehrreicher  sind  diese  Zeichnungen.  Die  den 
Tafeln  voran  geschickte  Einleitung  enthalt  Alles,  was  zu  dereu 
Verstladnisa  nötbig  ist,  ond  das  Werk  darf  daher  den  Lesern 
des  Archivs  in  jeder  Beziehung  zur  Beachtung  bestens  empfohlen 
werden. 
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Astronomie. 


BeobachtuDgen  und  WabrnebmanseD,  wetclie  b«i 
der  totaleo  SonnenfinsterDiss  am  28.  Juli  1-S51  g** 
macht  wordea  sind.  Von  Ur.  Busch,  Dlrector  der 
Sternn-arte  zu  KSnigeberg.  Königsberg.  Voigt.  1SS% 
8.    10  Sgl. 

Dieser  Abdruck  eines  in  der  physikalisch  -  vkoDoroischen  Ge* 
Seilschaft  in  Königsberg  am  l'i.  Navember  1831  gebsltenen  Vor- 
trags enih&lt  eine  sehr  gute,  fOr  jeden  Gebildeten  Interessant« 
ZumuBiDenstellung  aller  an  verschiedenen  Orten  und  fo»  verschie- 
denen Beobachtern  bei  der  vorjübrigen  grossen  Sonne nfinstemiss 
gemacfaten  Beobacbtnneen  von  allgemeiiiem  nalurwissensobanii- 
äieii  Interesse,  vresfaaw  wir  unsere  Leser  recht  sehr  auf  diese« 
Scbriftcben  aufmerksam  nacben,  Anf  Mitlbeilungen  aas  denmU 
ben  kSnnen  «rir  hier  natHrlich  nicbt  eingehen,  n-olle»  Indees 
Folgendes  zu  bemerken  nicht  uoterlasaen.  Befeanntlicb  Ist  die 
Hauptfrage,  vrelche  rOcksichtllcb  der  totalen  Sonnenfinsteroi»«« 
bei  dem  jetzigen  Stande  der  Sache  zu  beantworten  ist,  folgende; 
„Gehüren  die  Corona  und  die  sogenannten  Pratube- 
ranzen  oder  Prominenzen  der  Sonne  oder  dem  Monde 
anl"  Ueber  diese  l<Vag»  spricht  der  geehrte  Herr  Verf.  S.  'J5. 
sich  folgendennassen  aus:  „Es  findet  zwischen  den  Pro- 
tuberanzen nad  den  Sonnen  flecken  ein  unverkennbarer 
Zusammenbanff  statt,  und  sowohl  die  Protuberanzen, 
wie  aach  die  Corona,  gehüren  der  Sonne,  und  nickt 
dem  Monde  an."  Ganz  In  demselben  Sinne  haben  diese  Fraee 
bis  jetzt  alle  vorurtbeiUfreten  Beobachter,  welche  zugleich  di« 
hier  im  Welträume  uns  sich  zeigenden  KrscheinungeR  in  der  un- 
endlichen Grossartigkeit,  in  der  sie  in  der  Wirklichkeit  —  d,  b. 
im  Welträume  selbst  —  auftreten,  aufzufassen  im  Stande  sind, 
b e an tn- ortet ,  und  nach  den  terachiedenen  eingetretenen  und  snnf 
tnltig  beobachteten  Umständen  kann  auch  über  die  Beantwortjing 
der  in  Rede  stehenden  Frage  in  obiger  Weise  in  der  That 
keiu  Zweifel  mehr  sein.  Kann  es  aoch  hier  natärlicfa  nicht  der 
Ort  sein,  dies  näher  zu  begrOnden,  —  was  anch  in  der  Thatgar 
Dicht  nüthig  ist,  da  Jeder,  de^  die  verscbie denen  erschienenen 
Berichte  sSmmtlich  mit  Airf'merAamkeit  nnd  ohne  Vomrlhell  ge- 
lesen hat,  ganz  Ton  selbst  to  den  obigen  Schlössen  kommen 
mtiBs,  —  so  will  ich  doch  die  Leser  bei  dieser  Gelegenheit  na- 
mentlich auf  einen  Bericht  eines  sehr  ausgezeichneten  Beobach- 
ters, des  Herrn  llofrath  Otto  t.  Struve  In  Pulkowa,  fiber  die 
Beobachtuns  der  voTJfthrigen  grossen  Sonnenfinstemiss  zn  Lomsa 
in  Polen  aufmerksam  machen,  welcher  der  Akademie  der  Wiaseri- 
schalteo  in  St.  Petersburg  am  8.  Aug.  v.  J.  vorgelegt  worden  ist, 
und  »ich  im  Bulletin  de  la  Classe  PbyB..Matn.  de  l'Acad. 
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und  Nr.  20.,  leider  jedoch  nur  im  Auszüge,  milKetheilt  irorden 
isL  In  diesem  ausgezeichneten  Berichte  hat  i^rr  Utto  von 
Struve  die  obiEe  Frage  glaichfalls  sorglkltig  diEcutirt,  und  leitet 
BUS  seinen  Beobachtungen  mit  vüHifCVr  Bestimmtheit  die  beiden 
Folgerungen  ab:  „l)das8  die  Prominenzen  oder  Protube* 
ranzen  dem  Sonneniörper  angefaürige  Tbeile  siad, 
welche  bei  der  Bewegung  des  Mondes  vor  der  Sonnen- 
scheibe auf  der  einen  Seite  allmälig  herröftreten  und 
auf  der  en  tgegensesettten  entspiechend.  Terschirin- 
den;  2)  dass  auch  die  Corona  ein  integrireilder  Theti 
des  SonnenkörpeTt  nnd  getvisäerniassen  ,a  la  eina  die 
Photosphäie  der  Sonne  umgebende  Atnio^j^häre  an- 
zusefaen  ist."  —  Gut  auch,  dass  die  Beobachtungen  aller  vor- 
ortheiUfreien  Beobachter  dies  tiD>*)derlcgliah  faeraiugoslellt  haben!! 
Denn  können  die  Astronomie  und  Physik  noch  in;end  Hoffnung 
haben,  über  die  ei)(entliche  Natuf  unsers  Centrulliürnerit  näheren 
Aufachluas  xa  erhalten,  so  istdieselbe  nach  unserer (jDbvzeugung 
altein  auf  die  künftige  sorgfktligs  Beobacbtting  dtr  bei  totaten 
Soirnenfinetermssen  Toikommenden  Ürscbeinmtffen,  und  auf  die 
umsichtige  Uiscussioa  der  beveita  Toiheridenen  Beobaefatunges  ge> 
gründet,  wobfi  man  auch  nncb  immer  mehr,  als  Um  jetzt  scfaoa 
geschehen,  historiache  Naofafotscbungen  anateDen  mllte,  ab  abb- 
uche Eracheinongen  nicht  aobon'frHer  beabaobtet  md  beacbie- 
ben  worden  sind.  ''■ 


fi« 


Specimen  acudemicnm  inangaralede  Motu<ione  prr>- 
blematis  Keppleriani,'  auetor  Combertua  Petrua  Bar- 

fer,  Roternd&mensis.     Lugdoni  •  fiatav^rnra,    apnd  K 
ngels.    1851.    4. 

Wir  haben  schon  früher  Öfters  auf  die  Gründlichlteit  und  den 
arossen  Umfang,  durch  welche  sieh  die  anf  den  hotländischeD 
Universi täten  erscheinenden  Dis^eitationeii  oft  sehr  vortheilhall 
Buszeichnen,  hingewiesen.  Dies  it<t  au-;h  bei  der  vorliegeadeD 
Inauguralschrift  der  Kall.  Der  Uerr  Vf.  hat  in  dersellien  fast  alle 
(äc  das  Kepler'sche  Prahlern  gegebenen  Aaflüsungen  zusammen- 
geatellt,  beurtheilt  und  durch  numerische  Beispiele  erläutert.  Der 
meiste  Kaum  ist  mit  Hecht  der  von  UeHsel  mit  Hülfe  der  Fou- 
Tierscben  Reihen  gegebenen  Auflüsung  getvidnet,  deren  Eieen- 
thümliclüceit  eben  hauptsächlich  in  der  Anwendung  dieser  nichti- 
gen md  merkwürdigen  Reihen  aflf  den  ^pecicllen  Fall  der  Kepter'- 
scben  Aufgabe  liegt,  und  die  deshalb  auch  in  unseren  Supple> 
menten  zum  niathemutischea  \V  orte  r  buche.  Thl.  1. 
S.  200.  Art.  Bestimmtes  Integral,  von  uns  entwickelt  worden 
iat.  Vielleicht  ist  es  für  den  geehrten  Herrn  Verf.  nicht  ohne 
Interesse,  wenn  wir  ihn  darauf  aufmerksam  cu  maofaen  uns  erlau- 
ben, dass  schon  früher  in  Deatschlaod  eine  von  ihm  nicht  gekannt 
zu  sein  scheinende  Dissertation  Aber  daa  Kepler'sche  Problem 
«rachienen  ist,   die  den  Titel  bat:    Kepler!  Probjema  ^ele- 
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bre.  Commentatfo  quam  ninpl.  Ph.  ord.  cona.  etc.  pu> 
bllce  defendet  W.  H.  Uetmoldt  OoMinftae.  1798.  4. 
Dieevllte  kann  «ich  aber  mit  der  auegeeei ebneten  Schrift  dsa 
Herrn  Verf»  gar  nicht  messen,  und  dersdhe  nfirde  für  adnäo 
Zneclc  in  ihr  nur  wenlf;  Ansbeote  gerunden  haben.  Allen  denen, 
irelcbe  «ich  m)t  der  Kepler'dthen  Aurgabe  nnd  derea  varschlede- 
nen  Aufln8uni>en  ausRihrlich  beltannt  machen  trollen .  empfeblea 
nli  die  vorliegende  Schrift  recht  aebr  znr  Beachtung. 


Index  Lectionnm  in  Lyceo  Regio  Hosiano  Bruna* 
berge  na  i  per  aestalem  anoi  MDCCCLII  a  die  XIX  Aprilia 
iiiNtituendarura.  Praemissa  est  Ur.  Laar.  Feldtii  com- 
mentatio  de  Gaussii  formula  Paschali  analytica.  Ad> 
jectiim  est  tabula«  paacbalia  ab  anoa  1850  usoue  ad 
annum  'JOOO  apecimen.     Brunabergae.    Heyne.    4". 

In  dieaem  sehr  verdienstlichen  Programm  hat  Herr  Professor 
FeldlinBrannaberg  einen  Beweis  der  Regel  turBerediouDg  des 
Osterfestes  geliefert,  die  Ganaasebon  im  Jahre  1800  im  cvreitea 
Bande  S.  121.  der  MonatL  Correapon  d  enz  ohne  Bewäis  mit- 
theilte,  nnd  eine  von  ihm  berechnete,  von  1830  bis,  2000  reicfaende, 
Ostprtafel  beigefügt,  weshalb  wir  alle,  welche  an  dieser  GausnischeB 
Regel  zur  Berechnung  des  Oaterfestes  dae  deraelben  gebQhreodA 
Intereaae  nehmen,  auf  diese  lesenswertbe  Sdirin  anfmerlcaam 
machen.  Bemerken  wollen  wir  nur  noch,  dasa  Gauss  in  der 
Zeitschrift  fflr  Astronomie  und  verivandte  Wissen- 
schaften. Tbl.  I.  S.  158.  eine  BerichHgung  seiner  Regel  be- 
iionnt  gemacht  hat,  auf  die  er  durch  den  verstorbenen  Professur 
Dr.  Tittel  aus  Erlau  zuerst  aufmerkaam  gemacht  worden  war. 
Diesen  letzteren  Gaussi'scben  Aufsats  scheint  der  geehrte  Herr 
Vf.  des  vorliegenden  Programms  nicht  gekannt  za  haben. 


AnnaleD  der  k.  k.  Sternivarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehl  Seiner  k.  k.  apost  Majestät  auf  üffentliche  Ko- 
sten herausgegeben  von  Carl  von  Littrow,  Director 
der  Sternwarte  u.  a.  w.  Dritter  Folge  Erster  Band. 
Wien.    GedrnckI  bei  Sommer.     18S1.    8. 

Mit  diesem  Bande  beginnt  der  verdienstvolle  Director  der 
Wiener  Sternwarte,  Herr  C.  von  Littrow,  die  dritte  Folge  der 
Annalen  d«s  unter  seiner  Direction  stehenden  Instttota,  wobei 
zugleich  das  Format  verltndert  worden  ist,  indem  die  Annalen 
nicht  mehr  wie  bisher  in  Quart,  und  noch  frflher  in  Folio,  son- 
dern von  jetzt  an,  nach  dem  Vorgänge  anderer  ähnlicher  Werke, 
zweck-  und  üeitsemSas  in  Octav  erscheinen ,  gedrnckt  auf  sehr 
achüncm  staiken  Papier  mit  sehr  scharfer  nnd  dentlicfaer  Schrift. 
Aas  unsern  frGheren  Berichten  Gber  diese  Annalen  kennen  die 
Leser  unserer  Zeitscbrift  das  grosse  Verdienst,  welches  Herr  G. 
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voD  Littrow  sich  durch  tlie  uan  vplleiidote  Herausgabe  der 
Piazzi'fchen  Beobachtiiiigeii  etworiien  hat.  und  werden  auch  vris- 
«en,  dasa  dieses  Werk,  indem  es,  z.  H.  vou  ilerrn  Professor 
Peters  in  KSiiigaberf;  bei  seinen  bekannten  »chSilen  Arbeiten 
Aber  die  Fixsterne^,  ala  Grundlage  verschle<lener  astronoioiBcfaer 
Untersuchungen  benutzt  worden  ist,  der  Wisaemschart  «chon 
manche  «chüne  Frucht  getrBg»n  hat.  Durch  die  Herauagabe  dea 
vorliegenden  ersten  Bandes  der  dritten  Folge  iler  Annaleii  ertvirbt 
sich  Herr  C.  v.  Litlroiv  ein  neuea  ähnliches  Verdienst  um  die 
Wissenschaft,  indem  er  in  denixelben  die  erste  Hälfte  eines  Ton 
Herrn  W.  Ueltzen  aus  den  bekannten  Argelander'scben  Zonen 
abgeleiteten  Slcrncatalags  uuter  deni  rotgenden  Titel  publicirt: 

Argelanders  Zonen-Beobachtungen  vom  45.  bis  80. 
Grade  nUrdlicher  Ueclinatiaa,  in  mittleren  Positionen 
(St  1642,0  nach  gerader  AuTsteigung  geordnet  von 
Wilhelm  Oeltzen,  Assistenten  der WieuerSlernn&rte. 
Erste  Abtheilung  (0*  bis  11'>.34"). 

Ueher  die  Entstehung  dieser  Arbeit  spricht  sieh  Herr  C.  von 
Llltrow  in  der  Vorrede  auf  folgende  Art  aus:  ,. der  gegen tr artige 
Band  der  Annalen,  in  der  Tollstündieeo  Reihe  der  XXJkV.,  und 
der  folgende,  bereits  unter  der  Presse  befindliobe,  geben  einen 
BUB  den  ersten  Argelander'schen  Zone»  abgeleiteten  iStern- 
katalog,  dessen  Anfertigung  sich  Herr  W.  Oeltzen  zur  rGhmli- 
chen  Aufgabe  gestellt  bat.  Als  Herr  Uejtzen  im  SpStberbste 
1850  in  das  Personal  des  hiesigen  Observatoriums  trat,  hatte  er 
bereits  einige  Monate  sich  mit  diesem  Gegenstände  beschäftigt. 
Die  hDchst  umsichtige  Anlage  des  Ganzen  bestininlte  mich  sofort, 
ihn  zunüchst  zur  Vollendung  dieses  Tbeils  weiterer  Ualersuchun- 
gen,  in  denen  er  begriffen  ist,  üu  ermuntern  und  ihm  hierbei  mit 
allen  inii  zu  Gebote  stehenden  Mitteln  um  so  mehr  zu  Hülfe  za 
kommen,  als  damit  eine  'wichtige  Vorbereitung  l^r  das  schoo 
früher  von  unserer  Anstalt  gefasiste  und  eben  angebahnte  Vorha- 
ben ergänzender  Zonenbeobachlungen  geliefert  wird."  —  Wir  ha- 
ben diese  Worte  hier  angeführt,  neit  aus  denselben  sieb  ergiebt, 
dass  das  Verdienst  der  wirklichen  Anfertigung  dieses  Catalogs 
Herrn  W.  Oeltzen  gebdhrt.  Aber  auch  Herr  C.  von  Littrow 
machte  die  Ausffibrung  der  Arbeit  in  verhältnissmässig  so  kurzer 
Zeit  dadurch  möglich,  dawi  er  Herrn  Oeltzen  der  Theilnahme 
an  den  nllgemeineu  Geschürten  der  Sternwarte  enthob,  und  durch 
die  bekannte  grosse  Liberalität,  mit  welcher  der  k.  k.  (österreichi- 
sche Unterrichtsmi nister.  Herr  Leo  Graf  von  Thun,  Excellenz, 
alle  wissenschaftlichen  Unternehmungen  unterstützt,  wurde  es 
in»glicb,  Herrn  W.  Oeltzen  für  die  mechanischen  Ausltihrungen 
nocb  einen  Hilirsarbeiter  beizugeben,  was  ein  neuer  Beweis  ist.  wie  sehr 
die  k.  b.  Österreichische  Staatsregierung  sich  die  Förderung  der  exacteu 
Wissenschaften  nach  allen  Seiten  und  Ttichtungen  bin  angelegen 
sein  ISsst.  lieber  die  Art  der  Berechnung,  die  Einrichtung  und 
den  Gebrauch  des  Catalogs  enthalt  eine  deroselbeo  vorangeschickte 
sehr  deatiich  verfasst«  Einleitung  alles  Krl'orderlii-he.  Wir  wdu- 
schen  sehr,  dasa  es  dem  verdienten  Herrn  Berechner  und  U«r- 
aosgeber  bald  gelingen  inuge,    das  mathematische  und  astronoioi- 
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•ehe  Pofalieon  mit  dem  zweiten  Tbnie  dicMi  TenHeoatlliAeii  A^ 
beit  zu  beschenken,  woran  ja  auch  kein  ZfreiTel  «ein  kann,  da 
derselbe  laut  der  Vorrede  scbsn  unter  der  Preaae  ist.  Schliesa- 
lieh  bemerken  wir  noch,  ilass  es  bei  der  Herausfrabe  dieses  Stem- 
catalogs  keineswegs  die  Absicht  sein  konnte,  das  treffliche  Ori- 
ftmal,  welches  derselbe  bearbeitet,  gleichsam  xu  verdrSügen,  son- 
dern nar  dessen  Benutzung  zu  erleichtern  und  übersichtlicher  zu 
machen,  was  auch  nach  unserer  Ueberzeugan«  durch  denselben 
votlstSndig  errricht  wird,  da  der  Catatog  in  niüglicbst  lebendigem 
Zusammenhange  mit  dem  nrnprüiiglicben  Werke  erhallen  wurde, 
das  man  nutOrlich  bei  dem  Gebrauche  des  CataloKa  immer  zucleich 
zur  Hand  haben  wird.  Wir  müssen  uns  hier  leider  mit  diesen 
kurzen  Andeutungen  begnügen,  und  wfinachen  schliesslich,  daas 
das  verdienstliche  Werk  recht  bald  in  den  Hjinden  aller  Astrono- 
men befindlich  sein  und  hünfig  benutzt  werden  möge,  was  jeden- 
falls zu  schuoen  Resultaten  führen  wird.  Den  zweiten  Tbeil 
werden  wir  nach  seinem  Eracheinen  sogleich  anzeigen. 
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Preisau%aben  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wiaseo- 
schafien  zu  Wien. 


Was  sind  Drack  -  mid  Wärme  -  Capacitit  bei  Gasen ,  die  sich 
ausserhalb  der  NSfae  der  Liqaefaction  befinden,  ftlr  FuactioDeo 
der  Dichte  und  Temperatorl 

Termin  der  Einaendapg:  31.  December  1853.  Preis: 
900  Oucaten. 

(S,  Sitzungeberichte  der  raatbematisch-naturwUsenacbal 
Klasfee.     1851.    Band  VL    Heft  5.    S.  683.) 


Nene,  mSgltchst  eenave  nnd  umfassende  Bestimmung  der  Pla- 
DCtenmassei» ,  namentlicli  der  wiebtigeren  Haaptplanetea. 

Terrain  der   Einsendung:     31-   December    1853.    Preis: 
300  Ducaten. 

(8.  ebendas.  S.  686.). 
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